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NAS MINIMUM

Glas gre med matemati¢nim ljudstvom in zahteva: »Dajte nam minimum!«. Zanj gori,
ali ga ne pozna in klice poznavalce in razlagalce, da ga razodenejo, da ga bomo sprejeli,
premleli in razdali, mlademu rodu kot brasno na pot.

Pojde pa mladina z gimnazije na univerzo in glas bi rad, da ji bo korak lahak, brez sape in
spotik. Povejte nam, nas roti, kaj naj jih najmanj naucimo, da bodo na univerzi najbolje us-
pevali.

0, da bi bilo, pravi, takole: Sesli so se uéeniki in prvi je rekel: »Niso znali poiskati sre-
diséa kroga!« In drugi je rekel: »Niso vedeli za kosinus dvojnega kota.« In tretji je rekel:
wSestevanje ulomkov jim ni §lo od rok.« In Cetrti je rekel: »O mnoZenju celih Stevil niso imeli
pojma.« In peti je dodal sklepni raéun. In bil je minimalni program.

Vsak uéitelj je razpet med minimum in maksimum. Minimum je ni¢, maksimum, kar ve,
kar zna, kar zmore, kar razume. Veé bo vedel, ve¢ bo zmogel, bolje znal in bolj razumel —
boljso bo povezal dijaku popotnico.

To je vse, kar sem hotel zapisati o minimumu.

Pa lep pozdrav!

France Krizanié



STANJE MATEMATICNIH ZNANOSTI*
MOS 01A65
Uvod

To poroCilo obsega pregled matématiénih znanosti. Napisano je v obliki, za katero
upamo, da bo razumljiva nematematikom. Da bi to dosegli, in da bi obdrzali porocilo v
primernem obsegu, smo morali Zrtvovati vse poskuse, da bi bilo delo popolno. Potrebno
se je bilo tudi izogniti podrobnostim in rabi simbolizma, brez katerega je nemogoce temeljito
razpravljati o matemati¢nih predmetih.

Matemati¢na skupnost
Zgodovinske perspektive

Zalensi s prvim izrazom razumske misli je matemati¢no misljenje vplivalo na razvoj
na$e kulture na splosno in je bilo odlo¢ilno pri nastajanju znanosti in tehnologije. Odkritju
in razvoju infinitezimalnega racuna je sledila doba prosvetljenstva v osemnajstem stoletju;
te matematicne ideje in metode so omogocile zaCetek industrijske dobe. Mnogi matematiki,
ki so se ukvarjali z razvojem analize, so razsirili podrocje same matematike in preskrbeli
orodje za reSevanje tako mnogovrstnih problemov, kot so problemi gibanj dinamicnih
sistemov, pretakanja tekocin in plinov, problemi, ki obsegajo trdnost materialov in, pozno
v devetnajstem stoletju, teorijo elektri¢nih in magnetnih pojavov. Dokoncna Maxwellova
formulacija tega zadnjega podrodja je zahtevala $e bolj zahtevno matematiko. Ob tem raz-
voju v analizi so splo§ne matemati¢ne ideje v algebri in geometriji nasle pomembno vlogo v
osnovah fizikalnih teorij. Neevklidi¢ne geometrije in bolj abstraktni prostori so postali ma-
tematicni predhodniki novih fizikalnih teorij — na primer teorije relativnosti. DoloCene
abstraktne matematicne konstrukcije predstavljajo uvod k formulacijam kvantne teorije. Na
koncu devetnajstega stoletja in v zaletku dvajsetega stoletja so uporabljali ogromen mate-
mati¢ni aparat ne samo z‘(xli)robleme v astronomiji in fiziki in v mnogih vejah tehnike,
ampak tudi v znanostih, kot f¢ kemija, ki so zgrajene na teorijah v fiziki in vsebujejo narasca-
joco uporabo matematike — na vseh stopnjah elementarne do najbolj abstraktne.

Zaradi dolge, globoke in bistvene zveze med rastjo matematike in rastjo fizike, matema-
tiko Cesto uvrs€ajo med fizikalne znanosti; do pred kratkim je bil njen vpliv na civilizacijo
skoraj izklju¢no z njeno uporabo v astronomiji, fiziki, kemiji in tehniki. Toda matematika
ima znacilnosti, po katerih se razlikuje od vseh eksperimentalnih znanosti — in mogoce od
vseh drugih znanosti.

Ena so globoke korenine, ki jih ima matematika v preteklosti. Nekatere probleme,
s katerimi se ukvarjajo matematiki danes, zasledimo ve€ tiso€ let nazaj. Veliko sodobne mate-
matike je nadaljevanje dela, ki so ga zaceli stari Grki. Bolj osnovna razlika med matematiko
in eksperimentalnimi znanostmi, v8tevsi celo najbolj teoretiCne veje, je v obsegu matematicnih
raziskovanj, ki nastajajo v okviru matematike same. Fiziki, kemiki, biologi in psihologi se
ve¢ ali manj ukvarjajo s pojavi, ki se dajo opazovati. Matematiki ¢esto dobijo seme za

* Ta sestavek je prvi del skrajSanega prevoda ¢lanka: The Mathematical Sciences: A Report.
Section II. The State of the Mathematical Sciences, Int. J. Math. Educ. Sci. Technol., Vol. 2, 345—390
(1971). Zahvaljujemo se National Academy of Sciences, Washington D. C., U. S. A., da je dovolila
prevod.

2



svoje probleme iz zunanjega sveta, vCasih od drugih znanosti, toda ko je matematiCen
problem enkrat formuliran, dobi, v nekem smislu, lastno Zivljenje. Na poenostavljen nacin
sestoji matematika iz posploSitev resni¢nih situacij, iz posploSitev takih posploSitev res-
ni¢nih situacij itd. Presenetljivo, toda resni¢no je, da se Cesto izkaze, da te posplositve
posplositev poveCujejo naSe znanje in nadzor nad svetom, v katerem zivimo.

Matematika je bila seveda vedno tradicionalen del vzgoje inZenirja. Toda sedaj postaja
bistven del vzgoje biologov, psihologov, ekonomistov in mnogih drugih. Zato je prva
dolZnost, ki jo ima matemati¢na skupnost do druzbe, podrocje vzgoje.

Druga sprememba, je pove¢ano Stevilo ljudi, ki se ukvarjajo z matemati¢nim raziskova-
njem. MatematiCne znanosti, kakor tudi vse druge znanosti, doZivljajo skoraj eksploziven
porast v Stevilu raziskovalcev. Na primer v Mathematical Reviews, mednarodnem referativ-
nem ¢asopisu, je leta 1940iz8lo priblizno 2000 recenzij ¢lankov in priblizno 15000 v letu 1966.
Ravno tako je naraslo $tevilo matemati¢nih revij, ki so iz8le na vsem svetu.

Narava matematike

Bistvene poteze matematiCnega raziskovanja in odkrivanja so stoletja ostale iste. Isti
so ostali tudi njeni glavni viri inspiracije: zunanji svet in lastna notranja zgradba.

Matematiko, ki je sama sebi namen, obiajno imenujemo »Cista matematika«, mate-
mati¢na raziskovanja, katerih namen je povecati nase razumevanje sveta, pa imenujemo
»uporabna matematika«. Toda tako razdelitev matematike v Cisto in uporabno je tezko
zagovarjati; izvor mnogih pomembnih matemati¢nih idej se da zaslediti v uporabi, po drugi
strani pa se Cesto izkaze, da je matematika, ki je ustvarjena samo zaradi sebe, pomembna za
uporabo.

Primeri kazejo, da je brez pomena, ¢e poskusamo potegniti mejo med Cisto in uporabno
matematiko. Obe matematiki se ne razlikujeta toliko po vsebini, kot po prvobitni motivaciji.

Zato raje ne uporabljamo izraza »Cista matematika«, ampak ga zamenjamo z bolj
opisnim izrazom »jedro matematike« (core mathematics, op. p.) Jedro vsebuje tiste visoko
razvite pododdelke matematike, ki so jih raziskovali in jih raziskujejo predvsem zaradi
njih samih. Izraz »jedro matematike« nas tudi spomni na osrednji polozaj tako imenovane
»Ciste matematike« glede na vse matematiéne znanosti.

Razumska radovednost in razumsko vzburjenje sta glavni gonilni sili pri raziskovanju v
vseh matemati¢nih znanostih, tako kot v vseh znanostih na splo$no. Razburjenje, ko pre-
poznamo model v navidezno kaoti¢nem poloZaju in zreduciramo veliko Stevilo pojavov,
ki o¢itno niso v zvezi, na eno samo preprosto nadelo, je spet znalilno za vse znanosti;
toda v matemati¢nih znanostih, in posebno v jedru matematike, je vloga, ki jo igrajo taka
premisljevanja, tako prevladujoCa, da imajo nekateri matematiki matematiko tako za
umetnost kot za znanost.

Po pravilu se z matematiko raje ukvarjajo posamezniki kot skupine; toda matematika
je vseeno kolektivno delo. To vidimo, na primer, po dejstvu, da Cesto pridejo do vaznih
odkritij razli¢ni ljudje, ki neodvisno delajo na razli¢nih delih sveta. Osebni stik med mate-
matiki na istem podrocju je Cesto bistven pogoj za uspe$no delo. Toda dejansko delo skoraj
vedno opravi en ¢lovek, ki premi$ljuje o nekem problemu. Malo je matematicnih ¢lankov,
ki so jih napisali trije avtorji, in skoraj nobenega ni, ki bi ga napisalo ve¢ avtorjev. Ker je
matematika ena od tistih umskih dejavnosti, pri katerih lahko en ¢lovek — brez pomodi,
brez nadzorstva in brez napotkov — naredi pomembne prispevke, Se vedno privlacuje
nekatere najsposobnej$e mlade ljudi.

Ena od presenetljivih potez matemati¢nega raziskovanja v preteklem desetletju je
stekanje raznih matemati¢nih disciplin. V letih okoli druge svetovne vojne je postala po-
membna tendenca po specializaciji. Bali so se, da se bodo meje med razli¢nimi podrocji
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jedra matematike utrdile tako hitro, da se matematiki razliCnih strok ne bodo mogli vec
pogovarjati med seboj. Sedaj vidimo, da je bila ta bojazen neutemeljena.

Mnogi matematiki so prepricani, da je sedaj zlata doba matematike. Kot dokaz nava-
jajo, da so v tej dobi reSeni mnogi znani problemi, ki so spravljali v tezavo matematike v
preteklosti, da matematiko uporabljajo v vedno ve¢jem Stevilu drugih strok in da mladi
ljudje, ki zacnejo z raziskovanjem, brez tezav prepoznajo zanimive probleme.

Jedro matematike

Svoje opombe bomo zdruzili okoli tradicionalnih razdelkov jedra matematike. Toda
ne smemo pozabiti, da so sedaj meje med temi podrocji mnogo manj ostre, kot so bile
prej, in da se najveC vaznih odkritij zgodi natancno na mejah med razlicnimi podrod&ji ali
na podrocjih, ki jih ne moremo uvrstiti v obstojeo razporeditev. Dejansko sta stekanje
matemati¢nih idej in prodiranje razlicnih podrocij drugo v drugo najbolj karakteristi¢ni
in najplodnejsi potezi sodobnega jedra matematike. Bezna predstava, izraZzena v nestro-
kovnem jeziku, lahko izrazi samo bled odsev navdusenja, ki ga ¢utijo udeleZenci tega razvoja.

Matematicna logika

Logika je ena od najstarej§ih matematiénih znanosti, kajti stara je najmanj toliko kot
aristotelska filozofija in evklidska geometrija. Toda matemati¢na logika, imenovana tudi
simboli¢na logika, se je v resnici razvila v drugi polovici devetnajstega stoletja, ko so opa-
zili, da lahko znane logi¢ne operacije izrazijo z algebrai¢nimi formulami, in ko se je izkazalo,
da se dajo definirati taki osnovni matemati¢ni pojmi kot so naravna §tevila 0, 1, 2, 3,... s
Cisto logi¢nimi pojmi.

Glavni vzrok za razcvet matemati¢ne logike lezi v so¢asnem razvoju teorije neskoncnih
mnozic, ki jo je osnoval Georg Cantor. Ta teorija je vplivala na vso matematiko. Vodila
je tudi k odkritju paradoksov, nesmiselnih zakljuCkov, ki so jih dosegli z navidezno
pravilnim dokazovanjem. Nekateri od teh novih paradoksov* so podobni onim, na katere
so naleteli stari griki filozofi** in ki jih je Aristotel ovrgel z argumenti, ki se nam danes
zdijo nezadostni.

Ker je prosto sklepanje vodilo k paradoksom, so matematiki spoznali, da je treba
urediti procese logi¢ne misli. Tako naj bi bilo mozno zreducirati vsak zakonit kos matema-
tiCnega sklepanja na manipulacijo s simboli, uporabljajo¢ samo doloéene aksiome in dolo¢ena
pravila sklepanja. Pravimo, da je tako zreducirano dokazovanje »formalizirano«. Seveda
sama formalizacija ne daje jamstva, da ne bo prislo do paradoksov (kot se zares lahko
zgodi, ¢e aksiome in pravila slabo izberemo). Toda brez formalizacije se ne moremo strogo
lotiti problema, kako naj primerno spravimo matematiko v sistem pravil in zakonov.

Mnogo let so matematiki upali, da se da vse matemati¢no dokazovanje formalizirati
v enem logi¢nem sistemu. Toda to upanje je razblinilo leta 1931 pomembno Godelovo
odkritje, ki je imelo daljnosezne posledice med filozofi. Godel je ugotovil »nepopolnost«
za doloCene posamezne formalne sisteme. (»Principia Mathematica« Whiteheada in Russella
in sorodni sistemi). Toda kmalu so spoznali, da je nepopolen vsak formalni sistem, ki je
pravilen (samo resni¢ne trditve so dokazljive) in dovolj bogat, da vsebuje navadno arit-
metiko. V vsakem takem sistemu so trditve, celo o celih Stevilih, ki so resnine, a se ne
dajo dokazati znotraj sistema.

* Tu je primer. Izraz »najmanjSe naravno Stevilo, ki se ne da izraziti z manj kot devetindvaj-
setimi zlogi« navaja z osemindvajsetimi zlogi naravno Stevilo, ki se po svoji definiciji ne da izraziti
z manj kot devetindvajsetimi zlogi. (G. G. Berry, 1906).

** X pravi: »LaZzem.« Ali X govori resnico? (Eubulides, 4. st. p. n. §t.)



Ta posplosena oblika. Godelovega izreka temelji na tem, da sprejmemo natanéno ana-
lizo tega, kaj je »algoritem« ali »naprej predpisani racunski postopek« v splosnem. Tako
analizo, ki jo je sprejela veina logikov, je leta 1936 podal Church in neodvisno od njega
(v ekvivalentni obliki) Turing. Prej so se matematiki ukvarjali samo z mnogimi posameznimi
primeri algoritmov, od katerih je nekatere odkril Ze Evklid, ali pa drugi pred njim.

Oba, Church in Turing, sta uporabila svojo analizo za to, da sta nasla neskoncen razred
vprasanj z lastnostjo, da se z nobenim algoritmom ne da odgovoriti pravilno na vsa vprasanja
razreda. Ne glede na to, kako dolgo in trdo bi delali matematiki, da bi odkrili metode, s
katerimi bi odgovarjali na vprasanja razreda, $e vedno bo ostalo nekaj vprasanj, na katera
bomo lahko odgovorili samo z vpeljavo novih metod. Cisto pred kratkim (po letu 1948)
se je pokazalo, da taki razredi vprasanj (v€asih imenovani »nere$ljivi problemi«) nastanejo
v drugih delih matematike.

Eden od prvih Cantorjevih dosezkov je bil dokaz, da je na premici »vec« tock, kot je
naravnih $tevil; nemogod&e je zdruZiti v pare tocke na premici in naravna §tevila 0, 1, 2, 3,....
Cantor je izrazil domnevo, da se da vsaka mnoZica to¢k na premici ali preurediti v preprosto
zaporedje ali pa vsebuje »toliko« tock, kolikor jih je na celi premici. To domnevo, ki so jo
imenovali hipoteza kontinua, so imeli za enega glavnih nereSenih problemov v matematiki.
Leta 1939 je Godel dokazal, da se hipoteza kontinua ne da ovreci z metodami, ki jih uporab-
lja sodobna matematika in ki so formalizirane v obstojeCih sistemih teorije mnozic. Pri-
blizno &etrt stoletja kasneje je P. Cohen pokazal, da se hipoteza kontinua ne da niti dokazati
s takimi metodami.

Kar smo povedali do sedaj, lahko daje vtis, da je matematicna logika zelo abstrakten
predmet, soroden filozofiji in veliko preve¢ ezoteriCen celo za okus vefine matematikov.
In tako je v resnici. Toda ta stroka, ki je najstrozja izmed vseh matematicnih strok, je dala
prispevek tisti ameriSki industriji, ki se najhitreje razvija. Z redukcijo matemati¢nega
dokazovanja in dejansko vsega deduktivnega dokazovanja v ¢isto mehani¢no manipuiacijo
znakov v skladu z dologenimi pravili je matemati¢na logika pripravila tla za razvoj digi-
talnih radunalnikov. V resnici je matemati¢na teorija popolnoma formalizirana, ¢e lahko
katerikoli dokaz v njej nacelno preveri raCunalnik. Ni nakljucje, da sta dva matematika
(Von Neumann in Turing), ki sta globoko prodrla v matemati¢no logiko, sodelovala pri
razvoju modernih radunalnikov. Von Neumann je spoznal, da iz Turingovega dela sledi,
da je moZen univerzalen racunalnik, in to spoznanje je prihranilo leta in milijone dolarjev
pri razvoju.

Medigra med matemati¢no logiko in raunalni§tvom se nadaljuje. Vzgoja v matemati¢ni
logiki je Cesto pot k ustvarjalnemu delu v racunalniskih znanostih, in problemi, s katerimi
se ukvarjajo radunalniski znanstveniki in logiki, imajo v¢asih skupne dolocene poteze. Logike
na primer zanima, ¢e se dajo dolo¢eni problemi resiti z algoritmi. Racunalniski znanstve-
niki se vprasajo isto, le da bi radi vedeli, ¢e se dajo doloCeni problemi resiti z algoritmi
v doglednem ¢asu na obstojecih ali projektiranih strojih, in e se dajo, kako se to naredi na
najbolj ekonomicen nacin.

Tezave v osnovah matematike, ki so vodile k razvoju matemati¢ne logike, $e¢ niso v
celoti odpravljene. Obstoje razli¢ne $ole in vidiki. Na primer, pri formuliranju eksistenénih
dokazov priznava ena $ola, konstruktivisti, za veljavne samo dokaze z algoritmi, medtem ko
priznava druga Sola, formalisti, dokaz s protislovjem.

Teorija Stevil

Teorija $tevil je mogoce najstarej¥a matemati¢na panoga. Zdi se, da so iznasli pozitivna
cela Stevila obenem z jezikom, in najstarejSe civilizacije, ki so zapustile pisane spomenike,
so bile prevzete od lastnosti celih $tevil. V teoriji $tevil lahko probleme Cesto podamo na
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presenetljivo preprost nacin, razumljiv vsakemu $olarCku. Mnogi med njimi obravnavajo
prastevila, to so tista cela Stevila, vedja kot 1, ki so deljiva samo sama s seboj in z 1 (2, 3,
5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37,...). Tu je znamenit problem: Ali je vsako pozitivno sodo
celo stevilo vsota dveh prastevil? Rezultati poskusov to potrjujejo, kar je prvi opazil Gold-
bach v zaletku osemnajstega stoletja. Toda Goldbachov problem je nereSen. Dokazali so
samo, da je vsako celo Stevilo vsota najvec¢ 19 prastevil, in da obstaja tako veliko Stevilo,
da je vsako liho celo $tevilo, ki ga presega, vsota treh prastevil.

Privla¢nost, ki jo ima teorija §tevil za matematiko, je dvojna. Prvi¢, obstoji globoko,
dasi redko z besedami izrazeno, prepri¢anje, da, ko Studiramo naravna $tevila, raziskujemo
nekaj neminljivega in vecnega. Nikjer v vesolju si ne moremo predstavljati inteligentnega
misljenja, ki ne bi pri§lo do naravnih $tevil, kot jih mi poznamo.

Drugi vzrok za privlacnost teorije Stevil pa je, da njeni problemi, éeprav so videti preprosti,
desto zahtevajo za svojo reSitev najbolj zamotane in izumetni¢ene metode, ki so dostopne
matematiki. Znacilen pojav zadnjih desetletij je uporaba verjetnostnega rafuna in prav v
zadnjem ¢asu uporaba matemati¢ne logike v teoriji Stevil.

Moderna teorija Stevil ne obravnava samo celih Stevil, ampak tudi tako imenovana
algebrailna cela $tevila, to je $tevila, ki so lahko koreni algebrai¢nih enac¢b, pri katerih so
koeficienti cela Stevila, vodilni koeficient pa je 1.* Pri $tudiju algebrai¢nih celih $tevil esto
uporabljamo geometrijski jezik, ki se komaj lo¢i od jezika algebraiéne geometrije (glej
spodaj). ‘

Teorija §tevil je vedno imela eksperimentalen vidik. Zanimive lastnosti $tevil lahko
odkrijemo s poskuSanjem, Ceprav se resniCnosti trditve o neskonéno mnogo $tevilih ne da
nikoli ugotoviti s tem, da preizkusimo posamezne primere, Ceprav je le-teh lahko poljubno
mnogo. Znameniti izrek o prastevilih, na primer, pravi,- da je Stevilo prastevil med 2 in
velikim $tevilom x priblizno enako

X

o111 1
Th-4-+4 .+ =
2 3 4 x

To je opazil Gauss, ki je izraCunal dolge tabele prastevil. Dokaz je sledil mnogo pozneje
in je v originalni obliki zahteval pripomocke iz teorije funkcij kompleksnih spremenljivk.

Eksperimentalni vidik je eden izmed vzrokov, zakaj je teorija $tevil med tistimi panogami
&iste matematike, ki Cutijo vpliv racunalniske revolucije. Racunalnik je dal nove moZnosti
za numeri¢no eksperimentiranje. Steviléni teoretiki ne uporabljajo ra¢unalnikov samo za
ugibanje izrekov, ampak tudi za ugotavljanje rezultatov. Stevilne verjetne domneve so
ovrgli z delom racunalnikov in D. H. Lehmer je uporabljal ra¢unalnike, da je dokazal
izreke, ki zahtevajo preveliko razvejitev na posamezne primere, da bi se dali dokazati s
konvencionalnimi metodami.

Kombinatorna analiza

Kombinatorna analiza se ukvarja z mnozico »kombinatornih« problemov, od katerih
mnogi pomenijo: »Na koliko nacinov se da opraviti doloCena naloga?« Problemi so taki,
da jih je lahko formulirati, a véasih zelo tezko resiti. Cesto imajo pomembne posledice za
fizikalno teorijo. Navajamo primer:

Vzemimo Sahovnico z n kvadrati na vsaki strani, kjer je n sodo Stevilo. Is¢emo N, raz-
li¢nih nadinov, na katere se da Sahovnica pokriti z dominami, pri ¢emer ena domina pokriva

* Na primer, 1 —\/ 2 in 1 4 4/2 sta algebrai¢ni celi $tevili, ker sta obe Stevili korena enacbe
x2—2x—1=0.
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dva kvadrata. Popolna resitev tega problema za zdaj ¥e ni znana; toda pred kratkim so
ugotovili, da je za velik » $tevilo N, enako (1:338515...)®%, Ta rezultat ima pomembne
posledice v statistiCni mehaniki.

Eden najbolj znanih nereSenih problemov v matematiki, problem Stirih barv, je kombi-
natoren. Ta domneva pravi, da se da vsak ravninski zemljevid pobarvati s §tirimi barvami
tako, da sta katerikoli dve mejni drzavi razli¢no pobarvani. Kljub velikim naporom mnogih
talentiranih matematikov ta domneva $e ni potrjena; relativno lahek dokaz pokaze, da
zadostuje pet barv.

Mnogo dosezkov moderne znanosti in tehnologije spodbuja obnovljeno zanimanje za
kombinatorno analizo. Problemi nastajajo v genetiki, biokemiji, statistiki, pri kodiranju
informacije, ki se prenasa h kroZe¢im satelitom in nazaj, pri naporih za izdelavo u¢inkovitih
vezij za elektronske racunalnike in pri razvoju programerskih jezikov.

Algebra

Ko ljudje sliSijo besedo »algebra«, se ve€ina od njih spomni predmeta, ki so se ga udili
v gimnaziji, in misli na probleme, ki obsegajo resitev linearnih in kvadratnih enaéb. Tisti
deli algebre so dejansko stari 4000 let. Moderna algebra je v glavnem rezultat razvoja
zadnjih 40 let. Toda njene korenine segajo precej nazaj. '

Moderna algebra se ukvarja s §tudijem tako imenovanih »algebrai¢nih struktur«. Veéino
teh imamo lahko za posplofitve osnovnih struktur elementarne matematike: sistema celih
Stevil, sistema realnih Stevil, sistema kompleksnih Stevil in sistema vektorjev (usmerjenih
daljic) v prostoru.

Prednost pri obravnavanju sistemov, o katerih ne predpostavljamo niéesar razen zakonov
seStevanja in mnoZenja, je v tem, da velja vsaka trditev, ki je za njih dokazana, takoj za
veliko mnozico podrocij v razliCnih vejah matematike. Isto velja za druge algebraitne
strukture. Osrednji problem v vsakem primeru je opisati strukturo splosnega sistema s
strukturami posameznih primerov sistema.

Na kratko bomo pregledali nekaj pododdelkov moderne algebre.

Teorija obsegov. Moderna teorija obsegov se ukvarja z lastnostmi obsega K, ki ga na-
redimo iz obsega F, s tem da privzamemo korene polinomskih enaéb s koeficienti v F.
Ta teorija, ki je moderno nadaljevanje Galoisovega originalnega dela, je ena od najbolj
razvitih in najbolj plodnih delov algebre.

Teorija kolobarjeyv. Kolobar je mnozica elementov, v kateri sta definirani dve operaciji,
seStevanje in mnozenje, in ti operaciji zado¥Cata istim pogojem kot v obsegu, z dvema
pomembnima izjemama: ne zahtevamo, da je vedno moZno deljenje z elementom, ki je
razlicen od 0, in dopu$¢amo, da je produkt dveh elementov odvisen od vrstnega reda,
v katerem ju mnoZimo. (Zadnje pomeni, da sta v kolobarju ab in ba lahko razli¢na).

Kolobarji se ponavljajo naravno na mnogih podrodjih matematike. V analizi (glej
spodaj) tvorijo kolobarje mnoge navadne mnozice funkcij in rezultati teorije kolobarjev
prispevajo koristne izreke v analizi.

Linearna algebra. V devetnajstem stoletju je iz teorije sistemov linearnih algebrai¢nih
enacb zrasla tako imenovana linearna algebra. Ta del algebre se verjetno bolj kot katerikoli
drug uporablja v drugih panogah, med katerimi so tudi tehnika, fizika, statistika, numeri¢na
analiza in druZbene znanosti. Prikladno je, da obleCemo linearno algebro v geometrijski
jezik. Osnovni pojem je vektorski prostor nad obsegom. Standardni primer vektorskega
prostora je mnoZzica navadnih geometrijskih vektorjev, kot jih uporabljajo v fiziki.



Vektorski prostor nad obsegom F je mnozica elementov, ki se imenujejo vektorji, za
katere sta definirani dve operaciji: seStevanje dveh vektorjev in mnoZenje vektorja z ele-
mentom iz F.

Linearna algebra je $tudij kon¢no dimenzionalnih vektorskih prostorov. Predvsem se
ukvarja z linearnimi transformacijami, s tistimi preslikavami vektorskega prostora vase, ki
ohranjajo seStevanje in mnoZenje. Vsako linearno transformacijo lahko predstavimo z
matriko (kvadratno shemo $tevil ali elementov iz F), tako da algebro matrik lahko upora-
bimo za $tudij teorije linearnih transformacij. Rezultati linearne algebre, ki niso odvisni od
kon¢ne dimenzije vektorskega prostora, imajo Siroko uporabo v funkcionalni analizi (glej
spodaj).

Algebre. Asociativna algebra je kon¢no razseZni vektorski prostor, ki je tudi kolobar.
Studij takih algeber se je zalel s Hamiltonovimi kvaternioni (1843). Prvi zakljuceni rezultati
so bili osnovni strukturni izreki, ki jih je dokazal leta 1907 Wedderburn. Zadnja leta so bili
ti rezultati vkljuCeni v rezultate o strukturi kolobarjev. Asociativna algebra se imenuje
algebra z deljenjem, Ce je deljenje z elementi, razliénimi od 0, vedno moZno. Algebre z delje-
njem so sestavni deli v teoriji algeber. Njihovo strukturo so na §iroko §tudirali, toda e sedaj
ne obstoji popolna teorija strukture.

Neasociativna algebra je struktura, ki se pokorava istim pravilom kot algebra, razen
tega, da je produkt treh elementov lahko odvisen od tega, katera dva najprej mnoZimo.
Dva razreda takih algeber sta posebno pomembna. Prvi razred so Liejeve algebre, pri katerih
katerikoli trije x, y, z zado§€ajo identiteti xy + yx = x(yz) + y(zx) + z(xy) = 0. Take
algebre so osnovne za $tudij zveznih grup in v zadnjih letih igrajo pomembno vlogo v teore-
ticni fiziki. Drugi razred algeber pa so Jordanove algebre, ki so prvotno nastale v kvantni
fiziki. Te so karakterizirane z identiteto xy — yx = x(yx2) — (xy)x% = 0.

( Nadaljevanje sledi)

UTRINEK

TOTALITARISTICNO NACELO

V zadnjem Casu veckrat sli§imo o fotalitaristiénem nacelu, po katerem je obvezno vse,
kar ni izrecno prepovedano. Kaze, da je to zelo splo§no nadelo v fiziki prvi uporabil M.
Gell-Mann pred kakimi dobrimi desetimi leti, ko je trdil, da obstajajo v naravi vsi pojavi
in delci, ki niso izrecno prepovedani. Zdaj se je v Segavi pravdi o tem, kdo je nacelo odkril,
pokazalo (Phys. Today 23 (10), 79 (1970)), da ga je poznal vsaj Ze pisatelj T. H. White.
V njegovi pravljici »Me¢ v kamnu« (1939) o mladeni&u, ki je postal legendarni kralj Artur,
je teklo po tem nacelu Zivljenje v mravljiscu.



DIFRAKCIJA NEVITRONOYV
V. DIMIC

Institut »Jozef Stefan«, Ljubljana
UDK 1923

V ¢lanku je na kratko podana teorija sipanja Zarkov X in nevtronov. Z namenom, da pokaZzemo
pomembnost uklanjanja nevtronov pri raziskavah lastnosti snovi, smo opisali nekaj opravljenih.
poskusov. Podobne poskuse delamo tudi ob reaktorju TRIGA v Ljubljani, zato je bolj podrobno
opisana eksperimentalna tehnika.

Neutron Diffraction

Short description of X-rays and neutron scattering theory is given. To illustrate neutron diffraction
as an important tool in the study of the properties of matter, some examples of investigations are
described. At the reactor TRIGA in Ljubljana neutron diffraction studies are alredy in progress
therefore the experimental technique-is discussed more in detail.

1. Uvod

V letu 1912 je Laue prvi¢ napravil poskus z Zarki X, ki ga poznamo pod imenom di-
frakcija Zarkov X. S tem se je odprlo novo raziskovalno podrodje, ki je dalo nestete podatke
o strukturi snovi.

Za strukturne raziskave potrebujemo valovanje z valovno dolZino okoli 1 = 1A, ki
je istega reda, kot so med-atomske razdalje v kristalih. Najprimernej$e valovanje so zato
zarki X ter valovanje, ki ga pripiSemo gibajoim nevtronom in elektronom.

Za elektromagnetno valovanje velja naslednja zveza med energijo fotona in njegovo
valovno dolzino: E = hv = hc/J, kjer je h Planckova konstanta. Od tod dobimo:

A(A) = 12 - 4/E(keV) @

Ko pade elektromagnetno valovanje na kristal, se gibanje elektronov v atomih pospesi.
To dodatno energijo elektroni oddajo v obliki sevanja. Ce je frekvenca tega sevanja reda
velikosti 10" Hz (opti¢ne frekvence), bomo pri interakciji valovanja z atomi kristala dobili
le navadni opti¢ni lom. Pri ve¢jih frekvencah (10**Hz) pa pride e do uklanjanja vpadnega
valovanja v primeru, ko je izpolnjen Braggov pogoj:

2dsin 6 = ni ()

kjer je drazdalja med vzporednimi atomskimi ravninami, 26 je kot med vpadnim in sipanim
Zzarkom in A valovna dolZina vpadnega valovanja. Ko je izpolnjen Braggov pogoj, dobimo
pri dolocenih kotih 6 ojaditev valovanja ker so delna valovanja posameznih atomov ko-
herentna in interferirajo.

V primeru zarkov X so sipalni centri elektroni, ki zaradi svojega naboja vplivajo na
vpadno sevanje. Compton in Allison® sta ugotovila, da je sipalna amplituda sorazmerna
vrstnemu Stevilu Z, e so uklonski koti majhni. V tem primeru so fazne razlike med Zarki,
ki se sipljejo na razli¢nih to¢kah elektronskega oblaka, zelo majhne. Ko naras¢a kot 0 med
vpadno in sipano smerjo elektromagnetnega valovanja, se sipalna amplituda naglo zmanj$uje,
kar pomeni, da se zmanjSuje intenziteta sipanega valovanja. Pojavijo se namre¢ fazne
razlike med Zarki, ki se sipljejo na razlicnih toCkah elektronskega oblaka. Za doloCeni
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atom je odvisno to padanje od izraza sin 6/4, popise pa ga atomski sipalni faktor. Elektronski
oblak, ki siplje Zarke X, ima namre& razseznosti, ki so istega reda velikosti, kot je valovna
dolzina vpadnega sevanja. Krivulja (a) na sliki 1 kaZe odvisnost sipalne amplitude Zarkov
X, ki se sipljejo na kaliju, od izraza sin 6/A.

_.
S,
ab
3

Sipalna amplituda

(b) nevtroni
= 2 4 s 8 1
(sin®)/ A 108cmit

Sl. 1: Sipalni amplitudi za Zarke X in nevtrone za atom kalija v odvisnosti od sipalnega kota

2. Sipanje termicnih nevtronov

Difrakcija nevtronov je v mnogofem podobna difrakciji Zarkov X. Vendar so med
obema metodama dolocene razlike, katere si bomo ogledali v tem poglavju. Pri tem bomo
tudi odgovorili na vprasanje: »Kaksne prednosti nam nudijo raziskave z nevtroni v primer-
javi z zarki X2«

Najprimernejsi izvori nevtronov so jedrski reaktorji. Iz kanalov reaktorja izhajajo
termiCni nevtroni, katerih energijska porazdelitev je maxwellska z vrthom pri valovni dolZini
okrog 1 A. Nevtronom namreé pripiSemo valovné lastnosti, valovna dolZina A teh delcev
je podana za De Broglijevo relacijo:

A = hlmv = hlp 3)

kjer je h Planckova konstanta, # in v sta masa in hitrost nevtronov, p pa gibalna koli¢ina.
Ker je energija nevtrona enaka:
E=p2m )

dobimo naslednjo zvezo med energijo nevtrona in njegovo valovno dolZino:
) = hl)/2mE )
ali A(R) = 0,28/)/E@eV) 6)

2.1. Sipalna amplituda za nevtrone

Ko nevtroni padejo na neko snov, se sipljejo na jedrih. Tako smo spoznali zelo pomembno
razliko med nevtroni in Zarki X: le-ti se namreg sipljejo na elektronih. Obstajajo seveda 3e
druge razlike med obema vrstama sevanja. Te razlike bomo najlaZje spoznali, ¢ bomo
nekoliko bolj podrobno opisali sipalno amplitudo, obenem nam bodo pa postale bolj
jasne nekatere zakonitosti, ki veljajo za sipanje nevtronov.
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Naj pade ravni val nevtronov na jedro. Ta val popi§emo z valovno funkcijo:

y = ek @)
Sipani val je krogelno simetriéen in ima obliko:
= — (el ®)

kjer je r razdalja od jedra do tocke, kjer merimo sipani val, &k = 27/A pa valovno $tevilo za
nevtrone z valovno dolzino 1. Koli¢ina b ima dimenzijo dolZine, zato se imenuje »sipalna
dolZina« ali »sipalna amplituda« jedra. Skoraj pri vseh jedrih je amplituda realno $tevilo
(iziema so jedra z zelo veliko absorpcijo za nevtrone, kot npr. kadmij in bor), ki ima lahko
pozitiven ali negativen predznak. Velini jeder pripada sipalna amplituda s pozitivnim
predznakom, kar pomeni (glej en. 8), da se pri sipanju spremeni faza za 180° med vpadnim in
sipanim zarkom. Negativni predznak pa pomeni, da se faza ne spremeni.

S pomodjo sipalne amplitude dolo¢imo sipalni presek o, ki je definiran z razmerjem med
tokom sipanih nevtronov in vpadnim nevtronskim fluksom:

ikr |2
o = 4nrdy m—' = 4nb? &)
v | eikz Iz

kjer je v hitrost nevtronov. Tako smo spoznali zelo vazno povezavo med presekom in
sipalno amplitudo.

Pri izpeljavi izraza za presek smo predpostavili, da je sipalno jedro vezano. V tem pri-

meru se v trdni snovi ob trku nevtronom ne spremeni energija (elastiCno sipanje). Drugade
je seveda, Ce se jedra prosto gibljejo (v plinih). Prav lahko se dokaZe, da velja naslednje

razmerje:
A 2
c, = —) Ty (10)
A+1

kjer je o, sipalni presek za nevezano jedro, o, presek za vezano jedro in 4 masno §tevilo.

Se nekaj ne smemo zamol&ati: jedra imajo spin I, ena¢ba (9) pa velja le v primeru, ko
ima jedro spin I = 0 in ni prisotnih razli¢nih izotopov. Ako ima sipalno jedro spin I, potem
tvori z nevtronom s spinom 1/2 sestavljeni jedri s spinom I + 1/2 ali I — 1/2. Zato pripada
jedru sipalna amplituda b, (spina nevtrona in jedra sta paralelna) ali b, (neparalelna spina),
opravka imamo torej z dvema vrstama sipanja, s spinsko nekoherenco. Skupni presek za
jedro je tako vsota dveh ¢lenov:

Otot = Okoh + Onekoh 1n

kjer je o4,y presek za koherentno sipanje (sipanje, pri katerem nastopijo interferenéni efekti),
Ceion D2 presek za nekoherentno sipanje.
Vpeljimo Se utezi za posamezni jedrski stanji:

wy = + 1)/QRI+ 1) (12)
wy = I/(21 + 1) 13)

Za preseke dobimo tako naslednje izraze?®:

Oron = 4(Wiby + Wobs)? (14)
Onekon = 47W1Wa(by — by)? as)
Otot =— 4r (Wlblz fF Wzbgz) (16)
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Iz enacbe (14) vidimo, da se nevtroni sploh ne sipljejo koherentno, Ce sta oba ¢lena enaka in
imata nasproten predznak. Podoben primer nastopi pri vodiku, kar bomo videli v poglavju
2.2.1.

Tako smo izpeljali izraze za sipalne preseke, ki veljajo v primeru, ko ima jedro spin, ni¢
pa nismo omenili vpliva izotopov. Mnoga jedra namre¢ sestojijo iz enega ali ve¢ izotopov.
Vsak izotop ima svojo znacilno vrednost za sipalno amplitudo b oziroma b, in b,, ¢e pripada
izotopu spin I. Zato je koherentna sipalna amplituda za element enaka b,: to je povpreéna
vrednost za sipalno amplitudo za element, povprecje je vzeto Cez vse mozne izotope, od
katerih ima izotop r sipalno amplitudo b,. Koherentni presek je potem enak: o, = 4 7(b,)?
in dolo¢a intenziteto uklonjenih nevtronov na kristalu (Braggov odboj).

Zaradi neurejene porazdelitve izotopov se del nevtronov siplje neurejeno. Presek za to
sipanje (izotopsko nekoherentno) je enak:

Onekoh = 4r i Erz'_ (I_7r)2 ]2 17

Sedaj moramo narediti §¢ korak naprej: upoStevati je treba, da se sipljejo nevtroni
na ve¢ atomih, ki sestavljajo osnovno celico, in ne na enem jedru, kot smo predpostavljali
na zadetku tega poglavja. Sesteti moramo torej sipane nevtronske valove na raznih atomih
osnovne celice:

v = —3 (blr)el(elPke ) (18)
e

kjer je p vektor od zaletka koordinatnega sistema do jedra, 7c‘0 in % sta valovna vektorja,
ki pripadata nevtronom pred in po sipanju, b, pa sipalna amplituda za posamezno jedro.
Izraz exp(ipk, —k) uposteva fazne razlike med komponentami sipalnega valovanja na
posameznih atomih osnovne celice in je enak: exp/2zi(hx/a, + ky/b, + Iz]co)/, kjer so
x, ¥, z koordinate jedra, ao, bo, ¢, so dimenzije osnovne celice in 4, k, [ Millerjevi indeksi,
ki pripadajo dolo¢eni smeri (k,—£k). V kristalu, ki je sestavljen iz mnogih osnovnih celic,
bomo tako dobili sipane nevtrone le v primeru, ¢e se delna valovanja, ki se odbijejo na
posameznih osnovnih celicah, med seboj ojacijo.
Ako nas zanima amplituda sipanega nevtronskega vala v enotni razdalji od jedra, enacbo
(18) zapisemo:
Yy = — b, exp 2mi(hx/ay + ky[b, + Iz/c,) 19)
e

Od tod pa sledi izraz za presek, ki velja za sipanje nevtronov na jedru v enoto prostorskega
kota Q (diferencialni presek):

(d_o-) LY | b, exp 2mi(hx/ay + ky[bo + Iz/co) |2 (20)
dQ hkl 0o P

kjer je N, celotno $tevilo jeder v kristalu.
Izraz 3 b, exp 2ni(hx/a, + ky|by + Iz[c,) ima svoje ime: to je strukturni faktor F za

4]

osnovno celico kristala. Ce se sedaj vprasamo, koliko nevtronov se ukloni na ravnini (k & [)
v ¢asovni enoti v kot 8, bomo Ze znali povedati odgovor: to $tevilo nam pove kvadrat struk-
turnega faktorja F2;. Fj je amplituda uklonjenega nevtronskega Zarka na ravni (4 k [).

Vrednosti za sipalno amplitudo nevtronov b ne moremo teoreti¢no izracunati, kot sta
to napravila za 7arke X Compton in Allison,* ker ne poznamo v zadostni meri jedrske
strukture. S pomocjo raznih poskusov so bile vrednosti sipalnih amplitud za elemente
izmerjene, rezultate vidimo na sl. 2. Sipalna amplituda se spreminja od elementa do elementa
brez reda. Iz podanih vrednosti za b na sliki 2 pridemo do naslednjih zaklju¢kov:
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a) Amplituda za vodik je 0.38.107cm, za uran pa 0.85.10~2cm, kar je v primeru z
vrednostmi, ki veljajo za Zarke X, majhna razlika, Eeprav se oba elementa zelo razlikujeta
v masi. Ali drug primer: sipalna amplituda za svinec je le za 509, vecja kot za ogljik. V
primeru Zarkov X je razmerje 20 : 1. Le z nevironi torej lahko opazimo lahke elemente v
prisotnosti tezjih.

£ I Zarki X
Zarki X

s 00 sin§/a= 05 &

o

=

£

& 3

£

.8- z SoNi .

0 i o Sc SSFM‘ nevtroni
AL
4o 20 40 ooy 80 100

Pl b Mgl . Atomska teza

Sl. 2: Nevtronska sipalna amplituda v odvisnosti od atomske te¥e. Za primerjavo je prikazano
povecevanje sipalne amplitude za 7arke X

b) Sosednja elementa v periodni razvrstitvi, npr. nikelj in kobalt, imata zelo razli¢ne
vrednosti za sipalno amplitudo. Z Zarki X seveda sosednjih elementov ne moremo logiti.

¢) Omenili smo Ze, da imajo celo razli¢ni izotopi elementa (npr. Ni®*, Ni®?) mnogokrat
razlicne vrednosti za sipalno amplitudo.

Nevtronska sipalna amplituda torej ne nara$éa z vrstnim $tevilom in ne zavisi od si-
palnega kota (slika 1, krivulja b), kot je to primer za Zarke X, ker so razsesnosti jeder
majhne v primerjavi z valovno dolZino nevtronov.

Po tem uvodu si oglejmo nekaj primerov opravljenih strukturnih raziskav s termicnimi
nevtroni! Ob razli¢nih primerih bomo najlaZje pokazali, kakine moZnosti nam nudijo
nevtroni.

2.2.1. Dolocevanje poloZaja vodika

Omenili smo Ze, da so nevtroni nepogresljivi pri strukturnih raziskavah spojin, ki vse-
bujejo lahke elemente, saj Zarke X v najvedji meri uklanjajo le tezka jedra. Poleg tega ni
gostota naboja pri lahkih jedrih porazdeljena krogelno simetri¢no zaradi vpliva vezi med
atomi. Zato se razporeditev atomov, doloéena z Zarki X, nekoliko razlikuje od resniénih
razporeditev jeder.

Z nevtroni nimamo teh teZav, zato so v zadnjih dveh desetletjih dolo¢ili z nevtronsko
difrakcijo strukturo veg€ kot stotim spojinam, ki so vsebovale lahke elemente (v pretezni
vecini vodik).

Hidridi alkalijskih kovin so bile prve spojine, raziskane z uklanjanjem nevtronov.?
Izkazalo se je, da imajo strukturo NaCl tipa. S temi raziskavavami so prvi¢ dolotili polozaj
vodikovih atomov in znak ter vrednosti za koherentni sipalni amplitudi za vodik in devterij.

Meritve difrakcije nevtronov na prahu ThH, in ThD,* nam lepo ilustrirajo uporabnost
te metode. Sliko elasti¢no sipanih nevtronov na obeh spojinah kaZe sl. 3, kjer opazimo,
da se uklonski sliki med seboj razlikujeta. Vodik ima namreé negativno sipalno amplitudo
(—0,38.107*2 cm), devterij pa pozitivno (0,65.10 cm). S primerjavo obeh slik dolo&imo
fazne kote za strukturne faktorje.

Na sliki 3 vidimo, da je ozadje pri ThH, dosti ve&je kot pri ThD,. Za vse snovi, ki vse-
bujejo vodik, je namre¢ znadilno precejinje difuzno sipanje, ki se pojavi zaradi velike spinske
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nekoherence vodika. Jedro vodikovega atoma ima namre¢ od ni¢ razlien spin: I = 1/2,
zato pripadata protonu dve sipalni amplitudi: b, = 1,07 - 10~** cm (ko sta spina protona
in nevtrona paralelna) in b, = —4,75 - 1072 cm (za antiparalelna spina). Ako vstavimo te
vrednosti v enaébe (14), (15), (16), dobimo za preseke naslednje vrednosti: o,,, = 81,5 barn,
O peon = 80 barn in oy, = 1,79 barn ter by,, = —0,38 - 1072 cm. Vodik ima torej zelo velik
nekoherentni in majhen koherentni presek. Zato so meritve na vzorcib, ki vsebujejo vodik,
precej zahtevne, devterirani vzorci pa so mnogo bolj primerni.
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SI. 3: Nevtronska difrakcija na polikristalu ThH, in ThD,.

Monokristal KHF, je bila prva spojina z vodikom, ki je bila raziskana z nevtroni.’
Obenem je bila prvi¢ narejena Fourierjeva sinteza s pomocjo nevtronskih difrakcijskih
podatkov. Te Fourierjeve projekcije predstavljajo »jedrsko gostoto« osnovne celice, podobno
kot lahko dobimo s Fourierjevo projekcijo elektronsko gostoto iz difrakcijskih podatkov,
izmerjenih z Zarki X.

V kristalih so atomi razporejeni v prostorsko urejeni kristalni mrezi. Ta razporeditev je
periodi¢na, saj se ponovi v vsaki osnovni celici, zato lahko kristal popiSemo s trodimen-
zionalno Fourierjevo vrsto za elektronsko gostoto. Lahko namreC reCemo, da kristal sestoji
iz zvezno porazdeljene elektronske gostote, ki ima maksimum v sredi§¢u atoma, vrednost
ni¢ pa v prostoru med atomi. Fourierjeve komponente te porazdelitve so kar strukturni
faktorji, ki pripadajo razli¢nim odbojem, saj velja enacba:

1 C(hx k Iz
p(x, y, z)=;§§;ﬂhkuexp {—27:1 (— +—y—|——)} 21)

a, by ¢

Ako Zelimo izraCunati vsoto v en. (21), moramo opraviti zelo veliko racunskega dela.
Ze raunanje koeficientov iz izmerjenih intenzitet je zelo zamudno, ker moramo upostevati
vse odboje. V veliki meri pa lahko zmanjSamo racunsko delo, ¢e projeciramo strukturo
kristala na ravnino. V tem primeru dobimo naslednji izraz za gostoto:
1 1 . (hk  ky
o(x,9) = o2, . e dz = = 3 3 Fiaay) o0 {—Zm (~ | —)} @)
o ch k

a, bo

kjer je A, povrsina projekcije enotne celice. Namesto F;;) moramo pri projekcijah elektron-
ske oziroma jedrske gostote poznati torej le Fiip,).
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