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VA O NEKATERIH PROBLEMIH
NUMERIČNE LINEARNE ALGEBRE

ZVONIMIR BOHTE

1. Uvod

V zadnjem desetletju je bil dosežen velik napredek na področju numeričnih

metod linearne algebre. Večina problemov s tega področja je že dolgo znanih.

Toda šele v zadnjem času so se pojavile popolnoma nove računske metode za

reševanje teh problemov. Ko so se namreč z iznajdbo avtomatičnih računalnikov

odprle možnosti za numerično reševanje zahtevnejših nalog, se je izkazalo, da je

večina klasičnih metod z redkimi častnimi izjemami popolnoma neuporabna.

Zato so se začele pojavljati nove metode, ki so primerne predvsem za avtoma-

tično računanje, odprla pa se je tudi vrsta problemov v zvezi s stabilnostjo

računskih postopkov in z analizo napak pri numeričnih izračunih.

Računski problemi linearne algebre so v praksi zelo pogosti. Vzrok za to

je prav gotovo iskati v dejstvu, da je teorija linearnih operatorjev dobro

izdelana in da imamo zadovoljive numerične metode za reševanje linearnih

problemov. Linearni modeli so torej raziskovalcu najdostopnejši. V praksi

naletimo tudi na ustrezne naloge v neskončno razsežnem prostoru (diferencialne

in integralske enačbe), a računski postopki in računalniki nam omogočajo le

določitev približka za rešitev v končno razsežnem prostoru. Očitno je, da so za

opisovanje problemov v uporabni matematiki nelinearni modeli bolj realistični.

Nelinearne probleme navadno rešujemo tako, da rešitev postopno aproksimiramo

z rešitvami bližnjih linearnih problemov. Dober primer za to je Newtonova

metoda za reševanje sistemov nelinearnih enačb, kjer iterativno rešujemo

bližnje sisteme linearnih enačb. Ker je reševanje nelinearnih problemov navadno

povezano s hudimi težavami, je potrebno reševanje linearnih problemov čimbolj

poenostaviti in obenem zagotoviti popolno zanesljivost rezultatov.

2. Pregled računskih problemov linearne algebre

Računske naloge linearne algebre se nanašajo na končne matrike in

vektorje realnih števil. Ustrezne naloge v obsegu kompleksnih števil rešujemo

tako, da prevedemo računanje na realni primer.

Naštejmo sedaj najpogostejše računske probleme linearne algebre!

a) Reševanje sistema linearnih enačb in inverzija matrike

Sistem linearnih enačb zapišemo na kratko v obliki

Ax —< b

kjer je A dana kvadratna matrika reda n, b dani, x pa iskani vektor iz n

razsežnega linearnega vektorskega prostora. Navadno suponiramo, da je

det A --0, saj tedaj in le tedaj eksistira ena sama rešitev sistema.

7 97



V tesni zvezi z reševanjem sistema linearnih enačb je tudi določanje

inverzne matrike Arl.

Na reševanje sistemov linearnih enačb pogosto prevedemo reševanje

linearnih diferencialnih in integralskih enačb, pa tudi reševanje mnogih pro-

blemov v zvezi z interpolacijo in aproksimacijo funkcij. Inverzno matriko

potrebujemo često v statistiki.

b) Reševanje problema lastnih vrednosti

Dana je kvadratna matrika A, iščemo pa lastne vrednosti A in lastne vek-

torje x (x -< 0), ki zadoščajo enačbi

Ax= 4x

Lastni vektorji:so določeni kvečjemu do konstantnega faktorja. Včasih iščemo

le lastne vrednosti, včasih samo nekatere izmed njih in ustrezne lastne

vektorje.

Če je matrika A simetrična (ai = dxi), je numerično reševanje problema

lastnih vrednosti precej olajšano zaradi dodatnih lastnosti, ki jih imajo lastni

sistemi. Lastne vrednosti: so tedaj vse realne, ustrezne lastne vektorje pa

lahko izberemo tako, da tvorijo ortonormalen sistem. Pri nesimetričnih matrikah

je problem bolj kompliciran. Obstajajo lahko kompleksne lastne vrednosti in ni

nujno, da ima matrika m linearno neodvisnih lastnih vektorjev. V primeru

večkratnih ali skoraj večkratnih lastnih vrednosti so računske težave velike.

Pri nesimetričnih matrikah včasih iščemo tudi leve lastne vektorje, ki

zadoščajo enačbi
UTA — AyT

kjer simbol T označuje transponiranje. Vektor y je tedaj lastni vektor transponi-
rane matrike AT,

Na reševanje problema lastnih vrednosti naletimo pri študiju vibracij,

stabilnosti ali resonance linearnih fizikalnih sistemov (na primer pri konstruk-

ciji letal ali reaktorjev).

c) Reševanje predoločenih sistemov linearnih enačb

Naj bo A pravokotna, matrika z n vrsticami in m stolpci (n Z m). Sistem

enačb:

Ax —b

kjer ima dani vektor b n komponent, iskani vektor x pa m komponent, v sploš-

nem nima rešitve. Iščemo tak vektor x, ki minimizira izraz

| | Az-— b ||
kjer je

n

| a | = Ele P? 1<p<o

zI

in

|a | = maxax |
1Ssk<n

Navadno je p enak 1, 2 ali ce, Pri p — 2 se da naloga enostavno rešiti. Rešitev

ax zadošča kvadratnemu sistemu
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ATAx = ATb

Pri drugih p je reševanje precej bolj komplicirano. |

Na ta problem naletimo pri raznih tipih aproksimacije funkcij in

v statistiki.

d) Reševanje problema linearnega programiranja

Naj bodo A, b in x definirani kot v c). Iščemo tak vektor x, ki zadošča

sistemu neenačb

Ax Z b

in ki minimizira izraz

cTx

kjer je c dani m razsežni vektor.

Problem linearnega programiranja je osrednji problem pri operacijskem

raziskovanju.

V nadaljnjem si oglejmo nekaj podrobnosti v zvezi z reševanjem proble-

mov a) in b). Problem c) pri p = 2 je dobro cbdelan v [6], problem: d) pa na

primer v [1]. V [2] najdemo zbrano praktično vse znanje v zveži z reševanjem

sistemov linearnih enačb in določanjem lastnih vrednosti matrik do leta 1958.

V novejši monografiji [11] so zelo podrobno obdelane novejše metode in tiste

starejše, ki so se obnesle tudi v praksi na računalnikih. Knjiga ima posebno

vrednost tudi zato, ker vse metode spremlja analiza napak. Izpuščene so le

iterativne metode reševanja sistemov linearnih enačb, ki so obdelane v [9].

Wilkinsonova monografija [11] zaključuje obdobje, ko si je lahko amater

uspešno izmišljal nove metode, saj se za boljšimi izmed znanih metod skriva

že preveč trdo pridobljenih izkušenj in globokih analiz ustreznega algebraičnega

procesa.

3. Gaussova eliminacijska metoda

Če izvzamemo tiste sisteme linearnih enačb, pri katerih ima matrika pre-

vladujoče število ničel, ki nastopajo v kakem pravilnem vzorcu, in ki jih

navadno rešujemo z iterativnimi metodami, lahko brez tveganja trdimo, da je

najprimernejša metoda za numerično reševanje sistemov linearnih enačb kla-

sična Gaussova eliminacijska metoda. Osnovna ideja metode je v tem, da

z zaporedno eliminacijo neznank prevedemo sistem na ekvivalentni s trikotno

matriko.

Prvotni sistem označimo z

AWr = b(}

Tvorimo ekvivalentne sisteme AM) x = b0), r = 2, 3 ...,n tako, da je matrika

A zgornja trikotna matrika (a;xW) = 0 za i > k). Tipična oblika matrike AC)

je očitna iz primera pri n < 5inr <3:

AG =

o
o
c
o
X
x x

x

0

0

0 x
X
X
x
X
X
X
X

X
 X
X
X
x
X
x

X
 
X
 
X
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X
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Tu X označuje v splošnem od nič različen element. Matrika AC) je že zgornja

trikotna v prvih r vrsticah. V desnem spodnjem vogalu imamo še kvadratno

matriko reda n—r + 1. Na tem koraku eliminacije želimo eliminirati ne-

znanko x, iz zadnjih n —r enačb, to je doseči v r-tem stolpcu pod diagonalo

same ničle. Matriko A" dobimo torej iz matrike AC) tako, da množimo r-to

vrstico z m; in jo odštejemo od i-te za i—r -1,...,n. Mnogokratniki m

so definirani takole:

o „(), (T) : __ |
Mir = Gi, |d,y i=T+1,..„m

Število a) imenujemo pivot na r-tem koraku eliminacije. Formule za ele-

mente ag? so torej:

(r+1) Mo, „O) ; Ja __ ;
a <a, Mir 4, šžk=hr+l,:.„.

Desne strani enačbe se transformirajo na podoben način:

prt? = bo?) — m be) ičrtl,..,n

Rešitev sistema dobimo zelo enostavno iz trikotnega sistema

Uxz <c

kjer je U = A in c = bW;

n

či — (Ci —X vir xx)/Mii i—n,nu—l,..,1
k=i+1

Število množenj in deljenj je pri tej metodi enako

n—1 1

Ž [2(n —r) + (n—r)"] -X(n—i tl) sšnšo n—šn
rsl i=n

Seštevanj in odštevanj je le nekoliko manj

šnš - an + an

Nedavno je bilo dokazano [3], da pri nobeni metodi, ki uporablja racionalne

operacije, v splošnem ni možno shajati z manj aritmetičnimi operacijami.

Pri današnjem stanju razvoja računske tehnike je možno reševati sisteme

enačb z n okrog 100 hitro in poceni, z n okrog 1000 pa je reševanje komajda

še tehnično možno, če matrika nima kakih olajševalnih posebnosti.

Z Gaussova metodo moremo izračunati tudi inverzno matriko. Rešitve

sistemov

Ax = ed), i—1,2,...,n

kjer je ed i-ti enotni vektor, so stolpci inverzne matrike A-!, Pri računanju
seveda upoštevamo, da je matrika A pri vseh sistemih ista. Število množenj in

deljenj je pri tem enako n. i

Jasno je, da opisani računski pcstopek odpove, brž ko je kak pivot a)

enak nič. Če je det A-=0, se da deljenju z nič izogniti na več načinov. V na-

vadi sta dva načina pivotiranja, to je izbire pivotov:

a) delno pivotiranje:
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Na vsakem koraku eliminacije izberemo za pivot absolutno največji

element v prvem stolpcu preostale kvadratne matrike. Naj velja na r-tem

koraku eliminacije

| | = max | a?
rsisn

Tedaj zamenjamo v sistemu r-to in, s-to enačbo ter izvedemo eliminacijo. Če je

det A == 0, ne morejo biti vsi ai, i—r,...,n enaki nič, saj velja

(rn) (7)
EH (—1) 4,0,

detA—aj...a,_,, + ı · det G) sa

a,....a,
nr nn

b) kompletno pivotiranje:

Na vsakem koraku eliminacije izberemo za pivot absolutno največji

element v celotni preostali matriki. Če je na r-tem koraku

ACO) ()
a = max |4,| st | rsi, ix) ik |

tedaj zamenjamo v sistemu r-to in, s-to enačbo, ter preimenujemo r-to in t-to

neznanko. Nato izvršimo eliminacijo po opisanih formulah. Če je detA =-0,

ne morejo biti vsi aj?,i,k = r,..., n enaki nič.

Pri avtomatičnem računanju izbiranje pivota poveča število aritmetičnih

operacij, a analiza napak pokaže, da je pivotiranje v splošnem potrebno. Če bi

za pivot izbrali poljuben od nič različen element, bi rešitev utegnila imeti

poljubno veliko napako.

V obeh primerih pivotiranja množitelji mix absolutno: ne presegajo: šte-

vila 1.

Edini izvor napake pri Gaussovi metodi, ki je teoretično eksaktna, so

zaokrožitve pri aritmetičnih operacijah. Vzemimo, da uporabljamo računalnik,

pri katerem je relativna zaokrožitvena napaka pri vseh štirih osnovnih aritme-

tičnih operacijah omejena. s številom a. To število je odvisno od številčne

osnove in števila mest pri upodobitvi števil v računalniku in od načina za-

okroževanja. (Pri Z-23 je a = 2-30 = 10.)

Vzemimo, da noben element prvotne matrike absolutno ne presega 1:

|aix| Sl, i,ksl,...,n (*)

Če z g(n) označimo absolutno največji element vseh transformiranih ma-

trik AV:

g(n) = max laj? |
l<i,k,r<sn

moremo izraziti eno izmed tipičnih Wilkinsonovih ocen za napako v' naslednji

obliki [10]:

IZ—AŽ| oma.a.m",g(n). | Adi
ASI

Tu je X približno izračunana inverzna matrika z Gaussovo metodo s pivotira-

njem. Pri tem je || A| = max [4;(ATA)] %, kjer smo z 1 (A) označili lastno vred-

nost matrike A. Očitno je napaka tem manjša, čim manjša je osnovna zaokro-
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žitvena napaka a. Velikost ocene za napako pa je odvisna tudi od ocene za

g (n). Če izvajama eliminacijo brez pivotiranja, je g (n) lahko poljubno veliko

število. Pri delnem pivotiranju se da hitro dokazati ocena

g (n) S 2-1

Eksistirajo matrike B,, reda n, pri katerih zadnji pivot res doseže to vrednost.

Na primer

1 0 0 0 i

1 1 0 0 a|
B; < |—l 1 1 0 1

1 —1 1 1 a]
—l 1 —1 1 1

1

4

|
16

Pri kompletnem pivotiranju je zelo težko dobiti dobro oceno za g(n).

Wilkinson [10] je dokazal oceno

Pri tem je

B;6) =

S
>
 
O
 
O
 
O
 
5

S
—
 
S
—
O
o
M
B=

—
>
 
o
 
-
 
o
 
o

—
>
 

-
5
-
 
o
o
o

n

g(n) S[n HM ku-o]4
ke2

Enačaj velja samo pri n = 2, sicer pa je ocena znatno pregroba. Izboljšanje

zgornje ocene je še nerešen problem. Obstaja domneva, da velja: g (n) < m, saj

ni znana nobena matrika z realnimi elementi, pri kateri bi veljalo g(n) > n

(seveda pri pogoju (")). Znane so matrike C,, pri katerih je g(n) = n, in še to

le za n oblike 2?, na primer

I — — 1

1 1 O —l1

Č<(,z 1 ı
1.1 sl, 1

Pri tem je

0 0 2 —2

0 0 0 4

Pri nekaterih posebnih matrikah se daja dobiti dosti ugodnejše ocene

za g (n) [10]. Oglejmo si nekaj primerov:

a) Če je A pozitivno definitna matrika (to je, če je simetrična in ima vse

lastne vrednosti pozitivne), je

g(n)=<1
celo brez pivotiranja.
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b) Če je A 2p+1 diagonalna matrika (ag = 0 za |i—k|>2p), je

g(n) S 2?
pri delnem pivotiranju.

c) Če je A zgornja Hessenbergova matrika (ai = 0 za i>k + 1), je

g(n) Sn
pri delnem pivotiranju.

d) Če je A diagonalno dominantna matrika (|axx| > X|ax| za k —

= 1, 2, ... n), je | ik

g(n) S2
celo brez pivotiranja.

Wilkinson je izdelal in analiziral tudi zelo natančen postopek za iterativno

izboljšanje približne rešitve, ki jo dobimo pri Gaussovi eliminaciji. Rešitve

sistemov enačb in inverzne matrike se dajo na ta način presenetljivo natančno

izračunati. Napake so takšnega reda velikosti kot neodstranljive napake zaradi

upodobitve matričnih elementov v mejah delovne natančnosti.

4, Lastne vrednosti simetričnih matrik

Za računanje lastnih vrednosti simetričnih matrik se od klasičnih metod

v novejšern času v praksi uporablja le še Jacobijeva metoda. Zaradi svoje

preprostosti in učinkovitosti je še vedno ena najbolj priljubljenih. Po tej

metodi tvorimo k dani simetrični matriki A = A" = A; zaporedje podobnih

matrik

Ax: — U; AxUx k<l,2,...

kjer je U, ortogonalna matrika, ki pomeni elementarno rotacijo v neki dvo-

razsežni koordinatni ravnini. V osnovni varianti Jacobijeve metode izberemo

ravnino tako, da poiščemo absolutno največji izvendiagonalni element matrike

Ax. Indeksa tega elementa določata ravnino, kot rotacije pa izberemo tako, da

je v transformirani matriki Ax: element na istem mestu enak nič. Če na ta

način po vrsti anihiliramo vedno absolutno največji izvendiagonalni element,

se da dokazati, da matrike A; konvergirajo k diagonalni matriki, ki ima na

diagonali lastne vrednosti matrike A [2]. Pri uporabi metode prekinemo

iteracijo tedaj, ko so izvendiagonalni elementi zadnje matrike dovolj majhni.

Približki za lastne vektorje pa so stolpci produkta vseh transtormacijskih

matrik Uyx.

Konvergenca Jacobijeve metode je dokazana tudi v primeru, ko po vrsti

anihiliramo vse izvendiagonalne elemente, ki so absolutno nad povprečjem

vseh izvendiagonalnih elementov, pa tudi, če jih anihiliramo kar po vrsti, ne

glede na velikost. Konvergenca je kvadratična, kar pomeni, da je napaka

nekega približka proporcionalna kvadratu napake prejšnjega približka.

Jacobijeva metoda 'je osnova mnogim novejšim metodam. Givens je

z š(n — 1) (n—2) rotacijami prevedel matriko na tridiagonalno obliko, nato pa

računal lastne vrednosti tridiagonalne matrike z metodo bisekcije. Householder

je prevedbo matrike na tridiagonalno obliko še poenostavil in zmanjšal število

aritmetičnih operacj na polovico. Lastne vektorje tridiagonalne matrike je

dokaj enostavno računati z inverzno iteracijo. Podrobnosti o teh metodah lahko
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bralec najde v [11]. Problem lastnih vrednosti za simetrične matrike je zadovo-

ljivo rešen. Imamo zanesljive in hitre metode, ki so zelo neobčutljive za

zaokrožitvene napake in večkratne ali skoraj večkratne lastne vrednosti ne

povzročajo nobenih težav.

5. Lastne vrednosti nesimetričnih matrik

Skoraj vse klasične metode so težile k izračunu karakterističnega polinoma

dane matrike det(A— 11), saj je bilo že davno znanih dosti dobrih metod

za računanje ničel polinoma [2]. Pri majhnih redih matrik (n = 3,4,5) so te

metode dajale večinoma tudi dobre rezultate. Pri večjih matrikah pa se je

izkazalo, da so zaradi zaokrožitvenih napak rezultati večinoma neuporabni, ker

so ničle polinomov preveč občutljive na majhne spremembe v koeficientih

polinoma, ki so bili nujno izračunani le kot približki. V zadnjem desetletju

je bilo največ del na področju numeričnih metod linearne algebre usmerjenih

prav k zadovoljivi rešitvi problema lastnih vrednosti za nesimetrične matrike.

Pred tem časom je bila edina uporabna metoda potenčna metoda [11], ki jo še

danes uporabljamo za računanje absolutno največje lastne vrednosti. Pravega

analogona Jacobijevi metodi za nesimetrične matrike se navzlic trdovratnim

poskusom ni posrečilo odkriti.

Podobno, kot se je pri simetričnih matrikah izkazalo za ugodno najprej

matriko s podobnostno transformacijo prevesti na enostavnejšo (tridiagonalno)

obliko, je tudi pri nesimetričnih matrikah ekonomično prevesti matriko s po-

dobnostnimi ortogonalnimi transformacijami na Hessenbergovo obliko (na pri-

mer s Householderjevo metodo).

Hyman je odkril enostavno metodo za računanje vrednosti in odvodov

karakterističnega polinoma Hessenbergove matrike tako pri realnem kot kom-

pleksnem argumentu, ne da bi bilo treba računati koeficiente tega polinoma [11].

S tem je možno uporabiti poljubno metodo za reševanje enačb in Parlett

[7], [12] je izdelal zelo zanesljiv algoritem za računanje lastnih vrednosti po-

ljubne realne matrike tako, da je kombiniral Hymanovo in Laguerrovo metodo.

Rutishauser [8] je z odkritjem LR-algoritma odprl novo smer iskanja

boljših metod. Francis [4], [5], [12] je z njegovimi idejami izdelal doslej naj-

boljšo metodo GR-algoritem. Pri tej metodi tvorimo zaporedje matrik (A; = A):

Ap — Orka, Arja < RO, kel,2,...

kjer je Qx ortogonalna: matrika, Rx pa zgornja trikotna matrika. Vse matrike

Ax so si med seboj ortogonalno podobne. Izkaže se, da matrike A; po obliki

konvergirajo k »bločni« zgornji trikotni matriki. Enostavni diagonalni elementi

(bloki dimenzije 1) konvergirajo k ustrezni realni lastni vrednosti, diagonalni

bloki dimenzije 2 pa sicer ne komvergirajo, a njihove lastne vrednosti kon-

vergirajo k ustreznemu paru kompleksnih lastnih vrednosti. Vsi ostali pod-

diagonalni elementi pa komvergirajo proti nič. Metoda je z mnogimi dodatki

zelo izpopolnjena [12]. Izredno učinkovita je tudi pri simetričnih matrikah.

Računanje lastnih vektorjev nesimetričnih matrik ostaja še pereč problem.

Seveda so določene težave pri tem skoraj neogibne. Lahko se zgodi, da so

lastni vektorji skoraj linearno odvisni, ali pa, da neka bližnja matrika nima

dovolj linearno neodvisnih lastnih vektorjev. To često nastopi, če imamo opravka

s skoraj večkratnimi lastnimi vrednostmi.
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Za računanje lastnih vektorjev Hessenbergove matrike se v praksi največ

uporablja metoda inverzne iteracije. Tvorimo zaporedje vektorjev xx, k =

= 0, 1, 2,... po pravilu

(A — AI) zi — 4x

kjer je 4 približek za lastno vrednost. Če je ustrezna lastna vrednost zadovoljivo

separirana od ostalih lastnih vrednosti, zaporedje vektorjev hitro konvergira

k ustreznemu lastnemu vektorju pri skoraj poljubnem začetnem vektorju Žo.

V primeru skoraj enakih lastnih vrednosti so težave znatno večje. Število

potrebnih iteracij se poveča, pa se tudi zgodi, da dobimo v limiti vektor,

ki se komajda loči od. že izračunanega lastnega vektorja.

V zadnjem času se množijo poskusi, kako zadovoljivo rešiti problem

lastnih vektorjev. Kaže, da bi bilo ugodneje računati vektorje, ki popisujejo

invariantne podprostore.

Prostor ne dopušča podrobnejšega opisa omenjenih metod. Bralec, ki bi ga

zanimale podrobnosti, bo našel v Wilkinsonovi knjigi [11] praktično vse.

Na koncu omenimo še en odprt problem na tem področju, to je problem

ekvilibracije matrik. Obstaja veliko eksperimentalnih dokazov za to, da je

potrebno dano matriko pred uporabo numerične metode tako ekvivalenčno

transformirati, da niso v nobeni vrstici ali v nobenem stolpcu sami majhni

elementi. V nasprotnem primeru lahko dobimo katastrofalne rezultate. Ta pojav

še ni v celoti pojasnjen, niti niso znane zanesljive metode za dosega takšnega.

cilja. Več o tem bo bralec našel v [3].

Glede na buren razvoj na tem področju smemo v kratkem pričakovati

rešitve večine omenjenih problemov.
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NUMERIČNO REŠEVANJE

Va FREDHOLMOVIH INTEGRALSKIH ENAČB
DRUGE VRSTE"

A. SUHADOLC in J. VRABEC

Integralske enačbe so pomembno orodje v matematični analizi, prav tako

jih često srečamo v uporabni matematiki.

Najprej naredimo bežen pregled teorije integralskih enačb!

Integralsko enačbo imenujemo vsako tako funkcionalno enačbo, v kateri

nastopa iskana funkcija pod integralom. Posebno pomembne in dobro proučene

so linearne enačbe oblike

pla) —4 |} K (z, y) o (u) dy= f(x) (1)

kjer je y (x) iskana funkcija, A je dano število, f (x) in K (x, y) sta dani funkciji.

Najbolj izdelana je teorija integralskih enačb oblike (1) v primeru, ko je jedro

integralske enačbe, to je funkcija K (x,y), s kvadratom integrabilna merljiva

funkcija:
b b

S {| (x,v) | dudy< ce (2)
aa

V tem primeru definira predpis

b

g(x) = |K (a, u) f(u) du, f(x) € Lš{a, b) (3)

linearno zvezno preslikavo Hilbertovega prostora L”? (a,b) vase. Integralske

enačbe s takim jedrom imenujemo Fredholmove integralske enačbe. Pri tem

predpostavljamo, da je tudi desna stran, to je funkcija f(x) v enačbi (1),

v L?(a,b). Če pa je f(x) = 0, imenujemo enačbo homogeno Fredholmovo

integralsko enačbo

b

Pp (A) —2JK (x, y) p (v) du = 0 (4)

Ta enačba ima vedno trivialno rešitev g (x) = 0. Pri enačbi (4) iščemo take

vrednosti parametra 2, pri katerih ima enačba netrivialne rešitve v L? (a,b).

Take 1, če eksistirajo, imenujemo karakteristična števila. Pripadajoče netrivialne

rešitve imenujemo lastne funkcije.

Teorijo Fredholmovih integralskih enačb lahko na kratko povzamemo

v treh izrekih:

1. Integralska enačba (1) ima rešitev v L?(a,)) pri vsaki desni strani

f(x) € Lž (a,b), če A ni karakteristično število. Rešitev je ena sama.

2. Če je A karakteristično število, je integralska enačba (1) rešljiva

natanko tedaj, ko f (x) zadošča pogoju ( f (4) w (x) dx = 0, kjer je w (x) poljubna

rešitev homogene adjungirane integralske enačbe

Delo je financiral Sklad Borisa Kidriča,
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b

w (7x)— 2A/K(y,x) w (vy) dy —0

3. Homogena integralska enačba (4) ima kvečjemu števno mnogo karakte-

rističnih števil. Če jih je neskončno, naraščajo po absolutnih vrednostih prek

vsake meje. Vsakemu karakterističnemu številu pripada le končno mnogo li-

nearno neodvisnih lastnih funkcij.

Če je jedro hermitsko, torej če je K (x,y) = K (y,x), velja še dodatno:

4. Če jedro ni identično enako 0, ima homogena enačba (4) vsaj eno

karakteristično število. Karakteristična števila so realna. Lastni funkciji, ki

pripadata različnima karakterističnima številoma, sta ortogonalni.

Fredholmove integralske enačbe navadno delimo na dva razreda: če je

integracijski interval (a,b) končen, jedro K (r, y) zvezna funkcija obeh spre-

menljivk, desna stran f (x) tudi zvezna funkcija, imenujemo integralsko enačbo

nesingularno. V vseh ostalih primerih pa singularno (v ožjem smislu). Rešitev

nesingularne integralske enačbe je seveda tudi zvezna funkcija.

Fredholmove integralske enačbe druge vrste delimo še po drugem. vidiku.

Če je jedra K (x, y) = 0 nad diagonalo, torej za x < y, imenujemo pripadajočo

integralsko enačbo (1) Volterrovo. Za to velja izrek, da je rešljiva pri vsaki

desni strani f (x) € L? (a, b) pri vseh 4.

Iz izrekov l. do 4. bi sklepali, da pri reševanju enačbe (1) ni težav;

če Z ni karakteristično število, je enačba enolično rešljiva. V praksi seveda ni

tako enostavno. Zelo malo integralskih enačb moremo rešiti eksplicitno in

malokrat se dajo eksplicitno izračunati karakteristična števila. Pri danem % in

pri dani enačbi (1) zatorej ne vemo, ali je 4. karakteristično število ali ne,

zato tudi ne vemo, ali je dana enačba sploh rešljiva. Oglejmo si sedaj pregled

najenostavnejših in najbolj znanih metod za numerično reševanje enačbe (1).

Za približen izračun rešitve Fredholmove integralske enačbe (1) in (4)

imamo vrsto numeričnih metod. Odslej naprej bomo vedno: predpostavili, da je

enačba (1) nesingularna in da sta funkciji K (a, y) in f (x) realni.

Najprej si oglejmo numerične metode za reševanje enačbe (1)! Te delimo

na več razredov; delitev je v veliki meri samovoljna. Napravimo jo vseeno, že

zaradi preglednosti.

a) Metoda kvadraturnih formul (Nystromova metoda).

b) Nadomestitev jedra z degeneriranim jedrom.

c). Iskanje rešitve z nastavkom.

d) Iteracijske metode.

e) Druge metode.

Opišimo na kratko osnovne ideje pri teh metodah!

a) Metoda kvadraturnih formul (Nystromova metoda).

Pri tej nadomestimo integral v enačbi (1) s končno vsoto tako, da upora-

bimo kakšno kvadraturno formulo (npr. trapezno, Simpsonovo ali Gaussove).
b

Integral | K (x, v) € (v) dy nadomestimo torej z vsoto
a

b m

}K(z,v) (u) dy somi K (z, zi) p (x) (5)
a j=

Tu so števila A; uteži, x; pa vozli kvadraturne formule.
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Z uporabo približka (5) za integral izpeljemo sistem linearnih enačb,

s katerim nadomestimo enačbo (1):

~ m ~

g(x) MI (ex, 27) g (xi) = (za), k<5l2,...n (6)
je

Sistem rešimo in števila g (xx) vzamemo za približke k vrednostim rešitve g (x)

v točkah zx. Pri kakem drugem a izračunamo vrednost približka s kakšno

interpolacijsko formulo.

Metoda ni komplicirana. Koeficienti sistema se izražajo z vrednostmi

jedra K (x,y) v točkah 2, x;. Reševanje linearnega sistema principialno tudi

ne predstavlja težav. Za Nystromovo metodo velja izrek o konvergenci po-

stopka: če A ni karakteristično število, konvergirajo približne rešitve, ki jih

dobimo iz sistema (6), z naraščajočim n proti rešitvi enačbe (1); to velja gotovo

v primeru, ko je uporabljena kvadraturna formula trapezna, Simpsonova. ali

Gaussova. Principialno je mogoče dobiti tudi oceno napake, to je razliko med

rešitvijo o (x) in približkom o (ax): napaka, = max | o (4) — 9 (x) |. Napaka je

v bistvu sorazmerna natančnosti, s katero uporabljena kvadraturna formula

aproksimira integrala | K (z, i) K (t, y dt in | K (x, v) (u) du.

Poleg opisane osnovne izvedbe metode Nystroma poznamo še mnogo

inačic. Več o teh in o konvergenčnih izrekih glez v citiranem elaboratu, kjer

je navedena tudi izčrpna literatura.

b) Nadomestitev jedra z izrojenim.

Jedro K (x, u) integralske enačbe (1) aproksimiramo s končno vsoto

K (z, v) a (x) bi (v) = Ky(z, u)

kjer so a;(x) in b;(y) linearno neodvisne funkcije. Za konstrukcijo jedra

K; (x, u), imenovano degenerirano jedro, imamo več metod.

Bistveno pri tej metodi pa je to, da je integralska enačba (1) z jedrom

K; (x, v) eksaktno rešljiva. Njena rešitev je

vp (e) = f(a) + ž cy ak (3)
isl

kjer so števila ci,c2z,..., c, rešitve linearnega sistema enačb

n

Cc; —AŽ Aci—5fa, ke<l,2,...,n (7)

jsl

Tu pomeni: Ap; = (bu (x) a; (x) dz, Jhk = { f(x) bx (x) dz.

Tako kot pri Nystromovi metodi smo tudi pri tej prevedli približno reše-

vanje enačbe (1) na reševanje sistema linearnih enačb. Principialno se more

tudi sedaj ocenit inapaka, to je izraz max | po (4) — u (x) | .

c) Iskanje rešitve v obliki nastavka.

Približek za rešitev enačbe (1) skušamo aproksimirati z vsoto

n

1p (x) =
ks

Ca $x (1) (8)
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kjer so cx še števila, ki jih je treba določiti, g1(£),..., g» (x) pa so dane

funkcije. Nastavek vstavimo v enačbo (1) in dobimo

n n b

r (ejX ck ge (1) —42: cy [K (2, v) px le) dy —f (a) = 0 (9)
=1 zl a

Tej enačbi navadno ni mogoče zadostiti pri nobenih vrednostih koeficientov

Ci, Ca, .:., Can. Seveda pa smemo sklepati, da je nastavek (8) tem boljši približek

za rešitev g (6) enačbe (1), čim manjša je funkcija r (x), definirana v enačbi (9).

Sedaj pa imamo na voljo več kriterijev, kdaj smatramo neko funkcijo za

majhno. Vzemimo dva:

1. Zahtevajmo, da naj bo r(x) <0 v n točkah xi, x2,..., xn. Če te zahteve

izpišemo, dobimo za koeficiente c; sistem n linearnih enačb

pI € (sj) — iža Lj K (zi, y) px (y) dy —} (aj) = 0 (10)
a

za j<l,...,n. Metodo, pri kateri določimo koeficiente nastavka (8) iz tega

sistema, imenujemo kolokacijo, točke x;,..., x, pa kolokacijske točke.

2. Zahtevajmo, da naj bo r(x) ortogonalen na vseh funkcijah gi (4),

ga (£),..., Pn O To nam da za koeficiente cx naslednji sistem, enačb:

»ale: (x) px (z) dx —1Ž cf Ke, v) gr() ok (0) dedy—
is isl aa

— f(x) px (x) de — 0
(11)

zak = 1,2,..., a. To varianto imenujemo Ritz-Galerkinovo metodo. Obe metodi

imata skupno to, da prevedemo reševanje integralske enačbe (1) na reševanje

sistema linearnih enačb (10) ali (11). Ko izračunamo števila c;,c2,..., Cx, jih

vstavimo v nastavek (8) in dobimo tako približek (x) k rešitvi go (x).

Pripominjamo še, da je vsak od sistemov (6), (10), (11) bolj kompliciran

od prejšnjega. Koeficienti sistema (6) so vrednosti jedra K (x,y), koeficienti

sistema (10) so že integrali in koeficienti sistema (11) so celo dvojni integrali.

Za obe varianti moremo dokazati, da konvergirajo približne rešitve z na-

raščajočim n k rešitvi enačbe (1) pri primernih dodatnih pogojih. Znane so

tudi ocene napak.

d) Iteracijske metode.

Najenostavnejši zastopnik iteracijskih metod je Neumannova iteracija.

Pri tej iščemo zaporedne približke k rešitvi integralske enačbe (1) po predpisu

b

VPo(a) = f(x), pro (a) — (a) FA j K (4, y) pna (v) dy

Približki gy, (1) konvergirajo proti rešitvi p (x) gotovo tedaj, ko je vrednost

parametra Z absolutno pod | 21, kjer je Z, po absolutni vrednosti najmanjše

karakteristično število integralske enačbe. Zaporedni približki konvergirajo

približno kot geometrično zaporedje s kvocientom | |/|l |.

Poleg Neumannove iteracije imamo še na desetine sorodnih, bolj ali manj

splošnih iteracij. Navedimo še dve, ki se močno razlikujeta od Neumannove!

To sta iteraciji Položega in Čalenka ter iteracija Sokolova. Podrobneje opišimo

le zadnjo!
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