OBZORNIK
ZA MATEMATIKO
7IKO

1968
Letnik 15
Stevilka 3

Izdaja drusStvo matematikov
fizikov in astronomov SR Slovenije




OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO

HETme s IS S

Tehni¢éni in odgovorni urednik

Kvaternik Frane, Gimnazija Poljane, Ljubljana

Uredniski odbor

Blinc Robert, FNT univerze v Ljubljani.

Bohte Zvonimir, FNT univerze v Ljubljani

Cokan Aleksander, VII. gimnazija v Ljubljani

Moljk Anton, FNT univerze v Ljubljani

Pahor Joze, Nuklearni institut »J. Stefan« v Ljubljani
Pivk Valentin, Gimnazija v Skofji Loki

Rosina Mitja, FNT univerze v Ljubljani

Strnad Janez, FNT univerze v Ljubljani

Ursi¢ Stanko, Zavod za Solstvo SR Slovenije

Vidav Ivan, FNT univerze v Ljubljani

Izdaja drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS 4-krat letno. Clanarina
je 10din in jo nakazujte na ¢ekovni racun Obzornika. Clani drustva prejemajo
Obzornik za matematiko in fiziko zastonj.

Naroénina je

za nec¢lane 15 din

za dijake 5 din

za ustanove in podjetja 20 din
za inozemstvo 25din (2 %)
posamezna Stevilka 5 din

Dopise posiljajte in list narodajte na naslov: Obzornik za matematiko in fiziko,
Ljubljana, poStni predal 22%7. Tel. 55-468. Cekovni raéun Obzornika je 501-8-240/1.



/O NEKATERIH PROBLEMIH
NUMERICNE LINEARNE ALGEBRE

ZVONIMIR BOHTE

1. Uvod

V zadnjem desetletju je bil dosezen velik napredek na podroc¢ju numeri¢nih
metod linearne algebre. Vecina problemov s tega podroc¢ja je Ze dolgo znanih.
Toda Sele v zadnjem c¢asu so se pojavile popolnoma nove racunske metode za
refevanje teh problemov. Ko so se namreé z iznajdbo aviomati¢nih radunalnikov
odprle moZnosti za numeriéno reSevanje zahtevnejsih nalog, se je izkazalo, da je
vetina klasiénih metod z redkimi dastnimi izjemami popolnoma neuporabna.
Zato so se zacele pojavljati nove metode, ki so primerne predvsem za avtoma-
ticno racunanje, odprla pa se je tudi vrsta problemov v zvezi s stabilnostjo
racunskih postopkov in z analizo napak pri numeri¢nih izracunih.

Rac¢unski problemi linearne algebre so v praksi zelo pogosti. Vzrok za to
je prav gotovo iskati v dejstvu, da je teorija linearnih operatorjev dobro
izdelana in da imamo zadovoljive numeriéne metode za reSevanje linearnih
problemov. Linearni modeli so torej raziskovalcu mnajdostopnejsi. V praksi
naletimo tudi na ustrezne naloge v neskonéno razseznem prostoru (diferencialne
in integralske enacbe), a rac¢unski postopki in radunalniki nam omogocajo le
doloditev priblizka za resSitev v koncéno razseznem prostoru. Oc¢itno je, da so za
opisovanje problemov v uporabni matematiki nelinearni modeli bolj realisti¢ni.
Nelinearne probleme navadno reSujemo tako, da reSitev postopno aproksimiramo
z reSitvami bliznjih linearnih problemov. Dober primer za to je Newtonova
metoda za reSevanje sistemov nelinearnih enac¢b, kjer iterativho reSujemo
bliznje sisteme linearnih enacb. Ker je reSevanje nelinearnih problemov navadno
povezano s hudimi tezavami, je potrebno reSevanje linearnih problemov ¢imbol]
poenostaviti in obenem zagotoviti popolno zanesljivost rezultatov.

2. Pregled racunskih problemov linearne algebre

Racunske naloge linearne algebre se nanaSajo na kondéne matrike in
vektorje realnih $tevil. Ustrezne naloge v obsegu kompleksnih §tevil resujemo
tako, da prevedemo rac¢unanje na realni primer.

Nastejmo sedaj najpogostejSe racunske probleme linearne algebre!

a) ReSevanje sistema linearnih ena¢b in inverzija matrike
Sistem linearnih enacb zapiSemo na kratko v obliki

Ax = Db

‘kjer je A dana kvadratna matrika reda n, b dani, x pa iskani vektor iz n
razseznega linearnega vektorskega prostora. Navadno suponiramo, da je
det A == 0, saj tedaj in le tedaj eksistira ena sama reSitev sistema.




V tesni zvezi z refevanjem sistema linearnih enacb je tudi dolocanje
inverzne matrike A1,

Na refevanje sistemov linearnih enac¢b pogosto prevedemo resevanje
linearnih diferencialnih in integralskih enacb, pa tudi reSevanje mnogih pro-
blemov v zvezi z interpolacijo in aproksimacijo funkecij. Inverzno matriko
potrebujemo Gesto v statistiki.

b) ReSevanje problema lastnih vrednosti

Dana je kvadratna matrika A, i¢emo pa lastne vrednosti 4 in lastne vek-
torje x (x == 0), ki zadosc¢ajo enacbi

Ax = ix

Lastni vektorji so dolo¢eni kve¢jemu do konstantnega faktorja. Vcéasih iscemo
le lastne vrednostl véasih samo nekatere izmed njih in ustrezne lastne
vektorje.

Ce je matrika A simetri¢na (e = azi), je numeri¢no reSevanje problema
lastnih vrednosti precej olaj$ano zaradi dodatnih lastnosti, ki jih imajo lastni
sistemi. Lastne vrednosti so tedaj vse realne, ustrezne lastne vektorje pa
lahko izberemo tako, da tvorijo ortonormalen sistem. Pri nesimetri¢nih matrikah
je problem bolj kompliciran. Obstajajo lahko kompleksne lastne vrednosti in ni
nujno, da ima matrika n linearno neodvisnih lastnih vektorjev. V primeru
vedkratnih ali skoraj vetkratnih lastnih vrednosti so radunske teZave velike.

Pri nesimetri¢nih matrikah véasih is¢emo tudi leve lastne vektorje, ki
zadoS¢ajo enacbi

yTA = JyT
kjer simbol T oznaduje transponiranje. Vektor y je tedaj lastni vektor transponi-
rane matrike AT,

Na reSevanje problema lastnih vrednosti naletimo pri Studiju wvibracij,
stabilnosti ali resonance linearnih fizikalnih sistemov (na primer pri konstruk-
ciji letal ali reaktorjev).

c) Regevanje predolodenih sistemov linearnih enacb

Naj bo A pravokotna matrika z n vrsticami in m stolpci (n = m). Sistem
enacbh
Ax =0

kjer ima dani vektor b n komponent, iskani vektor x pa m komponent, v splos-
nem nima resitve. I&¢emo tak vektor x, ki minimizira izraz

| | Az —Db ||,
kjer je

:3

H“1|z l1sp<<®

in
| a |l = max |az|
l=le<n

Navadno je p enak 1, 2 ali o. Pri p = 2 se da naloga enostavno reSiti. ReSitev
x zados¢a kvadratnemu sistemu
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ATAx = ATh

Pri drugih p je reSevanje precej bolj komplicirano. |
Na ta problem naletimo pri raznih tipih aproksimacije funkecij in
v statistiki.

d) ReSevanje problema linearnega programiranja

Naj bodo A, b in x definirani kot v c¢). IS¢emo tak vektor x, ki zadoSca

sistemu neenacb
Ax = b
in ki minimizira izraz
clx

kjer je ¢ dani m razsezni vektor.

Problem linearnega programiranja je osrednji problem pri operacijskem
raziskovanju.

V nadaljnjem si oglejmo nekaj podrobnosti v zvezi z reSevanjem proble-
mov a) in b). Problem c) pri p = 2 je dobro cbdelan v [6], problem: d) pa na
primer v [1]. V [2] najdemo zbrano prakti¢no vse znanje v zvezi z refevanjem
sistemov linearnih enacb in dolocanjem lastnih vrednosti matrik do leta 1958.
V novejSi monografiji [11] so zelo podrobno obdelane novejSe metode in tiste
starejsSe, ki so se obnesle tudi v praksi na racunalnikih. Knjiga ima posebno
vrednost tudi zato, ker vse metode spremlja analiza napak. IzpusStene so le
iterativne metode reSevanja sistemov linearnih enacb, ki so obdelane v [9].
Wilkinsonova monografija [11] zakljuduje obdobje, ko si je lahko amater
uspesno izmisSljal nove metode, saj se za boljSimi izmed znanih metod skriva
ze prevec trdo pridobljenih izkuSenj in globokih analiz ustreznega algebrai¢nega
procesa.

3. Gaussova eliminacijska metoda

Ce izvzamemo tiste sisteme linearnih enacb, pri katerih ima matrika pre-
vladujoCe Stevilo nicel, ki nastopajo v kakem pravilnem wvzorcu, in ki jih
navadno reSujemo z iterativhimi metodami, lahko brez tveganja trdimo, da je
najprimernejSa metoda za numeri¢no resevanje sistemov linearnih enaé¢b kla-
si¢na. Gaussova eliminacijska metoda. Osnovna ideja metode je v tem, da
z zaporedno eliminacijo neznank prevedemo sistem na ekvivalentni s trikotno
matriko.

Prvotni sistem oznadimo z
ANy = p;
Tvorimo ekvivalentne sisteme AM x = b™M, r =2, 3 ..., n tako, da je matrika

AM zgornja trikotna matrika (™ = 0 za i > k). Tipi¢na oblika matrike A(M
je oCitna iz primera prin = 5 in r = 3:

XM KK K
0 X X X X
A® =10 0 X X X
R
0 0 X X X
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Tu X oznatuje v sploSnem od ni¢ razlicen element. Matrika A je Ze zgornja
trikotna v prvih r vrsticah. V desnem spodnjem vogalu imamo Se kvadratno
matriko reda n—r + 1. Na tem koraku eliminacije Zelimo eliminirati ne-
znanko x, iz zadnjih n— r enacb, to je dosedi v r-tem stolpcu pod diagonalo
same nic¢le. Matriko A" ™1 dobimo torej iz matrike A(M tako, da mnozimo r-to
vrstico z my, in jo odstejemo od i-te za i =r + 1,..., n. Mnogokratniki mj
so definirani takole:

() (7) . '
Stevilo a;:_) imenujemo pivot na r-tem koraku eliminacije. Formule za ele-
1 :
mente a g ™ 50 torey:
(r+1) _ T}y . _(7) s Yo .

Desne strani enac¢be se transformirajo na podoben nadin:

pT ) — ™M . 7 i=r-1,...,m
y A A T

Resitev sistema dobimo zelo enostavno iz trikotnega sistema

Ux =c¢
kjer je U = AM in ¢ = b

n
i == (C; —— 2 Wi Tp) Ui i=nn—1,...1
k=141
Stevilo mnoZenj in deljenj je pri tej metodi enako
n—1 1

SR2—n+nm—r]+Zm—i+1l)=35n+n>—3n
r=1 i=n

Sestevanj in odstevanj je le nekoliko manj
snd3+3n2+3En

Nedavno je bilo dokazano [3], da pri nobenl metodi, ki uporablja racionalne
operacije, v sploSnem ni moZno shajati z manj aritmeticnimi operacijami.

Pri danasnjem stanju razvoja radunske tehnik'e je mozno reSevati sisteme
enac¢b z n okrog 100 hitro in poceni, z n okrog 1000 pa je reSevanje komajda
Se tehni¢no mozZno, ¢e matrika nima kakih olajSevalnih posebnosti.

Z Gaussovo metodo moremo izra¢unati tudi inverzno matriko. Resitve
sistemov

Ax®) =el®) 1=1,2,...,n

kjer je e® i-ti enotni vektor, su stolpci inverzne matrike A~%. Pri ratunanju
seveda upoStevamo, da je matrika A pri vseh sistemih ista. Stevilo mnoZenj in
deljenj je pri tem enako nd. |

Jasno je, da opisani radunski postopek odpove, bri ko je kak pivot a'
enak ni¢. Ce je det A== 0, se da deljenju z ni¢ izogniti na vel nacinov. V na-
vadi sta dva nadina pivotiranja, to je izbire pivotov:

a) delno pivotiranje:
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Na vsakem koraku eliminacije izberemo za pivot absclutno najvedji
element v prvem stolpcu preostale kvadratne matrike. Naj velja na r-tem
koraku eliminacije

ag,) | = max | o7
| rTSisEn
Tedaj zamenjamo v sistemu r-to in s-to enaébo ter izvedemo eliminacijo. Ce je

. . s g4 @ * T . & L . .
det A == 0, ne morejo biti vsi ai,r), i=17,...nenaki ni¢, saj velja

(1) (r)
" b i a?r T a'rn
_ a o

nr """ Tnn
b) kompletno pivotiranje:

Na vsakem koraku eliminacije izberemo za pivot absolutno najvecji
element v celotni preostali matriki. Ce je na r-tem koraku
o2 = max o7
r<i, k<n

tedaj zamenjamo v sistemu r-to in, s-to enacbo, ter preimenujemo r-to in t-to
neznanko. Nato izvr$imo eliminacijo po opisanih formulah. Ce je det A ==0,
ne morejo biti vsi agi),"i, k=r,... n enaki nic.

Pri avtomati¢nem radunanju izbiranje pivota poveca §tevilo aritmeti¢nih
operacij, a analiza napak pokaZe, da je pivotiranje v sploSnem potrebno. Ce bi
za pivot izbrali poljuben od ni¢ razlicen element, bi reS§itev utegnila imeti
poljubno veliko napako.

V obeh primerih pivotiranja mnoZitelji m;; absolutno ne presegajo Ste-
vila 1.

Edini izvor napake pri Gaussovi metodi, ki je teoreticno eksaktna, so
zaokroZitve pri aritmetiénih operacijah. Vzemimo, da uporabljamo radunalnik,
pri katerem je relativna zackrozZitvena napaka pri vseh Stirih osnovnih aritme-
ti¢nih operacijah omejena s Stevilom a. To Stevilo je odvisno od Steviléne
osnove in Stevila mest pri upodobitvi Stevil v radunalniku in od nadina za-
okrozevanja. (Pri Z-23 je a = 2730 = 10°)

Vzemimo, da noben element prvotne matrike absolutno ne presega 1:

iauglil, i,k=1,...,n ($)

Ce z g(n) oznatimo absolutno naj Veéji element vseh transformiranih ma-
trik A

(1) |

g(n) = max |a, |

1Zi,k,r<n
moremo izraziti eno 1zmed tipi¢nih Wilkinsoncwvih ocen za napako v naslednji
obliki [10]:
| X— A

| A7

1
V< org.a.ne. gmy. | 4]

Tu je X priblizno izrad¢unana inverzna matrika z Gaussovo metodo s pivotira-
njem. Pri tem je || A|l = max [1; (ATA)] %, kjer smo z 4 (A) oznadili lastno vred-
nost matrike A. O¢itho je napaka tem manj$a, ¢im manj$a je osnovna zaokro-
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zitvena napaka a. Velikost ocene za napako pa je odvisna tudi od ocene za
g (n). Ce izvajamo eliminacijo brez pivotiranja, je g (n) lahko poljubno veliko
Stevilo. Pri delnem pivotiranju se da hitro dokazati ocena

g(n) = 271

Eksistirajo matrike B, reda n, pri katerih zadnji pivot res doseZe to vrednost.
Na primer

1 0 0 0 1
ERE
By = | —1 1 1 0 1
L1 11 _1J
—1 1 —1 1 1
Pri tem je
1 0 0 0 1
0 1 0 0 —-2]
BxG) — 10 0 1 0 4
0 0 0 1 —--8J
LO 0 0 0 16

Pri kompletnem pivotiranju je zelo tezko dobiti dobro oceno za g (n).
Wilkinson [10] je dokazal oceno

L 7]
g(n) < [n I KVE-D)%
k=2 -

Enacaj velja samo pri n = 2, sicer pa je ocena znatno pregroba. IzboljSanje
zgornje ocene je Se nereSen problem. Obstaja domneva, da velja g (n) < n, saj
ni znana nobena matrika z realnimi elementi, pri kateri bi veljalo g(n) > n
(seveda pri pogoju (*)). Znane so matrike C,, pri katerih je g (n) = n, in Se to
le za n oblike 2P, na primer

(4 =

Pri tem je

e — |0 2 0 —2
0 0 2 —2
0 0 0 4

Pri nekaterih posebnih matrikah se dajo dobiti dosti ugodnej$e ocene
za g (n) [10]. Oglejmo si nekaj primerov:

a) Ce je A pozitivno definitna matrika (to je, ¢e je simetri¢na in ima vse
lastne vrednosti pozitivne), je

gmn) =1
celo brez pivotiranja.
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b) Ce je A 2p+1 diagonalna matrika (@ =0 za |i—k|>2p), je

g(n) = 2P
pri delnem pivotiranju.
¢) Ce je A zgornja Hessenbergova matrika (a; = 0 za i >k + 1), je
g =n
pri delnem pivotiranju.

d) Ce je A diagonalno dominantna matrika ( | anx l > 2| af;g] 7o k =
== ]-: 2: SRS n'):r je Begee
g(n) <2

celo brez pivotiranja.

Wilkinson je izdelal in analiziral tudi zelo natanc¢en postopek za iferativno
izboljSanje priblizne reSitve, ki jo dobimo pri Gaussovi eliminaciji. Resitve
sistemov enacb in inverzne matrike se dajo na ta nafin presenetljivo natancno
izra¢unati. Napake so takSnega reda velikosti kot neodstranljive napake zaradi
upodobitve matri¢nih elementov v mejah delovne natancénosti.

4. Lastne vrednosti simetri¢cnih matrik

Za ratunanje lastnih vrednosti simetriénih matrik se od klasi¢nih metod
v novejem ¢asu v praksi uporablja le Se Jacobijeva metoda. Zaradi svoje
preprostosti in udinkovitosti je Se vedno ena najbolj priljubljenih. Po te]
metodi tvorimo k dani simetriéni matriki A = AT = A; zaporedje podocbnih
matrik
A;s:1=U:A};UJg k=12...

kjer je Uy ortogonalna matrika, ki pomeni elementarno rotacijo v neki dvo-
razsezni koordinatni ravnini. V osnovni varianti Jacobijeve metode izberemo
ravnino tako, da poiséemo absolutno najvedji izvendiagonalni element matrike
Az, Indeksa tega elementa dolodata ravnino, kot rotacije pa izberemo tako, da
je v transformirani matriki Az:1 element na istem mestu enak ni¢. Ce na ta
nadin po vrsti anihiliramo vedno absolutno najvec¢ji izvendiagonalni element,
se da dokazati, da matrike Ax konvergirajo k diagonalni matriki, ki ima na
diagonali lastne vrednosti matrike A [2]. Pri uporabi metode prekinemo
iteracijo tedaj, ko so izvendiagonalni elementi zadnje matrike dovolj majhni.
Priblizki za lastne wvektorje pa so stolpci produkta vseh transformacijskih
matrik Uy.

Konvergenca Jacobijeve mefode je dokazana tudi v primeru, ko po vrsti
anihiliramo vse izvendiagonalne elemente, ki so absolutno nad povpredéjem
vseh izvendiagonalnih elementov, pa tudi, ¢e jih anihiliramo kar po vrsti, ne
glede na velikost. Konvergenca je kvadrati¢na, kar pomeni, da je napaka
nekega priblizka proporcionalna kvadratu napake prejSnjega priblizka.

Jacobijeva metoda je osnova mnogim novejSim metodam. Givens je
z 3 (n+—1) (n — 2) rotacijami prevedel matriko na tridiagonalno obliko, nato pa
rac¢unal lastne vrednosti tridiagonalne matrike z metodo bisekcije. Householder
je prevedbo matrike na tridiagonalno obliko Se poenostavil in zmanjsal Stevilo
aritmeti¢énih operacj na polovico. Lastne vektorje tridiagonalne matrike je
dokaj enostavno racunati z inverznc iteracijo. Podrobnosti o teh metodah lahko
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bralec najde v [11]. Problem lastnih vrednosti za simetriéne matrike je zadovo-
ljivo resen. Imamo zanesljive in hitre metode, ki so zelo neobcutljive za
zaokrozitvene napake in wvelkratne ali skoraj veckratne lastne vrednosti ne
povzrocajo nobenih tezav.

5. Lastne vrednosti nesimetri¢cnih matrik

Skoraj vse klasi¢ne metode so tezZile k izra¢unu karakteristi¢nega polinoma
dane matrike det (A — A1), saj je bilo Ze davno znanih dosti dobrih metod
za ratunanje nicel polinoma [2]. Pri majhnih redih matrik (n = 3,4, 5) so te
metode dajale vefinoma tudi dobre rezultate. Pri veéjih matrikah pa se je
izkazalo, da so zaradi zaokrozitvenih napak rezultati veéinoma neuporabni, ker
so nicle polinomov preve¢ obcutljive na majhne spremembe v koeficientih
polinoma, ki so bili nujno izracunani le kot priblizki. V zadnjem desetletju
je bilo najve¢ del na podro¢ju numeriénih metod linearne algebre usmerjenih
prav k zadovoljivi reSitvi problema lastnih vrednosti za nesimetri¢ne matrike.
Pred tem c¢asom je bila edina uporabna metoda potenéna metoda [11], ki jo Se
danes uporabljamo za racunanje absolutno najvecje lastne vrednosti. Pravega
analogona Jacobijevi metodi za nesimetriéne matrike se navzlic trdovratnim
poskusom ni posrecilo odkriti.

Podobno, kot se je pri simetriénih matrikah izkazalo za ugodno najprej
matriko s podobnostno transformacijo prevesti na enostavnejo (tridiagonalno)
obliko, je tudi pri nesimetri¢nih matrikah ekonomic¢no prevesti matriko s po-
dobnostnimi ortogonalnimi transformacijami na Hessenbergovo obliko (na pri-
mer s Householderjevo metodo).

Hyman je odkril enostavno metodo za rad¢unanje vrednosti in odvodov
karakteristicnega polinoma Hessenbergove matrike tako pri realnem kot kom-
pleksnem argumentu, ne da bi bilo treba racunati koeficiente tega polinoma [11].
S tem je moZno uporabiti poljubno metodo za reSevanje enacb in Parlett
171, [12] je izdelal zelo zanesljiv algoritem za ratunanje lastnih vrednosti po-
ljubne realne matrike tako, da je kombiniral Hymanovo in Laguerrovo metodo.

Rutishauser [8] je z odkritjem LR-algoritma odprl novo smer iskanja
bolj$ih metod. Francis [4], [5], [12] je z njegovimi idejami izdelal doslej naj-
boljSo metodo @R-algoritem. Pri tej metodi tvorimo zaporedje matrik (41 = A):

Ak o QER;’%:, Ak"i—l = Rka: k — 1: 2! B

kjer je @ ortogonalna matrika, Rz pa zgornja trikotna matrika. Vse matrike
Ay so si med seboj ortogonalno podobne. IzkaZe se, da matrike A; po obliki
konvergirajo k »bloCni« zgornji trikotni matriki. Enostavni diagonalni elementi
(bloki dimenzije 1) konvergirajo k ustrezni realni lastni vrednosti, diagonalni
bloki dimenzije 2 pa sicer ne konvergirajo, a njihove lastne vrednosti kon-
vergirajo k ustreznemu paru kompleksnih lastnih vrednosti. Vsi ostali pod-
diagonalni elementi pa konvergirajo proti ni¢. Metoda je z mnogimi dodatki
zelo izpopolnjena [12]. Izredno udinkovita je tudi pri simetri¢nih matrikah.

RaCunanje lastnih vektorjev nesimetriénih matrik ostaja Se pere¢ problem.
Seveda so dolodene teZave pri tem skoraj neogibne. Lahko se zgodi, da so
lastni vektorji skoraj linearno odvisni, ali pa, da neka bliZnja matrika nima
dovolj linearno necdvisnih lastnih vektorjev. To ¢esto nastopi, ¢e imamo opravka
s skoraj veckratnimi lastnimi vrednostmi.
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Za ratunanje lastnih vektorjev Hessenbergove matrike se v praksi najveé
uporablja metoda inverzne iteracije. Tvorimo zaporedje vektorjev xz, k =
=0, 1, 2,... po pravilu

(A— A D 211 = x5

kier je A pribliZzek za lastno vrednost. Ce je ustrezna lastna vrednost zadovoljivo
separirana od ostalih lastnih vrednosti, zaporedje vektorjev hitro konvergira
k ustreznemu lastnemu vektorju pri skoraj poljubnem zadetnem wvektorju x,.
V primeru skoraj enakih lastnih vrednosti so tefave znatno vedje. Stevilo
potrebnih iteracij se poveca, pa se tudi zgodi, da dobimo v limiti vektor,
ki se komajda lo¢i od Ze izrac¢unanega lastnega vektorja.

V zadnjem d¢asu se mnozijo poskusi, kako zadovoljivo resiti problem
lastnih vektorjev. KaZe, da bi bilo ugodneje racunati vektorje, ki popisujejo
invariantne podprostore.

Prostor ne dopuséa podrobnejsega opisa omenjenih metod. Bralec, ki bi ga
zanimale podrobnosti, bo naSel v Wilkinsonovi knjigi [11] prakti¢no vse.

Na koncu omenimo Se en odprt problem na tem podrodju, to je problem
ekvilibracije matrik. Obstaja veliko eksperimentalnih dokazov za to, da je
potrebno dano matriko pred uporabo numeriéne metode tako ekvivalenéno
transformirati, da niso v nobeni vrstici ali v nobenem stolpcu sami majhni
elementi. V nasprotnem primeru lahko dobimo katastrofalne rezultate. Ta pojav
Se ni v celoti pojasnjen, niti niso zhane zanesljive metode za dosego takSnega
cilja. Ve¢ o tem bo bralec nasel v [3].

Glede na buren razvoj na tem podroéju smemo v kratkem pricakovati
reSitve ve¢ine omenjenih problemow.
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NUMERICNO RESEVANJE
/ FREDHOLMOVIH INTEGRALSKIH ENACB
DRUGE VRSTE*

A. SUHADOLC in J. VRABEC

Integralske enacbe so pomembno orodje v matematicni analizi, prav tako
jih ¢esto sredamo v uporabni matematiki.

Najprej naredimo beZen pregled teorije integralskih enacb!

Integralsko enacbo imenujemo vsako tako funkcionalno enacbo, v kateri
nastopa iskana funkeija pod integralom. Posebno pomembne in dobro proucene
so linearne enacbe oblike

@ () — 4 X K(x,v) ¢ (y) dy = f(x) (1)

kjer je y (x) iskana funkcija, 4 je dano Stevilo, f (x) in K (x, y) sta dani funkc-ﬁji.
Najbolj izdelana je teorija integralskih enacéb oblike (1) v primeru, ko je jedro
integralske enacbe, to je funkcija K (x, %), s kvadratom integrabilna merljiva

funkcija:
b b

§ 5K (x,y) P dady < oo (2)
a a
V tem primeru definira predpis

b
g(x) =K (x,u)f(y) dy, f(x) € L#(a, b) (3)

linearno zvezno preslikavo Hilbertovega prostora L2 (a,b) vase. Integralske
enacbe s takim jedrom imenujemo Fredholmove integralske enacbe. Pri tem
predpostavljamo, da je tudi desna stran, to je funkecija f(x) v enacbi (1),
v L%(a,b). Ce pa je f(x) =0, imenujemo enatbo homogeno Fredholmovo
integralsko enacbo

b
() —AfK(x,y)p@) dy =0 (4)

Ta enacba ima vedno trivialno reSitev ¢ (x) = 0. Pri enacbi (4) id¢emo take
vrednosti parametra 1, pri katerih ima enac¢ba netrivialne re$itve v L2 (a, b).
Take 4, ¢e eksistirajo, imenujemo karakteristi¢na Stevila. Pripadajoce netrivialne
resitve imenujemo lastne funkcije.

Teorijo Fredholmovih integralskih enac¢b lahko na kratko povzamemo
v treh izrekih:

1. Integralska enacba (1) ima reSitev v L2?(a,b) pri vsaki desni strani
f(x) € L? (a, b), ¢e 1 ni karakteristi¢no Stevilo. ReSitev je ena sama.

2. Ce je A karakteristi¢no Stevilo, je integralska enacba (1) resljiva
natanko tedaj, ko f () zadoS€a pogoju { f (x) w (x) dx = 0, kjer je w (x) poljubna
resitev homogene adjungirane integralske enacbe

* Delo je financiral Sklad Borisa Kidriéa.
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b
w (x) — A K (y, %) w (y) dy = 0

3. Homogena integralska enadba (4) ima kveljemu sStevno mnogo karakte-
risticnih $tevil. Ce jih je neskondno, nara$éajo po absolutnih vrednostih prek
vsake meje. Vsakemu karakteristi¢cnemu $tevilu pripada le konéno mnogo li-
nearno neodvisnih lastnih funkeij. |

Ce je jedro hermitsko, torej &e je K (x,v) = K (y, x), velja $e dodatno:

4. Ce jedro ni identitno enako 0, ima homogena enac¢ba (4) vsaj eno
karakteristiéno Stevile. Karakteristicna stevila so realna. Lastni funkciji, ki
pripadata razli¢nima karakteristi¢nima Steviloma, sta ortogonalni.

Fredholmove integralske enatbe navadno delimo na dva razreda: ¢e je
integracijski interval (¢, b) konéen, jedro K (x, y) zvezna funkcija obeh spre-
menljivk, desna stran f (xr) tudi zvezna funkcija, imenujemo integralsko enacbo
nesingularno. V vseh ostalih primerih pa singularno (v ozjem smislu). ReSitev
nesingularne integralske enache je seveda tudi zvezna funkcija.

Fredholmove integralske enatbe druge vrste delimo Se po drugem vidiku.
Ce je jedro K (x, y) = 0 nad diagonalo, torej za x << y, imenujemo pripadajodo
integralsko enacbo (1) Volterrovo. Za to velja izrek, da je reSljiva pri vsaki
desni strani f (x) € L” (a, b) pri vseh L.

Iz izrekov 1. do 4. bi sklepali, da pri reSevanju enatbe (1) ni tezav;
Ce 1 ni karakteristitno Stevilo, je enatba enolitno resljiva. V praksi seveda ni
tako enostavno. Zelo, malo integralskih enacb moremo reSiti eksplicitno in
malckrat se dajo eksplicitno izra¢unati karakteristicna stevila. Pri danem 2, in
pri dani enacCbi (1) zatorej ne vemo, ali je A, karakteristi¢no Stevilo ali ne,
zato tudi ne vemo, ali je dana enac¢ba sploh resljiva. Oglejmo si sedaj pregled
najenostavnej$ih in najbolj znanih metod za numeriéno reSevanje enacbe (1).

Za priblizen izracun reSitve Fredholmowve integralske enacbe (1) in (4)
imamo vrsto numeric¢nih metod. Odslej naprej bomo vedno predpostavili, da je
enacba (1) nesingularna in da sta funkeciji K (x, ) in f (x) realni.

Najprej si oglejmo numeri¢ne metode za resevanje enacbe (1)! Te delimo
na vec razredov; delitev je v veliki meri samovoljna. Napravimo jo vseeno, 7Ze
zaradi preglednosti.

a) Metoda kvadraturnih formul (Nystromova metoda).

b) Nadomestitev jedra z degeneriranim jedrom.

c) Iskanje reSitve z nastavkom.

d) Iteracijske metode.

e) Druge metode.

Opisimo na kratko osnovne ideje pri teh metodah!

a) Metoda kvadraturnih formul (Nystromova metoda).

Pri tej nademestimo integral v enadbi (1) s kon¢no vsoto tako, da upora-

bimo kakS$no kvadraturno formulo (npr. trapezno, Simpsonovo ali Gaussove).
b

Integral { K (x, ¥) ¢ (v) dy nadomestimo torej z vsoto
a

b n
§K (x,y) 9 (v) dy ’*‘N“’_EIA; K (x, xj) @ (x;) ()
a =

Tu so Stevila A; utezi, x; pa vozli kvadraturne formule.
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Z, uporabo priblizka (5) za integral izpeljemo sistem linearnih enacb,
s katerim nadomestimo enacbo (1):

' 1 ; ~F
@ (Tr) — /T_EIK (@5, 23y @ (x3) = f (@), K=1,2,...,n (6)
j=
Sistem reSimo in Stevila @ (xrz) vzamemo za priblizke k vrednostim resitve ¢ (x)
v toCkah xx. Pri kakem drugem x izraéunamo vrednost priblizka s kaksno
interpoilacijsko formulo.

Metoda ni kiomplicirana. Koeficienti sistema se izraZajo z vrednostmi
jedra K (x,y) v tockah x7, x;. ReSevanje linearnega sistema principialno tudi
ne predstavlja tezav. Za Nystromovo metodo velja izrek o konvergenci po-
stopka: ¢e 1 ni karakteristi¢no Stevilo, konvergirajo priblizne resitve, ki jih
dobimo iz sistema (6), z naras¢ajotim n proti reSitvi enacbe (1); to velja gotovo
Vv primeru, ko je uporabljena kvadraturna formula trapezna, Simpsonova ali
Gaussova. Principialno je mogoce dobiti tudi oceno napake, to je razliko med

refitvijo ¢ (x) in priblizkom ¢ (xz): napaka = max | ¢ (x) — @ () . Napaka je
v bistvu sorazmerna natanénosti, ¢ katero uporabljena kvadraturna formula
apr{)ksunlra integrala { K (x, ) K (¢, y) dt in { K (x, y) f () dy.

Poleg opisane osnovne izvedbe metode Nystroma poznamo Se MITOgO
inacic. Ve¢ o teh in o konvergencnih izrekih glez v citiranem elaboratu, kjer
je navedena tudi izérpna literatura.

b) Nadomestitev jedra z izrojenim.

Jedro K (x, y) integralske enatbe (1) aproksimiramo s konéno vsotol

K (x,y)~ Zaz () bi (¥) = K1 (, y)

kjer so a;{x) in b; (y) ]_in.e'a.mo neﬁondmsna funkecije. Za konstrukcijo jedra
Ki (x, ¥), imenovano degenerirano jedro, imamo veé¢ metod.

Bistveno pri tej metodi pa je to, da je integralska enacba (1) z jedrom
Ki (x, y) eksaktno resljiva. Njena reSitev je

T
yw (x) = f (x) + 2 ¢ ag (x)
=1
kjer so Stevila ci, ¢z, ..., ¢, reSitve linearnega sistema enatb

n
cy— A2 Agici=Tfr, k=1,2,...,n ('7)
i=1

b b
Tu pomeni: Ax; = { by (x) ¢; () dx, fr = § f (x) br (x) d.
a a

Tako kot pri Nystromovi metodi smo tudi pri tej prevedli priblizno reSe-
vanje enacbe (1) na reSevanje sistema linearnih enacb. Principialno se more
tudi sedaj ocenit inapaka, to je izraz max| ¢ (x) —y (x) | .

¢) Iskanje reSitve v obliki nastavka.

Priblizek za reSitev enacbe (1) skuSamo aproksimirati z vsoto

Y () =510k @ () (8)
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