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/OSNOVNI POJMI GEOMETRIJE STEVIL
JOZE GRASSELLI ™

1. Znani matematik Herman Minkowski (1864—1909) je odkril, da se dajo
iz precéj ocitnih lastnosti primernih geometri¢nih figur izpeljati razne za teorijo
stevil vaZne ugotovitve. Figure, ki se pri tem uporabljajo, so preproste mnozice
to¢k v n-dimenzionalnem evklidi¢nem prostoru. V glavnem gre za konveksne
mnozice in za  nekatere njihove posplosSitve. Matemati¢no panogo, ki tako
z geometridnimi pripomoc¢ki prihaja do §tevilskoteoreti¢nih izsledkov, je Min-
kowski imenoval geometrijo Stevil. Pozneje je dobil ta termin nekoliko Sirso
vsebino. Danes pomeni geometrija Stevil predvsem $tudij konveksnih in sorodnih
mnozic glede na mreZe v prostoru. Izsledki geometrije Stevil najdejo uporabo
v teoriji $tevil, v raznih drugih vejah matematike, v kristalografiji itd.

Podlaga vsej gecmetriji stevil je pojem mreze. Za opis mreZe si prikli¢imo
v spomin nekaj lastnosti n-dimenzionalnega realnega evklidi¢nega prostora R,.

Kot je znano, je prostor R, posplositev evklidicnega prostora treh dimenzij
Rg. Tocke prostora R, so n-torice realnih $tevil, prav tako so s takimi n-toricami
podani vektorji iz Ry,. Vsak vektor a € R, se torej zapise v obliki

a = (g, 4g; « . = On)

pri ¢emer so realna $tevila ay, as, . . ., @, komponente vektorja a. Vektor, ki ima
vse komponente ni¢, je vektor ni¢, v znakih 0. Vektorja sta enaka natanc¢no
tedaj, Ce se ujemata v vsaki od komponent. Produkt vektorja a z realnim Ste-
vilom ¢ je vektor ca, njegove komponente so s ¢ pomnoZzene komponente vek-
torja a. Torej je

ca = (cay, cag, ..., Cly)

Vsota dveh vektorjev je vektor, ki ima za komponente vsote komponent obeh
vektorjev. Ce je

b = (by, be, ..., by)
je vsota a — b vektor

aT b= (a; T by, ast+ bs,...a, + by

Ce opredelimo razliko vektorjev a, b na naéin

a—b=a+(—1).b

je to vektor, katerega komponente so razlike komponent vektorjev a in b.

Skalarni produkt a.b je realno stevilo, ki je prirejeno paru vektorjev a, b € R,

s predpisom '
a.b=aby+abs+...+a,b,

Za dolzino vektorja a piSemo |al in je

la| = (a.a)*



Ni se te¥ko prepric¢ati, da se navedene operacije v lastnostih prav ni¢ ne loijo
od ustreznih operacij v Rs. Tudi v R, velja npr. komutativnost in asociativnost
vsote, komutativnost skalarnega produkta itd. Kakor v Rg je tudi v R, razdalja
med to¢kama a, b dana z dolZino vektorja a—b, tj. s Stevilom ja—b|. Ko je
opredeljena ra7da.13a je takoj mogoce vpeljati razne pojme, ki so v zvezl
z blizino totk oz. vektorjev v R, Tako npr. pravimo, da konvergira zaporedje
vektorjev ay, az, as, ... proti vektorju a, Ce so vsi vektoriji iz zaporedja od dovolj
poznega naprej poljubno blizu vektorja a; torej tedaj, ¢e pri mn—>o° stremi
zaporedje Stevil |a—a, |—0. Tocka a je 11m1ta,zap0red;ja ag, ag, as,... VvV kom-
ponentah pomeni to, da zaporedja komponent vektorjev aj, az, as, . .. ]imitirajo
proti komponentam vektorja a.
Naj bodo ay, az, ..., as dani vektorji iz R, Za vsako izbiro realnih Stevil
C1, €2y 4. -y Cs je“
cira;1 - coas + ...+ Csag (1)

vektor iz R, Ta vektor je 0, &e so vsa Stevila cz, ¢z, ..., s enaka 0. Vektorji
ai, as, ..., as; so linsarno neodvisni, ¢e je vektor (1) od ni¢ razli¢en vektor, kakor
hitro ni v::.ak ¢ enak 0. Ce pa je mogoce v (1) dobiti vektor nic tudi tako, da
niso vsa $tevila cy,..., ¢s enaka ni¢, so vektorji ay, az,.., as; linearno odvisni.
Hitro se vidi, da v prostoru R, Stevilo linearno ne-o-dvisnih vektorjev ne more
presegati n in da je $e na najrazli¢nejSe nadine mogoce dobiti po n vektorjev,
ki so linearno neodvisni. Preprost zgled n linearno neodvisnih vektorjev v Ry
imamo v vektorjih
e = [1,0,0,..+10)

e: = (0,1,0,...,0)
................. (2)
€n = (00,954 1)

Zdaj e moremo povedati, kaj je mreZa. Imejmo v R, n linearno ne-
odvisnih vektorjev ay, as, ..., a, Vse totke x prostora Ry, ki jih dobimo, ko se
v izrazu -

X == ¢ja; T+ c2a 1 ... T crpay

spreminjajo ci, ¢2,..., ¢, na vse mozne natine po celih §tevilih, sestavljajo
v R, mre’o A z bazo ay, as,. .., &, - - |
Omenimo nekaj zgledov! Na obe strani brezkrajen niz to¢k na premici,
ki si slede v enakih razdaljah, je mreza v R;. Ce vzamemo v ravnini druzino
ekvidistantnih premic in jo sekamo z drugo druzino ekvidistantnih premic,
tvorijo dobljena presedi§¢a mreio v ravnini Rz V trodimenzionalnem prostoru
Rg sestavljajo neko mrezo vse tocke, katerih koordinate so cela stevila. -
Komponente baznih vektorjev dolo¢ajo determinanto det (ay, ag, .., ax), ki
je zaradi linearne neodvisnosti baznih vektorjev razliéna od 0. Njena absolutna
vrednost se imenuje determinanta mreZe, Ce oznadimo determinanto mreze A
z d (4), je torej -
| d (4) = |det (ay, . .., an) | (3)

Za mrezo z bazo (2) je npr. d (4) = 1.

Geometri¢no gledano je v ravnini Rz determinanta mreZe ploS¢ina para-
lelograma, ki ga tvorita bazna vektorja. Podobne je d(4) v R, volumen
n-dimenzionalnega paralelepipeda, napetega na bazne vektorje.

2



V zvezi z determinanto mreZe naj povemo $e tole: MreZa je mnozica tock,
doloena na opisani nacin z osnovnimi tot¢kami, ki so dane v bazi. Toda ista
mreza ima razliéne baze, ki jo generirajo. Tako npr. ustvarja mrezo tock
v ravnini, katerih koordinate so cela Stevila, baza a; = (1, 0), az = (0, 1), pa tudi
baza b1 = (1,0), b2 = (1, 1). Ni pa teiko ugotoviti, da so absolutne vrednosti
determinant vseh baz iste mreZe enake. Determingnta mreZe je torej neodvisna
od tega, s katero bazo smo mreZo opisali.

- 2. Naj bo zdaj 4 dolo¢ena mreza v prostoru Ry, S pa kaka mnoZica toék
iz istega prostora! Kak$na mora biti mnoZica S, da ima skupne tocke z mreZo A?
To je poenostavljeno orisano vpraSanje, ki se v geometriji Stevil srecuje pod
najrazliénej$imi oblikami. Seveda ne is€emo kriterijev, ki bi wveljali za vsa-
kr$no mnozico S. Saj so mnozice toC¢k prostora R, tako raznovrstne, da taksnega
sploSnega kriterija pac ni. Po drugi strani pa vidimo, da imajo npr. krogi v Rg
z. mrezo skupne totke, ¢e so zadosti veliki v prinieri s plo$éino paralelograma
na baznih vektorjih, tj. v primeri z mrezno determinanto. Ta odgovor se da
precizirati in strogo utemeljiti tudi za splosen primer. O tem je govor v na-
daljevanju tega razdelka.

Vzemimo, da je mnoZica S iz R, taksna, da ima volumen (mero)! Ker to
ne drzi za vsako mnozico tock, smo s to zahtevo izbiro mnoZice S zelo omejili.
Volumen V (S) mnozice tock S je pozitivno Stevilo ali oo, ¢e dopuséamo tudi
mnozice, katerih volumen ni koncéen. Neko zvezo med tockami mnoZice in
mreze na eni strani in volumnom mnozice ter mreZzno determinanto na drugi
strani odkriva naslednji Blichfeldtov izrek:

Naj bo m naravno Stevilo, d (A4) determinanta mrezZe A in volumen mnoZice
tock S vecji od md (4)

V (S)>md (4) (4)

V. mnozici S je tedaj m + 1 razlicnih tolk Xi,...,Xm:1, katerih vse razlike
X; — X; 0 v mrezi A.

O resni¢nosti Blichfeldtovega izreka za prostor Rp se hitro prepri¢amo.
Ce sta namreé aj, ag bazna vektorja mreze 4, je plosdina paralelograma na teh
vektorjih d (4), eno njegovo oglisS¢e, pa je v izhodis¢u koordinatnega sistema.
Stejmo k paralelogramu vse notranje toc¢ke, izhodis¢e in Se todke na obeh
stranicah iz izhodiS¢a razen krajis¢; ploS¢ina paralelograma se s tem ne
spremeni. Imenujmo ta paralelogram osnovni! MreZa A razdeli ravnino Rs na
paralelograme, ki so osnovnemu paralelogramu kongruentni in se nikjer ne
prekrivajo. Po teh paralelogramih je tudi mnozica S razkosana. Vsak para-
lelogram, ki vsebuje kaj tock mnozice S, premaknimo zdaj vzporedno tako, da
pokrije osnovni paralelogram! Vso mnozZico S imamo s tem zbrano v osnovnem
paralelogramu; seveda se kosi mnozice S, ki-so bili prej narazen, zdaj deloma
prekrivajo. Trdimo, da je vsaj ena tofka v, iz osnovnega paralelograma, ki jo
pokriva m + 1 kosov mnozice S. Ce to ne bi bilo res, bi kosi mnoZice S
kveCjemu m-krat pokrili vsako tocko - osnovnega paralelograma in bi zato
plos¢ina mnozice S bila kve¢jemu enaka md (4). To pa je v nasprotju s pred-
postavko V (S) > md (4).

Naj bodo ug, vz, ..., n+1 vektorji do spodnjih levih oglisé¢ tistih paralelo-
gramov, v katerih so pred premikom kosi mnozice S, ki pokrijejo po premiku
tocko ve. Jasno je, da so ti vektorji vsi iz mreZe A in razli¢ni. Tocke

X1 ==Vo T W, X2 ==V T Ug v.., Xjp 11 = Vo T Uy 1 (9)
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50 iz mnoZice S. Ker so ui,. .., Up+1 razliéni vektorji iz mreze 4, dobimo iz (5),
da je za indekse i,j leZeCe med 1 in m = 1

Xi—Xj=u;—u; €4

S tem pa je Blichfeldtov izrek za Rp dokazan. Za prostor R, poteka dokaz
Cisto enako.

Povrnimo se k pogoju (4)! Ali ostane izrek %e v veljavi, ako namesto
veéje postavimo enacaj? Ako vzamemo za S osnovni paralelogram, Ze vidimo,
da izrek veé¢ ne drzi. V tem primeru je namre¢ V (S) = d (4), toda za nobeni
razliéni tocki xi, x» iz osnovnega paralelograma ni vektor xj-— Xz iz mreZe A.
Moremo pa izrek ohraniti, ¢e zahtevamo, da je mnoZica S kompaktna. Naj
spomnimo, da je mnozica S kompaktna, ¢e vsako zaporedje vektorjev iz S
vsebuje konvergentno podzaporedje z limito v S. Mozno je dokazati, da je
v prostoru R, mnozica S kompaktna natanko tedaj, kadar je omejena in zaprta;:
torej, ¢e dolZine vektorjev iz S ne preseZejo nekega fiksnega Stevila in Ce ima
vsako konvergentno zaporedje vektorjev iz S za limito vektor, ki je v S. Blich-
feldt je namreé¢ dopolnil gori omenjeni izrek z naslednjim dostavkom:

Ce je m naravno $tevilo, d (4) determinanta mreZe A in velja za volumen
kompaktne mnozZice S
V (S) = md (4) (6)

je v Sm + 1 takih razli¢nih toék xi,...,Xmi1, da je vsaka od njihovih razlik
X; — X; vsebovana v mreZi A.

V dokazu vzemimo zaradi enostavnosti m = 1. Naj bo &1, &, &, ... mono-
tono padajote zaporedje pozitivnih &tevil z limito 0. Dalje naj pomeni
Sr = (1 + &) S mnozico vseh z 1 + & pomnoZenih vektorjev oz. tock iz §. Ker
je zaradi kompaktnosti mnozica S omejena, je volumen V (S) koncéno Stevilo.
Ce je mnozica S iz prostora R,, je volumen V (S,) mnozice S, v takile zvezi
z volumnom V (S) mnoZice S

V(S)=0+&)"V(S)>V(S) =d(4)

Pri tem smo upostevali pogoj V (S) = d (4). Po ze dokazanem izreku sta v S;
gotovo taksni tocki

Xir, X2r (7)

da je njuna razlika v 4; torej
Ur = Xgr—Xgr €4 (8)
Ko naradta indeks r = 1,2, 3, ... proti oo, dobimo iz (7) zaporedji (x1;) in (x2,).

Obe sta omejeni, saj so njuni c¢leni iz omejenih mnozic Sy, ki so vse obseZene
v omejeni mnozici Si. Zato obstaja v zaporedju (x1,) konvergentno podzaporedje
(x15) z limito x1. Prav tako se da iz omejenega podzaporedja (Xg2;) dobiti kon-
vergentno podzaporedje (xg), njegova limita je npr. xp. Vsak vektor iz S; je
enak produktu Stevila 1 + & z nekim vektorjem iz S. Ker gredo pri t —oo Ste-
vila & —0, se v vsaki okolici vektorjev xy; in x9; nahajajo vektorji iz S, ¢e je
le t dovolj velik. Tocki x4, xo" sta zato tudi limiti zaporedij to¢k iz S. Ker pa
je S zaprta mnoZica, vsebuje x;” in x2'.
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Ce upoétevamo izraZavo (8), lahko pi%emo
X =% =limug, t—>0 (9)

Iz (8) sklepamo, da je vsak vektor u: iz mreZe 4. MreZa A pa sestoji iz samih
izoliranih tock, tj. vsaka toc¢ka u iz mreZe ima taksno okolico, v kateri razen
u ni nobene druge tocke iz mreZe. Zaradi tega je zaporedije tod¢k iz mreZe
konvergentno le takrat, kadar se od nekega indeksa naprej kot ¢len zaporedja
ponavlja vedno ista toc¢ka mreZze. Ker je po (9) zaporedje tock u; iz mreze
konvergentno, je to mogoce le tako, da so vsi u; od zadosti poznega indeksa
naprej enaki vektorju w;, €4. Za m = 1 je tako .izrek dokazan. Za m>1 je
dokaz éisto enak.

Blichfeldtova izreka odpirata pot do raznih wvaZnih ugotovitev. Za zgled
izpeljimo znameniti izrek, ki ga navadno imenujejo po Minkowskem. Ponovimo
najprej dve definiciji! MnoZica S to¢k v prostoru R, je simetri¢na, ¢e je za vsak
x iz S tudi tocka —x v S. MnoZica S je konveksna, ¢e je za vsak1 tocki X,y
iz S tudi njuna zveznica vsebovana v S: ¢e je torej x,y €S in 4 realno $tevilo
iz intervala 0 £ 1< 1, je tudi Ax+ (1—2)y€S. ZapiSimo zdaj izrek Min-
kowskega!

Naj bo S simetriéna konveksna mnoZica toék prostora R, z volumnom
V (S) (ki je lahko tudi neskolen), m naravno $tevilo in A mfeza, 2 detevmmanto
d(4). Ce je ., |

V (S) > 2" md (4) (10)

vsebuje mnoZica S vsaj m parov tofk T wuy, * us, ..., + W, ki so vse iz mrede
A, med sabo razli¢ne in razliéne od 6. V primeru, ko je

V (S) = 2" md (A) (11)
izrek Se drZi, e je mnoZica S kompaktna, simetriéna in konveksna.
Pri dokazu izhajamo iz mnoZice S. To mnoZico sestavljajo vse tocke
3 X, pri ¢emer je x iz S, njen volumen je 2"V (S). Iz (10) oz. (11) vidimo, da
izpolnjuje mnoZica S pogoja (4) oz. (6) Blichfeldtovega izreka. V mnoZici
5 S obstaja zato m + 1 razliénih tock

3X1, 5X2,..., 5Xnm'1 (12)

ki $o taksne, da je vsaka razlika po dveh od teh totk v 4

Tl

Xi—zx;€4, 154, i<m+1

Uredimo vektorje (12) takole: Vektor % x; naj bo pred vektorjem %x;, ¢e je
v vektorju 3 (X;— X;) prva od nié razhcna komponenta pozitivna. Demmo da
so v (12) vektorji Ze tako urejeni. Tvorimo vektorje

a; = %Xj-——- %an; jm 1,2,...,m
Iz urejenosti in razli¢nosti vektorjev (12) sledi, da so

iui,i-uﬂi,...,ium



sami razliéni vektorji in nobeden ni nié¢ Takoj tudi vidimo, da so wvsi ti
vektorji v S. Ker je mnoZica S simetri¢na in je x5, 1€ S, je tudi —x, 1€ S.
Zaradi konveksnosti mnozice S iz x;€S8, —xp 1€8S sledi w = 5x; -F
+ % (—xp» 1) € S. Koncéno dobimo iz simetri¢nosti mnozice S §e — u; € S. Tako je
izrek Minkowskega dokazan.

3. PokaZimo nekaj uporab za izrek Minkowskega v teoriji Stevil!

Ce je p prastevilo, ki pusdéa pri delitvi s 4 ostanek 1, je — 1 kvadrat za p.
Kongruenca

=—1(p) oz 22+ 1=0(p) (13)

je zato resljiva, njena korena n, —n sta razlicni celi Stevili. Oglejmo si vse
pare v = (v, vg) celih Stevil, ki ustrezajo kongruenci

v = vy (p) (14)

(ne da bi jih reducirali modulo p). Zaznamujmo mnozico vseh tock v z A!
Kongruenca (13) ostane veljavna, ¢e obe strani mnoZimo s celim Stevilom c.
Ce je torej veé 4, je tudi cv €4. Naj bo v = (v{,v2") kaksna od v razli¢na
reSitev kongruence (14). Potem je

v’ = nvy (p)
in zato
ve T V2 = n(vy T+ ) (P) oz ve— v = n(vi—v1) (D)

Dobljeni kongruenci povesta, da je obenem z v,ved tudi v+ v ed in
v— v’ € 4. Spodaj bomo videli, da sta v 4 dva linearno neodvisna vektorja.
Jasno je tudi, da je od to¢k v krogli IX | <1 edino 0 iz 4. Odtod se da dokazati,
da je mnozZica A vseh reasitev kongruence (14) mreZza v ravnini.

- Z vstavitvijo ugotovimo, da to¢ki v = (1, n), v = (1, n + p) ustrezata kon-
gruenci (14). Mreza, ki jo ta dva vektorja napenjata, ima determinanto

: 1 n |
det (v, V)= | | 4 | =P (15)

Denimo, da sta a,b bazna vektorja mrezie A. Ker sta vektorja v, v iz A4,
obstajajo taka cela Stevila ci, cg, €3, ¢4, da je v=-cia+czb, vV =cza -+ csh.
Od tod sledi enacba

det (v, v’) == det (c1a + ce b, cga + ¢4 b) = (c1 ¢4 —cg c3) det (a, b)

ki jo lahko z upoStevanjem enacCbe (15) in mreZne determinante d (4) zapiSemo
tudi v obliki
p=.lcica—cy C3|d(A)

Faktor pri d (A) je pozitivno celo Stevilo. Zato velja za mrezno determinanto
ocena
d ) =p : (16)

Krozna ploS¢a a2 -+ 122 << 2 p je konveksna, simetri¢cna mnozica v Rz in
ima plosc¢ino 2 p x> 22d (4). Po izreku Minkowskega leZi znotraj ploscée vsaj
ena od 0 razli¢na tocka u = (ui, ug) mreze 4. Za to tocko je torej
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U = nuy (p)
U2 +ur<<2p

in ui, ue nista oba 0. Ce upostevamo, da je n koren kongruence (13), sledi
U2+ ul=ulf(1l +n)= 0 (p)

Stevilo na levi jd torej veckratnik od p in celo pozitivno. Vemo pa Ze, da je
manjse od 2 p. Mora torej biti us® + ug?* = p. Tako smo dokazali, da je vsako
prastevilo oblike 41+ 1 vsota dveh kvadratov celih Stevil. Da izrek za pra-
Stevila oblike 41 + 3 ne velja, kaze Ze primer prastevila 3. Pa¢ pa je moZno
vsako praStevilo zapisati kot vsoto §tirih kvadratov celih Stevil. Tako je npr.
7 =224+ 12 - 12 + 12 in je jasno, da v tem primeru ne moremo izhajati z man;
ko stirimi kvadrati. Dokaz, da §tirje kvadrati zadoS$éajo za izrazavo vsakega
prastevila, je moZno spet nasloniti na izrek Minkowskega. |

Naj bo p poljubno prastevilo! Prepri¢ajmo se najprej, da je vedno mogoce
dobiti nenegativni celi §tevili a, b, manj$i od p/2, ki izpolnjujeta kongruenco

@ +b2+1=0 (p) (17)

Ce je p=2, je a =1, b = 0 tak par. Vzemimo zdaj p > 2! Oglejmo si Stevila
a2, —1— b? (18)

ko se spreminjata @ in b po celih Stevilih 0, 1 itd. ‘vkljurf’:nq do (p—1)/2. Ker
je (p + 1)/2 mozZnosti za a, dobimo (p + 1)/2 vrednosti a2 Te so modulo p vse
razline med sabo. V nasprotnem primeru bi namrec¢ imeli

a* = a'? (p)
in od tod
@?—a?=(—da)(@e+a)=0 (p)

To pa je nemogoce. Ker sta a in ¢’ med 0 in (p — 1)/2 in razli¢na, je 0 <a + a/,
la—a’ | <pin zato ne a— ¢, ne a + &’ ni ve¢kratnik prastevila p. V (18) do-
bimo tudi (p + 1)/2 Stevil 1—b? ki so iz istega razloga vsa razli¢na
modulo p. Po modulu p razpadejo vsa cela Stevila na p razredov; vendar pa
smo videli, da so v (18) dobljena Stevila a® v razli¢nih razredih, prav tako pa
nobeni stevili —1—0b2 iz (18) nista v istem razredu. Ker je v (18) p -+ 1
Stevil, morata vsaj dve od njih pasti v isti razred. Ker dve stevili a* iz (18)
nikdar nista v istem razredu in prav tako dve razli¢ni Stevili — 1 — b2 iz (18)
nikdar ne padeta v isti razred, mora od obeh Stevil, ki padeta v isti razred,
biti eno a? in drugo — 1 — b2, Za i dve §tevili je a2 = —1—02(p) in z njima
je torej izpolnjena kongruenca (17).
Tvorimo zdaj s steviloma a, b, ki ustrezata kongruenci (17), sistem

uy = aus -+ bug  (p) s
Uz = bus—aus (p) o)

Zaznamujmo z A mnozico vseh celostevilénih reSitev u = (uy, us, us, u4) sistema
(19)! S podobnim premislekom kot prej se prepricamo, da je 4 mreZza. Preizkus
pokaze, da tocke



Vi = ((1, b, 1, 0)

ve = (b, —a, 0, 1)
va= (¢ 1+ p, b, 1, 0)
vys = (a,b 1+ p,1,0)

ustrezajo sistemu (19). Kratek radun pokaZe, da je det (vi, Vg, V3, V) = p2, Ce
izrazimo vektorje vy, Ve, Vs, V4 Z bazo mreze 4, ugotovimo, da je

d (4) < p? | (20)

Vzemimo zdaj Stiridimenzionalno kroglo
S:xiF T+ a2+ 220 (21)
Z integriranjem najdemo njen volumen V (S) = 2 n® p*. UpoStevaje oceno (20)

lahko piSemo
V(S) =27a%p* > 2%d (4)

Izrek Minkowskega takoj pove, da je v krogli (21) od 0 razliéna totka u =
= (U1, U, Us, U4) iz mreze A, torej je

0<wu2+ u+ug2+u2<<2p

Ker je totka u iz mreZe A, izpolnjuje sistem (19). Ce vnesemo za uy, us izraZavo
(19) in upostevamo, da izpolnjuieta a, b kongruenco (17), dobimo

U2 + ug? T ug? +ul=(a®+ b2+ 1) (ug® + u) =0 (p)

Iz te kongruence vidimo, da je Stevilo na levi veckratnik prastevila p, prej
smo pa Ze nasli, da leZi med 0 in 2 p. Zato je

U1® + u? + ug® T+ U =p

Nasli smo §tiri cela §tevila, ki dajo po kvadriranju in seStetju prastevilo p.
Ker je prastevilo p Se ¢isto poljubno, smo tako ugotovili: vsako prastevilo se
izraZza kot vsota §tirih kvadratov celih §tevil. Kot je znano, velja taksna izrazava
za vsako naravno Stevilo in ne samo za prastevila. Z majhno modifikcijo gor-
njega dokaza se da izpeljati tudi ta trditev.

Oglejmo si $e en primer uporabe izreka Minkowskega. Naj bo dan sistem
neenacb ; i '1“@
A1 X1 T A12 X2 T ... T Qin Lp | < €1

| o1 X1 T~ A2 02 T ... -t Qon Lp < Co
........................ (22)

pri ¢emer so vsi ai; znana realna Stevila, vsi ¢; znana pozitivna realna Stevila
in n naravno Stevilo. Jasno je, da ta sistem resitve ima. Toda ali ima kaksno
netrivialno celosteviléno reSitev? Torej takSno resitev, da so xy, X9, ..., 2, cela
Stevila in ne vsa nic¢?
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Toc¢ke prostora R, katerih koordinate so cela sStevila, sestavljajo v R,
mrezo z determinanto 1. Zaznamujmo z § mnoZico tock, ki ustrezajo sistemu
(22)! Gornje vprasanje se zdaj glasi, ali imata izbrana mreZa in mnozica S
kaksno skupno toc¢ko, ki ni 0. Neko sodilo o tem vsebuje izrek Minkowskega,
toda le za simetriéne konveksne in dovolj obsezne mnozZice. Ugotoviti moramo,
ali ima mnozica S te lastnosti.

Ce totka x = (x1,..., Tn) ustreza sistemu (22), je jasno, da mu ustreza
tudi toka —x = (— 1, ...,— Xy). Torej je S simetricna mnoZica. Naj bo Se
y = (Y1, Y2, . . ., Yn) Kaksna reSitev za (22), 1 realno stevilomed 0inlinz =1x -
+ (1 — 1) y. Ce vstavimo koordinate to¢ke z v levo stran prve neenadbe (22) in
uposStevamo, da x in y izpolnita sistem, dobimo

iag121t ...tz | <2
~+ (1—/1)[&11'9‘1'1‘... +a1ﬁyﬂl<ﬁ.cl +(1—1)c1 = ¢

a-j_lx]_—]_..._‘_a-]_?gxﬂl_l_

Torej tudi to¢ka z ustreza prvi neenacbi sistema. Na enak nadin se prepri¢amo,
da izpolni todka z tudi ostale neenacbe iz (22). Tako smo dognali, da je S
konveksna mnoZzica.

Poiséimo z integriranjem 8Se volumen mnozice S. Vpeljimo nove spre-
menljivke

llllllllllllllllll

Ako je tukaj determinanta koeficientov det (a;;) &= 0, je absolutna Jacobijeva
determinanta enaka ]det (a:;) ~1; integrirati pa je treba na u; od —e¢; do ¢y,
na us od — s do ¢2 itd. Dobimo

V(S)=(§...5|det(ay) |t dusdug...du, = 2" |det (as) [tcice...cCn
Po izreku Minkowskega ima sistem (22) prav gotovo vsaj eno netrivialno celo-
steviléno resSitev, kadar je
V (S5) = 2% ‘ det (a) |7t er...cp > 27 (23)
Na desni smo upostevali, da je d(4) = 1. Pogoj (23) lahko zapiSemo tudi

v obliki
: Ci...Cqh > det (i) | (24)

Ako je det (a;;) = 0, je V (S) = o0 in spet obstajajo po izreku Minkowskega
netrivialne celoStevilne resitve sistema. Od&itno je pogoj (24) tudi zdaj izpolnjen.
Prisli smo do zakljucka: ce je

c1...cn>|dﬁt(a5;)]

ima. sistem neenacb (22) netrivialno celo$teviléno refitev.
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/ANALOGNO RACUNANJE

J. PAHOR,
Nuklearni institut Jozef Stefam

Pri analognem ra¢unanju so matemati¢ne funkcije predstavljene z elektrié-
nimi napetostmi, ki so tem funkcijam sorazmerne. Napetosti nastopajo v vezjih,
ki so sestavljena tako, da veljajo med posameznimi napetostmi analogne rela-
cije kot med matemati¢nimi funkcijami. Tedaj pomeni registracija ¢asovnega
poteka napetosti med dolofeno to¢ko vezja in med zemljo isto kot reditev
pripadajofega matemati¢nega problema. Tako na primer lahko dobimo regitev
preproste diferencialne enadbe x = — x/t z registracijo napetosti U na kon-
denzatorju C, ki se prazni skozi upor R, ée je konstanta v enaka produktu RC.

Za resevanje bolj zahtevnih nalog analognega elektritnega vezja ponavadi
ne moremo uganiti. Zato je umestno, de se seznanimo z osnovnimi rad¢unskimi
operacijami v analogni tehniki.

Analogno sesStevanje in odS$tevanje

Dve napetosti se lahko:preprosto seStevata le tedaj, ¢e vsaj ena od njiju ni
ozemljena. Vsoto napetosti U (f) in V (t) dobimo med zemljo in sponko 3 (sl. 1),

1 o3
%2 %)I.
Sl. 1. SeS§tevanje napetosti U in V
ko zveZemo sponki 1 in 4, razliko napetosti U (t) — V (t) pa dobimo med zemljo
in sponko 4 pri spoju sponk 1 in 3.

Ponavadi so napetosti, ki naj se seStevajo, Ze enostransko ozemljene. Teda]
uporabimo vezje, ki se§teva tokove (sl. 2). Napetost U (t) Zene tok Iy skozi

Sl. 2. Sestevanje ozemljenih napetosti U in V
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zaporedna upora R in 2 R, v zemljo. Upor 2 R, je mnogo manjsi od upora R,
tako da je napetost tofke T proti zemlji neznatna. Isto velja za vejo, kjer
poganja napetost V (t) tok Iy. Ko zveZemo toc¢ki T in T, med katerima je le
majhna napetostna razlika, tefe prek spoja zanemarljiv tok in se toka Iy in Iy
praktiéno ne spremenita. Ce nadomestimo paralelno spojena upora z nadomest-
nim uporom R,, lahko zapiSemo napetost spojne tocke proti zemlji pri pred-
postavki, da je Ry <€ R kot Ur = (Iy + Iyr) R = (Ro/R) (U + V). Napetost tocke T
proti zemlji je torej sorazmerna vsoti obeh napetosti U in V. Majhen izhodni
signal U7 je zaZeleno ojacditi za faktor oslabitve Ro/R, tako da je izhodna na-
petost kar vsota obeh vhodnih napetosti.

Z uporabo oja¢evalnika pa se zelo razSirijo moznosti analognega radunania,
saj je mogoce obravnavati poleg seStevanja in odstevanja podobno tudi odva-
janje in integriranje elektriénih napetosti.

Uporabili bomo vezje, kjer se vhodni signal vodi na ojacevalnik prek
upora R;, del ojatenega signala pa se prek upora v povratni zanki vraca naza]
na vhod (sl. 3). Ojadevalnik naj ima veliko ojacenje (A >10°) v Sirokem ire-

R

U'. i‘*——{:]‘_“Riu ‘:*‘: >'Liui - "R'If' Uu
S R
A =

Sl 3. Mnozilnik s konstantnim faktorjem —R//R;

kvenénem obmoé&ju (0 £ w < 10% Hz), pri ozemljenem vhodu naj bo tudi izhod
na istem potencialu in pri ojacenju naj se spremeni predznak vhodnemu
signalu! Tak ojadevalnik imenujemo operacijski ojacevalnik. |

Poglejmo, kolikSna je izhodna napetost celotnega vezja U, pri dani vhodni
napetosti U;! Napetost na vhodu ojadevalnika je oditno —A-krat manjsa od
izhodne, torej —U,/A Ce ima ojacevalnik dovolj visoko vhodno upornost, van]
ne tede tok. Tedaj je tok skozi upor R;, ki ga poganja napetost U;— (Uo/A),
enak toku skozi upor Ry, ki ga poganja napetost — (U,/A) —

(1/R) (U@- Z") = — (1/Ry) (yj- + Uo) (1)

Od tod dobimo za izhodno napetost U,

U, = — (Ri/R) - U,
1 4+ (1/4) [(Ri/R) + 1]

o,
D
o

Pri velikem ojacenju (A —>o0) se enacba (2) poenostavi v

U, =— (R/R:) U; (3)

tako da je odvisen izhodni signal samo od razmerja upornosti Ry v povratni
zanki in upornosti R; na vhodu.

V posebnem primeru, ko je R; = i, ta enota signalov ne ojatuje, ampak
jim le zamenja predznak. Takemu vezju pravimo inverter.
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Iz enacbe (2) lahko ocenimo, kako veliko mora biti ojalenje A, da je
uporaba poenostavljene enatbe (3) namesto enac¢be (2) upravicena. Obe enacbi
se razlikujeta poljubno malo, ¢e je (1/4) [(R/Ry) + 1] <€ 1. Iz tega pogoja pa
sledi Ri/R; € A. Tako na primer lahko doseZemo z ojadevalnikom, ki ojacuje
tisotkrat, kvedjemu desetkratno ojafenje vhodnega signala, ¢e naj velja enacba
(3) na procent natan¢no. Za enako dober inverter pa zadoSCa ojacenje 102

Nadalje pojasnjuje enacba (2), zakaj je potreben ojacevalnik, ki spre-
minja predznak signala. Ce bi imeli ojadevalnik s pozitivnim ojacevalnim
faktorjem, bi zvezo med vhodno in izhodno napetostjo popisala enacba (2)
z A-jem nasprotnega znaka. Ker raste izhodni signal prek vseh meja, kadar je
(Ri/R;) + 1 = A, namesto da bi ostal sorazmeren vhodu, enota ni wuporabna.
Nekontrolirano velikemu izhodu pa se ni mogoce izogniti, saj ojacenje vsakega
ojacevalnika, ki je normalno mnogo vedje od razmerja R;/R;, pade pri zelo
visckih frekvencah.

Z, opisanim vezjem lahko seitevamo dve enostransko ozemljeni napetosti
U in V, &e ju prikljuéimo prek dveh uporov R; in Rg na vhod operacijskega
ojadevalnika, ki ima v povratni zanki upor R; (sl. 4). Izhodno napetost spet

R,
R -
) o0———
Ro J—D—AL-(-& U+—R-*V)
Yo—(3— R4 Ry

Sl. 4. Linearna kombinacija napetosti U in V

izratunamo pri predpostavki, da odtekata oba vhodna toka skozi upor v povratni
zanki in da imamo ojaCevalnik z zelo velikim ojacenjem, tako da je napetost
med vhodom in zemljo prakti¢no ni¢. Iz o¢ividne zveze

U/R1 + V/Ro = — Uo/Rf (4)

dobimo izhodno napetost kot
U, = —[(Rt/R;)) U -+ (R#/Rp) V] (5)

Z opisanim vezjem lahko torej s poljubno natancénostjo tvorimo linearno kom-
binacijo dveh funkcij s pozitivnima koeficientoma, ki sta dosti manjSa od
ojatevalnega faktorjay A. Kadar so vsi upori med seboj enaki, je izhodna na-
petost vsota obeh vhodnih napetosti. SeStevanje razSirimo na poljubno Stevilo
sumandov, ¢e dodajamo upore, po katerih vodimo posamezne signale na vhod
ojacevalnika.

Razliko dveh funkcij U in V dobimo, ¢e priklju¢imo napetost U naravnost
na enega od vhodov sumatorja, funkcijo V pa prek inverterja, da ji spremeni
predznak (sl. 5).

SL 5. Linearna kombinacija funkcij U in V s koeficientoma razlicnih predznakov
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