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VAOSNOVNI POJMI GEOMETRIJE ŠTEVIL
JOŽE GRASSELLI")

1. Znani matematik Herman Minkowski (1864—1909) je odkril, da se dajo

iz precej očitnih lastnosti primernih geometričnih figur izpeljati razne za teorijo

števil važne ugotovitve. Figure, ki se pri tem uporabljajo, so preproste množice

točk v n-dimenzionalnem evklidičnem prostoru. V glavnem gre ža konveksne

množice in za nekatere njihove posplošitve. Matematično panogo, ki tako

z geometričnimi pripomočki prihaja do številskoteoretičnih izsledkov, je Min-

kowski, imenoval geometrijo števil. Pozneje je dobil ta termin nekoliko širšo

vsebino. Danes pomeni geometrija števil predvsem študij konveksnih in sorodnih

množic glede na mreže v prostoru. Izsledki geometrije števil najdejo uporabo

v teoriji števil, v raznih drugih vejah matematike, v kristalografiji itd.

Podlaga vsej gecmetriji števil je pojem mreže. Za opis mreže si prikličimo

v spomin nekaj lastnosti n-dimenzionalnega realnega evklidičnega prostora R,.

Kot je znano, je prostor R, posplošitev evklidičnega prostora treh dimenzij

R3. Točke prostora R,, so n-torice realnih števil, prav tako so s takimi n-toricami

podani vektorji iz R,. Vsak vektor a € R, se torej zapiše v obliki

a = (di, 08, . . ., dx)

pri čemer so realna števila ai, a» ..., dx komponente vektorja a. Vektor, ki ima

vse komponente nič, je vektor nič, v znakih 0. Vektorja sta enaka natančno

tedaj, če se ujemata v vsaki od komponent. Produkt vektorja a z realnim šte-

vilom c je vektor ca, njegove komponente so s c pomnožene komponente vek-

torja a. Torej je

ca = (ca, cag,..., ca,)

Vsota dveh vektorjev je vektor, ki ima za komponente vsote komponent obeh

vektorjev. Če je

b = (bi, ba, ... bn)

je vsota a + b vektor

a + b= (ai + bi, ag + ba,..., du + ba)

Če opredelimo razliko vektorjev a, b na način

a—b=a+(—1).b

je to vektor, katerega komponente so razlike komponent vektorjev a in b.

Skalarni produkt a. b je realno število, ki je prirejeno paru vektorjev a,b € R,

s predpisom |

a.h< a bi Ta ba +... -a,b,

Za dolžino vektorja a pišemo |a| in je

la,— (a.a)4



Ni se težko prepričati, da se navedene operacije v lastnostih prav nič ne ločijo

od ustreznih operacij v Rs. Tudi v R, velja npr. komutativnost in asociativnost

vsote, komutativnost skalarnega produkta itd. Kakor v Rs je tudi v R, razdalja

med točkama a, b dana z dolžino vektorja a—b, tj. s številom |a —b|. Ko je

opredeljena razdalja, -je takoj mogoče vpeljati razne pojme, ki so v zvezi

z bližino točk oz. vektorjev v R,. Tako npr. pravimo, da konvergira zaporedje

vektorjev aj, az, as,... proti vektorju a, če so vsi vektorji iz zaporedja od dovolj

poznega naprej poljubno blizu vektorja a; torej tedaj, če pri n-oo stremi

zaporedje števil |a —a, |>O. Točka a je limita zaporedja aj, as, as,... V kom-

ponentah pomeni to, da zaporedja komponent vektorjev aj, az,a3,... limitirajo

proti komponentam vektorja a.

Naj bodo aj, a2,..., as dani vektorji iz Ra. Za vsako izbiro realnih števil

Či, C2,..., Cs je
Cjaj + caaza +... csas (1)

vektor iz R,. Ta vektor je 0, če so vsa števila; Cy, c2,..., Cs enaka 0. Vektorji

aj, as,..., as so linearno neodvisni, če je vektor (1) od nič različen vektor, kakor

hitro ni vsak c enak 0. Če pa je mogoče v (1) dobiti vektor nič tudi tako, da

niso vsa števila ci,...,cs enaka nič, so vektorji a;,az,.., as linearno odvisni.

Hitro se vidi, da v prostoru R, število linearno neodvisnih vektorjev ne more

presegati m in da je še na najrazličnejše načine mogoče dobiti po m vektorjev,

ki so linearno neodvisni. Preprost zgled n linearno neodvisnih vektorjev v R,

imamo v vektorjih

ei <(1,0,0,...,0)

ee — (0,1,0,.:..,0)

olja za zani (2)

e, = (0,0,0,...,1)

Zdaj že moremo povedati, kaj je mreža. Imejmo v R, m linearno ne-

odvisnih vektorjev a;,az,..., a,. Vse točke x prostora Ra, ki jih dobimo, ko se

v izrazu belci

x = cya; + lCoaz +... + ca Ba

spreminjajo Ci,C,...,Ca na vse možne načine po celih številih, sestavljajo

v R, mrežo A z bazo aj,a2,..., An. |

Omenimo nekaj zgledov! Na obe strani brezkrajen niz točk na premici,

ki si slede v enakih razdaljah, je mreža v R;. Če vzamemo v ravnini družino

ekvidistantnih premic: in jo sekamo z drugo družino ekvidistantnih premic,

tvorijo dobljena presečišča mrežo v ravnini Ra. V trodimenzionalnem prostoru

Rs sestavljajo neko mrežo vse točke, katerih koordinate so cela števila. |

Komponente baznih vektorjev določajo determinanto det (aj, as, . ., a»), ki

je zaradi linearne neodvisnosti baznih vektorjev različna od 0. Njena absolutna

vrednost se imenuje determinanta: mreže, Če označimo determinanto mreže A

z d (A), je torej Ni

d (4) — | det (a1,...,a,) | (3)

Za mrežo z bazo (2) je npr. d(4) = 1.

Geometrično gledano je v ravnini Ra determinanta mreže ploščina para-

lelograma, ki ga tvorita bazna vektorja. Podobno je d(4) v R, volumen

n-dimenzionalnega paralelepipeda, napetega na bazne vektorje.
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V zvezi z determinanto mreže naj povemo še tole: Mreža je množica točk,

določena na opisani način z osnovnimi točkami, ki sa dane v bazi. Toda ista

mreža ima različne baze, ki jo generirajo. Tako npr. ustvarja mrežo točk

v ravnini, katerih koordinate so cela števila, baza a; = (1,0), az = (0, 1), pa tudi

baza bi = (1,0), ba< (1,1). Ni pa težko ugotoviti, da so absolutne vrednosti

determinant vseh baz iste mreže enake. Determinanta mreže je torej neodvisna

od tega, s katero bazo smo mrežo opisali.

2. Naj bo zdaj A določena mreža v prostoru R,, S pa kaka množica točk

iz istega prostora! Kakšna mora biti množica S, da ima skupne točke z mrežo A?

To je poenostavljeno orisano vprašanje, ki se v geometriji števil srečuje pod

najrazličnejšimi oblikami. Seveda ne iščemo kriterijev, ki bi veljali za vsa-

kršno množico S. Saj so množice točk prostora R, tako raznovrstne, da takšnega

splošnega kriterija pač ni. Po drugi strani pa vidimo, da imajo npr. krogi v Ra

z mrežo skupne točke, če so zadosti veliki v primeri s ploščino paralelograma

na baznih vektorjih, tj. v primeri z mrežno determinanto. Ta odgovor se da

precizirati in strogo utemeljiti tudi za splošen primer. O tem je govor v: na-

daljevanju tega razdelka.

Vzemimo, da je množica S iz R, takšna, da ima volumen (mero)! Ker to

ne drži za vsako množico točk, smo s to zahtevo izbiro množice S zelo omejili.

Volumen V (S) množice točk S je pozitivno število ali oo, če dopuščamo tudi

množice, katerih volumen ni končen. Neko zvezo med točkami množice in

mreže na eni strani in volumnom množice ter mrežno determinanto na drugi

strani odkriva naslednji Blichfeldtov izrek:

Naj bo m naravno število, d (A) determinanta mreže A in volumen. množice

točk S večji od md (A)

V (S) >md (4. 4)

V množici S je tedaj m + 1 različnih točk xi,...,Xmi1, katerih vse razlike

Xi — xj so v mreži A.

O resničnosti Blichfeldtovega izreka za prostor Rz se hitro prepričamo.

Če sta namreč aj, az bazna vektorja mreže A, je ploščina paralelograma na teh

vektorjih d (4), eno njegovo oglišče, pa je v izhodišču koordinatnega sistema.

Štejmo k paralelogramu vse notranje točke, izhodišče in še točke na obeh
stranicah iz izhodišča razen krajišč; ploščina paralelograma se s tem ne

spremeni. Imenujmo ta paralelogram osnovni! Mreža A razdeli ravnino Ra na

paralelograme, ki so osnovnemu paralelogramu kongruentni in se nikjer ne

prekrivajo. Po teh paralelogramih je tudi množica S razkosana. Vsak para-

lelogram, ki vsebuje kaj točk množice S, premaknimo zdaj vzporedno tako, da

pokrije osnovni paralelogram! Vso množico S imamo s tem zbrano v osnovnem

paralelogramu; seveda se kosi množice S, ki-so bili prej narazen, zdaj deloma

prekrivajo. Trdimo, da je vsaj ena točka v, iz osnovnega paralelograma, ki jo

pokriva m - 1 kosov množice S. Če to ne bi bilo res, bi kosi množice S

kvečjemu m-krat pokrili vsako točko osnovnega paralelograma im bi zato

ploščina množice S bila kvečjemu enaka md (4). To pa je v nasprotju s pred-

postavko V (S) > md (4).

Naj bodo u;,u2,...,it,41 vektorji do spodnjih levih oglišč tistih paralelo-

gramov, v katerih so pred premikom kosi množice S, ki pokrijejo po premiku

točko ve. Jasno je, da so ti vektorji vsi iz mreže A in različni. Točke

Xi = Vo + U;j, Xa = Vo T Ug,..., XmiH1 = Vo + Um 1 (5)
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so iz množice S. Ker so ui,..., Umri različni vektorji iz mreže A, dobimo iz (5),

da je za indekse i,j ležeče med 1 in m + 1

Xj— X; = U;j—Uuj; € 4

S tem pa je Blichfeldtov izrek za R7 dokazan. Za prostor R, poteka dokaz

čisto enako,

Povrnimo se k pogoju (4)! Ali ostane izrek še v veljavi, ako namesto

večje postavimo enačaj? Ako vzamemo za S osnovni paralelogram, že vidimo,

da izrek več ne drži. V tem primeru je namreč V (S) = d (A), toda za nobeni

različni točki xi, xz iz osnovnega paralelograma ni vektor x;— xz iz mreže 4.

Moremo pa izrek ohraniti, če zahtevamo, da je množica S kompaktna. Naj

spomnimo, da je množica S kompaktna, če vsako zaporedje vektorjev iz S

vsebuje konvergentno podzaporedje z limito v S. Možno je dokazati, da je

v prostoru R, množica S kompaktna natanko tedaj, kadar je omejena in zaprta;

torej, če dolžine vektorjev iz S ne presežejo nekega fiksnega števila in če ima

vsako konvergentno zaporedje vektorjev iz S za limito vektor, ki je v S. Blich-

feldt je namreč dopolnil gori omenjeni izrek z naslednjim dostavkom:

Če je m naravno število, d (A) determinanta mreže A, in velja za volumen

kompaktne množice S

V (S) < md (A) (6)

je v Sm + 1 takih različnih točk xi,...,xmi,1, da je vsaka od njihovih razlik
x;— x; vsebovana v mreži A.

V dokazu vzemimo zaradi enostavnosti m = 1. Naj bo ai, ea, 68, ... mono-

tono padajoče zaporedje pozitivnih števil z limito 0. Dalje naj pomeni

S, = (1 + +) S množico vseh z 1 + ae, pomnoženih vektorjev oz. točk iz S. Ker

je zaradi kompaktnosti množica S omejena, je volumen V (S) končno število.

Če je množica S iz prostora R,, je volumen V (S,) množice S, v takile zvezi

z volumnom V (S) množice S

V (S)= (1 tan" V(S) > V(S) = d(4)

Pri tem smo upoštevali pogoj V (S) = d(4). Po že dokazanem izreku sta v S,

gotovo takšni točki

Xir, Xor (7)

da je njuna razlika v A; torej

u, = Xir —Xa € A (8)

Ko narašča indeks r = 1,2,3,... proti so, dobimo iz (7) zaporedji (xi) in (x):
Obe sta omejeni, saj so njuni členi iz omejenih množic Sz, ki so vse obsežene

v omejeni množici Si. Zato obstaja v zaporedju (x1r) konvergentno podzaporedje

(xis) z limito xi. Prav tako se da iz omejenega podzaporedja (x2) dobiti kon-

vergentno podzaporedje (x), njegova limita je npr. x. Vsak vektor iz S, je

enak produktu števila 1 - s; z nekim vektorjem iz S. Ker gredo pri t —oo šte-

vila s,—0, se v vsaki okolici vektorjev xi in xa nahajajo vektorji iz S, če je

le t dovolj velik. Točki wi, xe sta zato tudi limiti zaporedij točk iz S. Ker pa

je S zaprta množica, vsebuje xi in xa".
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Če upoštevamo izražavo (8), lahko pišemo

x, —xo' = lim u,, t- oo (9)

Iz (8) sklepamo, da je vsak vektor u, iz mreže 4. Mreža A pa sestoji iz samih

izoliranih točk, tj. vsaka točka u iz mreže ima takšno okolico, v kateri razen

u ni nobene druge točke iz mreže. Zaradi tega je zaporedje točk iz mreže

konvergentno le takrat, kadar se od nekega indeksa naprej kot člen zaporedja

ponavlja vedno ista točka mreže. Ker je po (9) zaporedje točk u, iz mreže

konvergentno, je to mogoče le tako, da so vsi u; od zadosti poznega indeksa

naprej enaki vektorju u € A. Za m <— 1 je tako izrek dokazan. Za m>1 je

dokaz čisto enak.

Blichfeldtova izreka odpirata pot do raznih važnih ugotovitev. Za zgled

izpeljimo znameniti izrek, ki ga navadno imenujejo po Minkowskem. Ponovimo

najprej dve definiciji! Množica S točk v prostoru R, je simetrična, če je za vsak

x iz S tudi točka —x v S. Množica S je konveksna, če je za vsaki točki x,y

iz S tudi njuna zveznica vsebovana v S: če je torej x,y € S in 2 realno število

iz intervala 0 < 2< 11, je tudi 4x +(1—42)y eS. Zapišimo zdaj izrek Min-

kowskega!

Naj bo S simetrična konveksna množica točk prostora R, z volumnom

V (S) (ki je lahko tudi neskočen), m naravno število in A mreža z determinanto

d(A). Če je |

V (S) > 2" md (A) (10)

|

vsebuje množica S vsaj m parov točk + wi, + Ww,..., + u,, ki so vse iz mreže

A, med sabo različne in različne od 0. V primeru, ko je

V (S) = 2" md (4) (11)

izrek še drži, če je množica S kompaktna, simetrična in konveksna.

Pri dokazu izhajamo iz množice 5 S. To množico sestavljajo vse točke

5 x, pri čemer je x iz S, njen volumen je 2— V (S). Iz (10) oz. (11) vidimo, da

izpolnjuje množica $ S pogoja (4) oz. (6) Blichfeldtovega izreka. V množici

4 S obstaja zato m + 1 različnih točk

5x, šxes..., $Xxn'1 (12)

ki so takšne, da je vsaka razlika po dveh od teh točk v A

Ixi—3x; €A, I<i, jsmt 1

Uredimo vektorje (12) takole: Vektor % x; naj bo pred vektorjem šx;, če je

v vektorju 3 (x; —x;) prva od nič različna komponenta pozitivna. Denimo, da

so v (12) vektorji že tako urejeni. Tvorimo vektorje

uysi x; — šxnia; ]=1,9,..,m

Iz urejenosti in različnosti vektorjev (12) sledi, da so

du, Ebw,..., + Un



sami različni vektorji in nobeden ni nič. Takoj tudi vidimo, da so vsi ti

vektorji v S. Ker je množica S simetrična in je x, 1€ S, je tudi — x, 1€ S.

Zaradi konveksnosti množice S iz xj€S, —xny1€S sledi uj= x; +

+ 3(— xn 1) € S. Končno dobimo iz simetričnosti množice S še — u; € S. Tako je

izrek Minkowskega dokazan.

3. Pokažimo nekaj uporab za izrek Minkowskega v teoriji števil!

Če je p praštevilo, ki pušča pri delitvi s 4 ostanek 1, je — 1 kvadrat za p.

Kongruenca

a? z —1(p) oz. a? tl<0(p) (13)|||

je zato rešljiva, njena korena n, — sta različni celi števili. Oglejmo si vse

pare v = (vi, va) celih števil, ki ustrezajo kongruenci

vo < nvi (p) (14)

(ne da bi jih reducirali modulo p). Zaznamujmo množico vseh točk v z A!

Kongruenca (13) ostane veljavna, če obe strani množimo s celim številom c.

Če je torej ve 4, je tudi ev el. Naj bo v = (vi', vz) kakšna od v različna

rešitev kongruence (14). Potem je

va < nv (p)
in zato

Vo + ve se n(vi + vi)(p) oz. va— ve! = n(vi — vi) (p)

Dobljeni kongruenci povesta, da je obenem z.v,v'e A tudi v > veA in

v—v'€ A. Spodaj bomo videli, da sta v A dva linearno neodvisna vektorja.

Jasno je tudi, da je od točk v krogli | x | < 1 edino 0 iz A. Odtod se da dokazati,

da je množica A vseh rešitev kongruence (14) mreža v ravnini.

Z vstavitvijo ugotovimo, da točki v = (1, n), v' = (1,n + p) ustrezata kon-

gruenci (14). Mreža, ki jo ta dva vektorja napenjata, ima determinanto-

1 n

z laj
=D (15)

Denimo, da sta a,b bazna vektorja mreže A. Ker sta vektorja v, v iz A,

obstajajo taka cela števila ci, ca, cs, ca, da je v — cia bt cab, v' — cga -t ab.

Od tod sledi enačba

det (v, v') =- det (ci a ~ cob, cza + ca b) = (ci ca— ca Ca) det (a, b):

ki jo lahko z upoštevanjem enačbe (15) in mrežne determinante d (A) zapišemo

tudi v obliki

p <iccu—cc|d(4)

Faktor pri d(A) je pozitivno celo število. Zato velja za mrežno determinanto

ocena

d(A SP . : (16)

Krožna plošča zi + zo?< 2 p je konveksna, simetrična množica v Ra in

ima ploščino 29 7 > 2?d (A). Po izreku Minkowskega leži znotraj plošče vsaj

ena od 0 različna točka u = (ui, ue) mreže A. Za to točko je torej

6



us = nuj (p)

uji T uo? <2p

in wu, ua nista oba 0. Če upoštevamo, da je m koren kongruence (13), sledi

uji tuš? suw(l tn)s0 (p

Število na levi jd torej večkratnik od p in celo pozitivno. Vemo pa že, da je

manjše od 2 p. Mora torej biti ui? + us? = p. Tako smo dokazali, da je vsako

praštevilo oblike 41+ 1 vsota dveh kvadratov celih števil. Da izrek za pra-

števila oblike 41 + 3 ne velja, kaže že primer praštevila 3. Pač pa je možno

vsako praštevilo zapisati kot vsoto štirih kvadratov celih števil. Tako je npr.

7 = 2? + 1? -t 1? + 1? in je jasno, da v tem primeru ne moremo izhajati z manj

ko štirimi kvadrati. Dokaz, da štirje kvadrati zadoščajo za izražavo vsakega

praštevila, je možno spet nasloniti na izrek Minkowskega. |

Naj bo p poljubno praštevilo! Prepričajmo se najprej, da je vedno mogoče

dobiti nenegativni celi števili a, b, manjši od p/2, ki izpolnjujeta kongruenco

a? + b? + 1 =0 (p) (17)

Če je p = 2, je a = 1; b= 0 tak par. Vzemimo zdaj p > 2! Oglejmo si števila

a?, —1—b? (18)

ko se spreminjata a in b po celih številih 0, 1 itd. vključno do (p—1)/2. Ker
je (p + 1)/2 možnosti za a, dobimo (p + 1)/2 vrednosti a?. Te so modulo p vse

različne med sabo. V nasprotnem primeru bi namreč imeli

z

ad sa" (p)
in od tod

a? — ag? s (a—a)(ata)<0 (p

To pa je nemogoče. Ker sta a in a” med 0 in (p— 1)/2 in različna, je O <a + a,

ia—a|<p in zato nea—', ne a T aq! ni večkratnik praštevila p. V (18) do-

bimo tudi (p 1)/2 števil —1—b?, ki so iz istega razloga vsa različna

modulo p. Po modulu p razpadejo vsa cela števila na p razredov; vendar pa

smo videli, da so v (18) dobljena števila a? v različnih razredih, prav tako pa

nobeni števili — 1—b? iz (18) nista v istem razredu. Ker je v (18) Đ—+1

števil, morata vsaj dve od njih pasti v isti razred, Ker dve števili a? iz (18)

nikdar nista v istem razredu in prav tako dve različni števili — 1 — b? iz (18)
nikdar ne padeta v isti razred, mora od obeh števil, ki padeta v isti razred,

biti eno a? in drugo — 1 — b?ž, Za ti dve števili je a? = — 1 — b?ž (p) in z njima

je torej izpolnjena kongruenca (17).

Tvorimo zdaj s številoma a, b, ki ustrezata kongruenci (17), sistem

uı = aug t bu, (p) 19

ua = buz —au4 (p) m
Zaznamujmo z A množico vseh celoštevilčnih rešitev u — (uu, we, ug, u4) sistema

(19)! S podobnim premislekom kot prej se prepričamo, da je A mreža. Preizkus

pokaže, da točke



vi = (a4,b,1,0)

vo = (b, —a,0, 1)

va= (a + p,b,1,0)

v, = (a,b + p,1,0)

ustrezajo sistemu (19). Kratek račun pokaže, da je det (vi, V», vs, V4) = p?. Če

izrazimo vektorje v;, va, va, va z bazo mreže A, ugotovimo, da je

d (A) S p? | (20)

Vzemimo zdaj štiridimenzionalno kroglo

S: zi + za? + xs? + aač<2p (21)

Z integriranjem najdemo njen volumen V (S) = 2x? p*. Upoštevaje oceno (20)

lahko pišemo

V (S) —< 22? pi) > 21 (4)

Izrek Minkowskega takoj pove, da je v krogli (21) od 0 različna točka u —
= (uti, uo, U3, ua) iz mreže A, torej je

0< ui + ue? + ua? + uš <2p

Ker je točka u iz mreže A, izpolnjuje sistem (19). Če vnesemo za ui, uz izražavo

(19) in upoštevamo, da izpolnjujeta a, b kongruenco (17), dobimo

ug? ug? — ug? + ud? s (a? - bi + 1) (us? + uč) <0 (p)

Iz te kongruence vidimo, da je število na levi večkratnik praštevila p, prej

smo pa že našli, da leži med 0 in 2 p. Zato je

442 + Mo? o us tuže<p

Našli smo štiri cela števila, ki dajo po kvadriranju in seštetju praštevilo p.

Ker je praštevilo p še čisto poljubno, smo tako ugotovili: vsako praštevilo se

izraža kot vsota štirih kvadratov celih števil. Kot je znano, velja takšna izražava

za vsako naravno število in ne samo za praštevila. Z majhno modifikcijo gor-

njega dokaza se da izpeljati tudi ta trditev.

Oglejmo si še en primer uporabe izreka Minkowskega. Naj bo dan sistem

neenačb j BE
| 411 1 b-ajom ib... Oin Xn | CC

| dei 21 F Goa ta NE oko + dan Xn | C Ca

z ae pe me NE (22)

| 4x1 1 F dn aa +... daa Xn| <a

pri čemer so vsi di; znanaj realna števila, vsi ci znana pozitivna realna števila

in n naravno število. Jasno je, da ta sistem rešitve ima. Toda ali ima kakšno

netrivialno celoštevilčno rešitev? Torej takšno rešitev, da so ri, %a,...,x, cela

števila in ne vsa nič?
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Točke prostora R,, katerih koordinate so cela števila, sestavljajo v R,

mrežo z determinanto 1. Zaznamujmo z S množico točk, ki ustrezajo sistemu

(22)! Gornje vprašanje se zdaj glasi, ali imata izbrana mreža in množica S

kakšno skupno točko, ki ni 0. Neko sodilo o tem vsebuje izrek Minkowskega,

toda le za simetrične konveksne in dovolj obsežne množice. Ugotoviti moramo,

ali ima množica S te lastnosti.

Če točka x = (1,..., Zna) ustreza sistemu (22), je jasno, da mu ustreza

tudi točka x = (— 1,..., — %n). Torej je S simetrična množica. Naj bo še

y = (Yi, Y2,..., un) kakšna rešitev za (22), 4 realno število med 0 in in z < 1x +

+ (1 — 1) y. Če vstavimo koordinate točke z v levo stran prve neenačbe (22) in

upoštevamo, da x in y izpolnita sistem, dobimo

lazi bt... b dn žn| S Alarm +... ana]

+(1—42)|du ti F... + an Yn| <} ci + (1—42)ci = ci;

Torej tudi točka z ustreza prvi neenačbi sistema. Na enak način se prepričamo,

da izpolni točka z tudi ostale neenačbe iz (22). Tako smo dognali, da je S

konveksna množica.

Poiščimo z integriranjem še volumen množice S. Vpeljimo nove spre-

menljivke

Ako je tukaj determinanta koeficientov det (a;j)—=0, je absolutna Jacobijeva

determinanta enaka | det (aj;) A; integrirati pa je treba na ui od: —+ do ci,

na us od — ca do ca itd. Dobimo

V(S) — 44...4| det (a;) [-! du; dua...du, = 2" | det (a;j) [teci ca... c,

Po izreku Minkowskega ima sistem (22) prav gotovo vsaj eno netrivialno celo-

številčno rešitev, kadar je

V (S) = 2" | det (dij) ei... ca > 2 (23)

Na desni smo upoštevali, da je d(4) — 1. Pogoj (23) lahko zapišemo tudi

v obliki

ci...c, > det (ai) | (24)

Ako je det (a;;) = 0, je V (S) = co in spet obstajajo po izreku Minkowskega

netrivialne celoštevilne rešitve sistema. Očitno je pogoj (24) tudi zdaj izpolnjen.

Prišli smo do zaključka: če je

Ci...€z > | det (a;)) |

ima sistem neenačb (22) netrivialno cčeloštevilčno rešitev.
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d,ANALOGNO RAČUNANJE
J. PAHOR,

Nuklearni inštitut Jožef Stefan

Pri analognem računanju so matematične funkcije predstavljene z električ-

nimi napetostmi, ki so tem funkcijam sorazmerne. Napetosti nastopajo v vezjih,

ki so sestavljena tako, da veljajo med posameznimi napetostmi analogne rela-

cije kot med matematičnimi funkcijami. Tedaj pomeni registracija časovnega

poteka napetosti med določeno točko vezja in med zemljo isto kot rešitev

pripadajočega matematičnega problema. Tako na primer lahko dobimo: rešitev

preproste diferencialne enačbe x = — x/7 z registracijo napetosti U na kon-

denzatorju C, ki se prazni skozi upor R, če je konstanta z enaka produktu RC.

Za reševanje bolj zahtevnih nalog analognega električnega vezja ponavadi

ne moremo uganiti. Zato je umestno, če se seznanimo z osnovnimi računskimi

operacijami v analogni tehniki.

Analogno seštevanje in odštevanje

Dve napetosti se lahko: preprosto seštevata le tedaj, če vsaj ena od njiju ni

ozemljena. Vsoto napetosti U (t) in V (t) dobimo med zemljo in sponko 3 (sl. 1),

1 3

Sl. 1. Seštevanje napetosti U in V

ko zvežemo sponki 1 in 4, razliko napetosti U (t) — V (t) pa dobimo med zemljo

in sponko 4 pri spoju sponk 1 in 3.

Ponavadi so napetosti, ki naj se seštevajo, že enostransko ozemljene. Tedaj

uporabimo vezje, ki sešteva tokove (sl.2). Napetost U (t) žene tok Iy skozi

SI. 2. Seštevanje ozemljenih napetosti U in V
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zaporedna upora R in 2 Ro v zemljo. Upor 2 Ro je mnogo manjši od upora R,

tako da je napetost točke 7T proti zemlji neznatna. Isto velja za vejo, kjer

poganja napetost V (t) tok Ip. Ko zvežemo točki T in 7", med katerima je le

majhna napetostna razlika, teče prek spoja zanemarljiv tok in se toka Ig in Iy

praktično ne spremenita. Če nadomestimo paralelno spojena upora z nadomest-

nim uporom R,, lahko zapišemo napetost spojne točke proti zemlji pri pred-

postavki, da je R,< R kot Ur = (Iy + Iy) R = (R,/R) (U + V). Napetost točke T

proti zemlji je torej sorazmerna vsoti obeh napetosti U in V. Majhen izhodni

signal Ur je zaželeno ojačiti za faktor oslabitve R,/R, tako da je izhodna na-

petost kar vsota obeh vhodnih. napetosti.

Z uporabo ojačevalnika pa se zelo razširijo možnosti analognega računanja,
saj je mogoče obravnavati poleg seštevanja in odštevanja podobno tudi odva-

janje in integriranje električnih napetosti.

Uporabili bomo vezje, kjer se vhodni signal vodi na ojačevalnik prek

upora R;, del ojačenega signala pa se prek upora v povratni zanki vrača nazaj

na vhod (sl. 3). Ojačevalnik naj ima veliko ojačenje (A> 10") v širokem fre-

R.Ili a |. li = -k Us
do iae i

Sl. 3. Množilnik s konstantnim faktorjem. —R;/R;

kvenčnem območju (0 < o < 10% Hz), pri ozemljenem vhodu naj bo tudi izhod

na istem potencialu in pri ojačenju naj se spremeni predznak vhodnemu

signalu! Tak ojačevalnik imenujemo operacijski ojačevalnik.

Poglejmo, kolikšna je izhodna napetost celotnega vezja U, pri dani vhodni

napetosti U;! Napetost na vhodu ojačevalnika je očitno —A-krat manjša od

izhodne, torej —U,/A Če ima ojačevalnik dovolj visoko vhodno upornost, vanj

ne teče tok. Tedaj je tok skozi upor R;, ki ga poganja napetost U;— (U,/A),

enak toku skozi upor Ry, ki ga poganja napetost — (U,/A) — U»

d/R) (v— O) = — (UR (z + U.) (i)
A A

Od tod dobimo za izhodno napetost Uo

U, (R;/R)) 1 U;
1 + (I/A) [(Ry}/Ra + 1]

z
a

b
š
Z

Pri velikem ojačenju (A — 9) se enačba (2) poenostavi v

U, < — (Ry/R) U; (3)

tako da je odvisen izhodni signal samo od razmerja upornosti Ry v povratni

zanki in upornosti R; na vhodu.

V posebnem primeru, ko je R; = id, ta enota signalov ne ojačuje, ampak

jim le zamenja predznak. Takemu vezju pravimo inverter.
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Iz enačbe (2) lahko ocenimo, kako veliko mora biti ojačenje A, da je

uporaba poenostavljene enačbe (3) namesto enačbe (2) upravičena. Obe enačbi

se razlikujeta poljubno malo, če je (1/A) [(R;/R.). + 1] < 1. Iz tega pogoja pa

sledi R;/R;<A. Tako na primer lahko dosežemo z ojačevalnikom, ki ojačuje

tisočkrat, kvečjemu desetkratno ojačenje vhodnega signala, če naj velja enačba

(3) na procent natančno. Za enako dober inverter pa zadošča ojačenje 10?,

· Nadalje pojasnjuje enačba (2), zakaj je potreben ojačevalnik, ki spre-
minja predznak signala. Če bi imeli ojačevalnik s pozitivnim ojačevalnim

faktorjem, bi zvezo. med vhodno in izhodno napetostjo popisala enačba (2)

z A-jem nasprotnega znaka. Ker raste izhodni signal prek vseh meja, kadar je

(R;/R) +1 = A, namesto da bi ostal sorazmeren vhodu, enota ni uporabna.

Nekontrolirano velikemu izhodu pa se ni mogoče izogniti, saj ojačenje vsakega

ojačevalnika, ki je normalno mnogo večje od razmerja R;/R;, pade pri zelo

visokih frekvencah.

Z opisanim vezjem lahko seštevamo dve enostransko ozemljeni napetosti.

U in V, če ju priključimo prek dveh uporov Ri in Ra na vhod operacijskega

ojačevalnika, ki ima v povratni zanki upor Ry (sl. 4). Izhodno napetost spet

Rječe ie Ry,.AKIT:veča NU a)

Sl. 4. Linearna kombinacija napetosti U in V

izračunamo pri predpostavki, da odtekata oba vhodna toka skozi upor v povratni

zanki in da imamo ojačevalnik z zelo velikim ojačenjem, tako da je napetost

med vhodom in zemljo praktično nič. Iz očividne zveze

U/Ri + V/Ra = — Us./R; (4)

dobimo izhodno napetost kot

U, = — [(Ry/R) U + (Ry/Re) V] (5)

Z opisanim vezjem lahko torej s poljubno natančnostjo tvorimo linearno kom-

binacijo dveh funkcij s pozitivnima koeficientoma, ki sta dosti manjša od

ojačevalnega faktorja A. Kadar so vsi upori. med seboj enaki, je izhodna na-

petost vsota obeh vhodnih napetosti. Seštevanje razširimo na poljubno število

sumandov, če dodajamo upore, po katerih vodimo posamezne signale na vhod

ojačevalnika.

Razliko dveh funkcij U in V dobimo, če priključimo napetost U naravnost

na enega od vhodov sumatorja, funkcijo V pa prek inverterja, da ji spremeni

predznak (sl. 5).

Sl.5. Linearna kombinacija funkcij U in V s koeficientoma različnih predznakov
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Analogno odvajanje in integriranje

Nadomestimo vhodni upor R; s kondenzatorjem (sl. 6) in poglejmo odgovor

vezja na harmonično nihajoč signal U = U» ete! Iz enakosti tokov skozi vhodno

R

| du||| _ IL –RC dt
|}

SI. 6. Diferenciator

vejo in vejo povratne zanke sklepamo podobno kot prej, le da nadomestimo

upornosti z impedancami

U, = — (Z;/Z)U; (6)

V primeru, ki ga kaže sl.6, je za izbrani signal zveza med vhodno na-

petostjo U; in izhodno napetostjo U,

UE Min, RCU, Sa e oi (7)
dt

Vezje torej odvaja to funkcijo. Ugotovitev pa lahko razširimo na poljubne

periodične funkcije, ki se zapišejo s Fourierovo vrsto U; = Ž A, e'ent, Za vsako

harmonično komponento dobimo pri prehodu skozi opisano vezje odvod kom-

ponente in tako torej odvod funkcije. Tako vezje pa odvaja tudi druge funkcije,

kar se lahko pokaže, če zapišemo funkcijo s Fourierovim integralom. Z vezjem

na sliki 6 dobimo torej časovni odvod poljubne funkcije.

Potrebno pa je omeniti, da so pri praktični izvedbi odvajanja omejitve.

Kadar so osnovnemu nizkofrekvenčnemu signalu primešani šumi višjih fre-

kvenc, so lahko odvadi šumov večji od odvoda osnovne komponente, ki se tako

izgubi. Ker ima funkcija X A, ete? odvod Ž v, A, eient, dajo harmonične kom-

ponente z dovolj visoko frekvenco zelo velik doprinos izhodnemu signalu.

V takih primerih uporabljamo za odvajanje vezje, ki odvaja le signale z nizkimi

frekvencami, šumov višjih frekvenc pa ne.

S formulo (6) lahko raziščemo delovanje vezja, ki ima v povratni zanki

kondenzator, na vhodu pa upor (sl. 7)

—

SI. 7. Integrator

U. = (Z;/Zi) U, = — (I/Lo RC) U; (8)

Zvezo med vhodno napetostjo U; in izhodno napetostjo U, dobimo pre-

gledneje, če tolmačimo časovni odvod dU/dt kot produkt operatorja za časovno
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