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O EKSISTENCI REŠITEV
NEKATERIH DVOPARAMETRIČNIH PROBLEMOV

LASTNIH VREDNOSTI V HILBERTOVEM PROSTORU"

ZVONIMIR BOHTE

Problem lastnih vrednosti z n parametri moremo formulirati s homogenim

sistemom enačb
n

(Ar; Xi 4, Ci) xx <0, k<l,2,...,n (1)
isl

kjer so A; in C;x sebi adjungirani operatorji v Hilbertovem prostoru H, Z; pa
razpoložljivi parametri. Te parametre je treba izbrati tako, da ima sistem (1)

netrivialno rešitev xi, d2,...,4x v tem smislu, da je x;-<0 za vsak k —

zij RAB.

Problem moremo postaviti tudi z eno samo enačbo z n parametri v pro-

storu %6— HOHY%...OH, ki je direktni produkt n Hilbertovih prostorov H.

V prostoru % definirajmo operatorje A in Bi, B2,..., B, tako, da je pri

š S (Li, T2a,..., €)
: AE — (Aj 1, Aa xa,..., An %n)

in'

Biš — (C;i xi, Cia d2,..., Cin Xn)

zai<1,2,...,n. Tedaj moremo sistem (1) zapisati na kratko takole:

n

(A t x%B)E<O (2)
isl

Naloga pa je poiskati take vrednosti parametrov di, 22,..., Ax, da bo imela

enačba (2) v prostoru % netrivialno rešitev, to je tako rešitev, da so vse

njene komponente 4; od nič različne.

Probleme lastnih vrednosti z več parametri so doslej obravnavali

SCHAFKE, ARSCOTT in ATKINSON. Le Atkinson je obravnaval problem

za n > 2, a samo v končno razsežnem prostoru.

Pri n < 2 moremo problem (1) zapisati v obliki:

(A, £ABi tul)xEO

(As - ABa t uCls)y <0 (3)

V dveh posebnih primerih tega sistema bomo dokazali eksistenco rešitve s per-

turbacijsko metodo.

" Referat na kongresu društev matematikov, fizikov in astronomov Jugoslavije

v Sarajevu oktobra l. 1965. Ker ne bo izšel zbornik predavanj, ki so jih imeli

udeleženci kongresa, je upravni odbor društva matematikov, fizikov in astronomov

SRS predlagal, da bi se priobčila predavanja slovenskih udeležencev kongresa

v OBZORNIKU ZA MATEMATIKO iN FIZIKO. To se uresničuje v tej in naslednji

številki.
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1. Vzemimo najprej naslednji perturbirani problem:

Ax te(uB; - C.)) x — im :

Ay -b s (ju Be -£ Co) v — ty či
kjer so A, Bi, Be, Ci, C; sebi adjungirani operatorji v Hilbertovem prostoru H.

Razen operatorja A naj bodo operatorji omejeni. Za s — 0 se obe enačbi

ujemata in parameter , v njih sploh ne nastopa. Vzemimo, da je 2, enostavna

izolirana točka spektra operatorja A z lastnim vektorjem 4, || 4 || — 1. Torej

naj eksistira rešitev problema za s — 0, pri čemer pa je u še poljubno: število.

Dokazali bomo, da eksistira rešitev problema (4) tudi v nekem dovolj

majhnem krogu || < R, če je izpolnjen pogoj:

1/d — [(Bi — B3) x, xs] -E0 6)

Pri dokazovanju uporabimo perturbacijsko metodo!

Predpostavimo, da se rešitve problema izražajo v obliki vrst po potencah s:

A <hb teh belini...

U <5 uo kem bežna bt... 6

45x bexci beat... (6)
YU —< Yo bem bežy bt...

Pri tem velja x, << yo. Število ,xo na prvi pogled ni določeno, ker v sistemu (4)
za e— 0 y sploh ne nastopa. V resnici pa je število yu, določeno z limito

Uo — lim yu, e—0. Najprej bomo izračunali koeficiente v zgornjih vrstah (6)

in nato ocenili, v kakšnem krogu so vse te vrste konvergentne.

Ko vstavimo vrste (6) v sistem (4) in izenačimo koeficiente pri enakih

potencah :, dobimo neskončen, sistem enačb, iz katerih se dajo: po vrsti izraču-

nati vsi koeficienti v potenčnih vrstah. Z izenačenjem koeficientov pri sekt!

v obeh enačbah (4) dobimo naslednji sistem enačb:

k kl

Adčp4a Ži mi Bi dpi E Cy ep — Ži li xg
iso iso

k ki 0)
Ayra Ž ni Ba poi Ca vx << Ži hi Yyroija

izo iso

Če predpostavimo, da poznamo d;, xi, yi pri i—0, 1, ..., k in « pri i—

—0,1,...,k— 1, moremo izračunati x, 2x41, €rji in yYki takole:

Najprej vpeljimo pomožne količine u;, vr, U;, Vx z naslednjimi enačbami:

ki

UK — x U; XK—-i — C; Lk
iso

ki

V; — X Vi Yr—i— Ce Vr
iso

U;. — iajaI— uk Bi

Vx — dajaI— ur Bo

k <0,1,2,...
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Sistem (7) moremo sedaj na kratko zapisati takole:

Ara — A XkJa JP Up Xo F Ur
8

Ayr4a — %o Vrgi "H V o "E Va (9)

To sta nehomogeni enačbi za xx41 in $xH, pri čemer je %, enostavna izolirana

točka spektra operatorja A. Zato sta enačbi rešljivi, če sta vektorja U; ax, - ux

in V; x, ž vx ortogonalna na ao. Iz tega pogoja dobimo, če upoštevamo: defini-

cijo operatorjev U; in V;, sistem dveh linearnih enačbza ,; in 4p41:

4x1 — Mu (Bi %0 %0) <: — (Ur, 0)

ARJA — Uk (Ba Lo, 4%) —i— (vx, 40)
(8)

Pri tem smo upoštevali, da je x, normiran lastni vektor. Pri pogoju (5), ki ni

odvisen od indeksa k, dobimo

uk. < d (Ux — V, %)

2x4 — A [(Ba Go; 0) (Uk, %) — (Bi £o, %o) (Vr, £o)]

S tako izbranima ,x in 2,41 moremo rešiti nehomogeni enačbi (8) v obliki

kA — (Ag — 20 1)! (Ur xo F uz)

Vr ia < (Ai —4 DT! (Vx xo vx),

kjer je Aj; zožitev operatorja A na ortogonalni komplement H; k lastnemu

vektorju xs. Operator (Aj — 41 I)-! je v H,; omejen operator

[| (Ai —4 Dr! | SD

D je končno število, ker smo predpostavili, da je % enostavna izolirana točka

spektra operatorja A, torej regularna točka operatorja A:.

Zdaj pa moremo oceniti polmer kroga R, v katerem so vse vrste (6)

konvergentne. Z vpeljavo oznak

K — max (|| Bi |, | Be , Ma< [Ci| [Ce], L< DA 4|K 1,

P,< [uz| [vz|

moremo dobiti naslednje ocene:

| 4x| S |d| Px, |Axa]|S | dl KP;

| V: | S 2|4|KP, | Ve | S2|4|KP; (10)

Od tod dobimo eno samo rekurzivno oceno za P;:

k-1 .

P, <2 | d| KLP; P, 4 t Mo LPxAa
i<0is
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Pri tem smo upoštevali, da je

P, — ||uo | |vo | S ; Cit| Cej; < M,
Če še vpeljemo

N<2|diKL4L

moremo dobljeno neenačbo popraviti tako, da dobimo

k-i

P, < NM, Pra bt NŽP; Pra
isl

ki velja za k — 1,2,... Sedaj pa rekurzivno definirajmo števila M,,k<1l,2,...

z enačbo
ki

M;, — NXAM;M;aa, k<l,2,... (11)
iso

Pri tem je število M, določeno od prej. Izkaže se neposredno, da je P, < M;

za vsak k.

Brez težav se da ugotoviti, da potenčna vrsta

M,-Mju ž Masa? -... (12)

konvergira v krogu s polmerom R, kjer je

R <—1/(4NMo)

Iz dobljenih ocen sledi, da je pri le | < R vrsta (12) majoranta vseh vrst (6),

torej nam te vrste določajo rešitev problema (4) pri|e| < R.

2. Oglejmo si še naslednji splošnejši dvoparametrični problem:

Ax b(U£tuBIEClecae(uBiHCl)a
13

Ay -(i-uB-4Cy <a(uBa - Ca y j

Za e — 0 se obe enačbi v sistemu ujemata. Predpostavimo, da eksistira rešitev

problema za z — 0 v splošni obliki

20 < fu) in X < Yo < F (ue)

pri čemer je || x, | < 1 in je o še poljuben. Vsi operatorji, ki nastopajo v si-

stemu (13), naj bodo sebi adjungirani operatorji v Hilbertovem prostoru H

in razen operatorja A tudi omejeni. Tudi sedaj se izkaže, da je u pri <0

določen z limito e—0.

Dokazali bomo eksistenco rešitve problema (13) pri dovolj majhnih s, če

rešitev eksistira pri se — 0, in še pri nekaterih dodatnih pogojih. Spet uporabimo

perturbacijsko metodo! Rešitve iščimo v obliki potenčnih vrst (6). Če vstavimo

te vrste v sistem (13) in izenačimo koeficiente pri prvi potenci c, dobimo na-

slednji sistem enačb:

Axi £ (40 b uo B -- C) xi — (us Bi H Ci) £o — (lu Ft ui BB) x
14Ayyi -£ (žo -E wo B - C) yi — (uo Ba -£ Cs) x,— (lu b mi B) x (2
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Rešitev tega nehomogenega sistema eksistira pri pogoju, da sta desni strani teh

enačb ortogonalni na x,. Pri tem suponiramo eksistenco in omejenost inverz-

nega operatorja

U —< [A - (4 T uoB t CF!

na podprostoru I[;, ki je ortogonalen na xs. Ortogonalitetni pogoj nam da na-

slednji sistem enačb za 2; in ui:

2, E pi (B %, £o) < Ho (Bi 6, Xc) F (Ci %0, %o) (15)

ži b ma (B %6, X) — Ho (Ba €o, X6) "E (Ca £o, o)

Ta izprijeni sistem ima rešitev le v primeru, da se tudi desni strani ujemata.

Od tod dobimo nadaljnji pogoj

o (Bi — B2) 4, %0)] [(Ci — Ce) x, x] < 0 (16)

ki predstavlja transcendentno enačbo za o. Kot dodatno zahtevo vzemimo, da

je koeficient pri yo različen od nič in da ima ta enačba rešitev, ki jo imenujmo

kar us. Z njo so določeni potem tudi %, in xs < yo. Rešitev enačbe (16) eksistira

prav gotovo v primeru, če sta Ci; in Cz omejena operatorja, B; in B> pa taka,

da velja Bi — Ba> dl, d>O0.

Ko je ,x določen, dobimo iz sistema (15) 2; kot linearno funkcijo argu-

menta yi:

da < a— ji (Bas, %o)

kjer je a — ue (Bi 4, £6) <5 (Ci £6, 60) —

— uo (Ba %o, Xo) sle (Ca %6, £o)

Te vrednosti vstavimo v sistem (14), iz katerega moremo izračunati x; in yi

v linearni odvisnosti od ,;. Pri tem moramo upoštevati, da je U linearen

operator v H; in zato moramo vsem členom na desni strani odšteti njihove pro-

jekcije na x.

Splošen korak računa je naslednji: Vzemimo, da poznamo 4;, u;, £i in yi

zai<0,1,...,k —1 in da imamo 4x, %x in $r izražene kot linearne funkcije ur:

Ax — dr — uk (Bo, %0)

2x — Šk — uk Ug

Yk — 1)k — HkUg

kjer je g — [B — (Bas, %) 1] 40

Te vrednosti vstavimo v sistem enačb, ki ga dobimo iz sistema (13) pri potenci

ekti in tvorimo ortogonalitetni pogoj. Iz zahteve po rešljivosti dobljenega

sistema dobimo enačbo za y;, ki se glasi:

Mr jr F- Na <0 (17)

kjer je m; — 2 (g, UDx) —B

D <— uo(Ba—B;) t (Ce— C)

B <— [(Ba—B;) x, %0]
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Število m; očitno ni odvisno od tekočega indeksa k, zato se dajo pri enem
samem pogoju

8 — 2(g, UDx,) —B-£0

izračunati ux iz enačb (17) pri vsakem k.

Vpeljimo oznake

K — max (Il B, I. | Ba ib. Ko < max (il Mo Bi - C; | | We Ba -- Ce |)

u < [za | |e, ve z |e] [mel
ki ki

P,, <: K, upa b KŽ|gi| upi EX (| a] | ai] | B |) ux—i
ii isl

Sedaj moremo vse nastopajoče količine oceniti takole:

|ex| S 8 P;, vxS [|U | Pa

h 1 k—1 . ,

ira] S (Rov Z) alo eU IDA
(| i-i

k—1

£X((Rij £ lal | BD vecini]
isl

[žal S lar] | uz [| BI

up < vet 2|ug|JU | |al|

k <— 2, 3,...

Iz teh ocen moremo eliminirati vse količine razen P, in | Mk Pri k — 1 imamo

posebej

P; < uo(K|uo]| -t Ka)

1

[ua] SE»IV [Pe

Če vpeljemo še naslednje oznake:

Ka — max (l, H LUK -t2/B)M, S aP)
|

D, — max (|, Ke |U | iBi[a| 42181 [ajHb z

4 U|eK[a[K)

D; — max (1,K> | U| (Ko £2K,|| gl Kw)

De - Ke|U|RK|a|AK

1

DieZ lU|e/E|t»
s
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in popravimo obe oceni tako, da velja ena za obe količini P; in |ux| ter de-

finiramo

N; — max (Pi, M))
k—l k—2 k-1 (18)

N;, — D, Nxa b Do X Ni Nxi t Daž N; Na b D3N N; Nata
isl isl is21< i<

velja

P;,< N, in | ux | S N;

Ker je D; večji od 1, števila N; naraščajo; zato moremo enačbo: (18) poenostaviti

na en sam člen. Velja namreč, da števila R;, k <— 1,2,..., ki zadoščajo enačbam

R;<N;
k—1

dR; — R;.g bt Ž R; Raiii, k<2,3,...
i—2is

kjer je

1/d — max (D; £ D, N; £ DaN;, Da t Da EH D3)

ohranijo lastnost majorantnosti za P; in | yu; saj velja

N;,< Ra, k<l,2,...

Sedaj je lahko ugotoviti, da je potenčna vrsta

R; - Rex t Rga? tt...

konvergentna v krogu s polmerom

R — (Vd- Ri— VRw?

ki je konvergenčni polmer tudi za vse ostale naše vrste (6).

Ugotovili smo torej, da eksistira pri naštetih pogojih neka okolica točke

a — 0, v kateri eksistira rešitev našega dvoparametričnega problema.
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POSPLOŠITEV FOURIEROVE IN LAPLACEOVE
TRANSFORMACIJE"

A. SUHADOLC in J. VRABEC

Klasična Fourierova transformacija je definirana na prostoru L" (— oo, oo)

merljivih in s kvadratom integrabilnih funkcij s predpisom

F(j —[fbete de

kjer je treba razumeti konvergenco izlimitiranega integrala v kvadratičnem

povprečju, to je, v smislu topologije Hilbertovega prostora L?(— co, co). Kla-

sična Fourierova transformacija ima med drugimi tudi naslednje lastnosti,

zaradi katerih je pomembno orodje uporabne matematike:

d

1) F(if(b)—<—i — (F(
dx

2) FG())— (—Ci9F (1)
3) F(e"tj()— F((eček)

4) F(f(E—h))— ete F ()

Vendar veljata formuli 1) in 2) le za nekatere funkcije v L? (— oo, co), formuli

3) in 4) pa le za realne k in h.

Cilj tega dela je: posplošiti Fourierovo transformacijo na neki večji

prostor, na katerem bi lastnosti 1) do 4) veljale za vse elemente novega prostora

in za vsa kompleksna števila k, h. Klasična Fourierova transformacija je tudi

zvezna preslikava prostora L?(— co, co) nase, njej inverzna preslikava ima pa

podobne lastnosti kot Fourierova transformacija. Tudi novi razširjeni prostor

moremo opremiti s tako lokalno konveksno topologijo, da je posplošena

Fourierova transformacija zvezna preslikava novega prostora nase.

Ideja, na opisani način razširiti Fourierovo in tudi Laplaceovo transforma-

cijo, ni nova. Prvi korak v tej smeri je storil J. S. Silva (1955). Razširjava že

potrebuje teorijo lokalno konveksnih linearnih prostorov in teorijo Schwartzo-

vih distribucij (L. Schwartz, 1947). Na osnovi del G. Kotheja in H. G. Tillmanna,

v katerih sta povezala teorijo distribucij s teorijo analitičnih funkcij (1952 do

1961), je G. Pantelidis (1962) posplošil Laplaceovo transformacijo na precej

obsežen razred, ki vsebuje tudi nekatere distribucije, pa tudi elemente, ki jih

ne moremo tolmačiti kot distribucije. Naše delo je nadaljevanje omenjenih

prizadevanj. Osnovna ideja temelji na dognanjih prof. H. G. Tillmanna.

Konstrukcija Fourier-Laplaceove transformacije poteka v kratkem takole:

Najprej definiramo prostore M;,; kot prostore parov analitičnih funkcij f (z) <

— (f" (z), f7 (2). Funkcija f" naj bo analitična za Imz > k, na premici Imz < k

" Referat na kongresu v Sarajevu.
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še zvezna in naj proti co ne narašča bolj kot el!zl, Funkcija fr pa naj bo

analitična za Il, z < — k, na premici I,z < —k še zvezna in naj tudi ne

narašča bolj kot e!'zl. H naj bo unija prostorov M;,;, ko pretečeta k in | vsa

nenegativna števila:

H<UM;,;
k,

Podprostor celih funkcij, ki ne naraščajo bolj kot ek pri nekem k, označimo

z G! V naslednjem bomo potrebovali še kvocientni prostor % — H/G, kar

pomeni, da para iz H, ki se razlikujeta le za celo funkcijo eksponentnega na-

raščanja, identificiramo.

%je že prostor, v.katerem bomo definirali posplošeno Fourier-Laplaceovo

transformacijo.

Najprej definiramo pomožne preslikave F;,i:

Fi, () < fH(0,(—€9), kjer je f € Mi, f< ft,
ik-- co —ik-- co

j (Č) < NR (z) e'z' dz—Jife (2) ei dz (2)

—-ik

fo- —1r (2) ei2' dz 1 (z) eiz' dz
ik— co —ik— co

F;,.,(f) je par analitičnih funkcij, ki ne naraščata bolj kot eksponentna funk-

cija, torej spet element prostora H. Hitro vidimo tudi, da se cele funkcije iz G

preslikajo v element 0 prostora %. Nato spoznamo, da moremo razširiti pre-

slikave F;,; na preslikavo 9, ki preslika prostor % vase. Ta je definirana takole:

Vzemimo element prostora %, to je, neki razred funkcij iz H! Iz tega razreda

vzamemo poljubnega zastopnika; ta je v nekem M;,;. Poiščemo preslikavo F;,;

tega zastopnika in tej transformiranki pripadajoči razred v H. To naj bo

slika izhodnega elementa. Pri tem se moramo seveda prepričati, da je pre-

slikava enolično definirana.

Definicija (2) preslikave F;,; močno spominja na Laplaceovo transforma-

cijo, lastnosti preslikave$ pa so podobne lastnostim klasične Fourierove trans-

formacije. Zato imenujemo preslikavo 9Y Fourier-Laplaceovo trasformacijo.

Fourier-Laplaceova transformacija Y je definirana na vsem prostoru %6.

Lastnosti (1), o katerih smo govorili v začetku, veljajo za našo transformacijo

za vse elemente prostora % in za poljubni kompleksni števili k in h, kot se

moremo prepričati s povsem elementarnim računom.

V prostor % vpeljemo tudi neko lokalno konveksno topologijo takole:

Prostori M,;,; so Banachovi prostori, če vpeljemo normo para f — (f?,f5)

s predpisom

| fije. — sup((f(D|e Iz)
[Imz>k

Če je k < gin 1X h, velja M;,; c M,,,. Preslikava I, ki priredi paru f € M;,;

kar isti par v M,, n, je linearna zvezna preslikava ter celo kompaktna. Iz
splošne teorije linearno konveksnih prostorov vemo, da eksistira tedaj induk-

tivna limita prostorov M; ;, ki je ravno: unija prostorov M;,;, topclogija v H pa

je lokalno konveksna:

H — lim ind M;,; — EJ
kA



Nato pokažemo, da je podprostor G celih funkcij eksponentnega naraščanja

v topologiji induktivne limite zaprt podprostor v H. Zato je kvocientni prostor

% — H/G, opremljen s kvocientno topologijo, zopet lokalno konveksen prostor.

Sedaj že imamo topologijo v prostoruY. Fourier-Laplaceova transforma-

cija 9 je v tej topologiji zvezna preslikava prostora % vase.

Radi bi še videli, da je Fourier-Laplaceova transformacija res razširjava

klasične Fourierove transformacije. Najprej pokažemo, da vsebuje prostor %

podprostor, ki je izomorfen prostoru L? (— co, ce). Topologija induktivne limite

na tem podprostoru je šibkejša od topologije v L?(— co, co). Najtežji korak je

dokaz, da je ta podprostor, ki je izomorfen L?'(— so, ce), v smislu topologije

induktivne limite v % gost podprostor v %. Naslednji korak je dokaz, da

klasična in Fourier-Laplaceova transformacija sovpadata na elementih pod-

prostora, ki je izomorfen L?(— oo, ov).

Ker klasična in Fourier-Laplaceova transformacija sovpadata na pod-

prostoru, ki je gost v %, moremo tolmačiti Fourier-Laplaceovo transformacijo

kot razširjavo po zveznosti klasične transformacije na ves prostor %.

Klasična Fourierova transformacija je izomorfizem v L?(— co, co). In-

verzna transformacija F—! je dana s predpisom

1 > h
FA) — — ffBeedt

21 -e

Popolnoma analogno, kot smo konstruirali Fourier-Laplaceovo transformacijo,

moremo konstruirati tudi inverzno Fourier-Laplaceovo transformacijo $7l. Ta

ima vse analogne lastnosti. Obe sta razširjavi po zveznosti klasičnih Fourierovih

transformacij, zato tudi zanju velja, da preslikata prostor % enolično in

obratno enolično nase, sta torej druga drugi inverzni: $91< G1G — TI, kjer

smo z I označili identično preslikavo v prostoru %6.

Končno še dokažemo, da v prostoru % ni podprostora, na katerem bi

imeli transformaciji 9 in 9" lastnosti l) do 4). V tem smislu je torej kon-

struirani prostor % minimalen: je najmanjša razširjava prostora L?(— co, c9),

taka, da veljajo za posplošeno Fourierovo transformacijo Y lastnosti 1) do 4)

brez omejitev.
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PRIKAZ TEORIJE GRAFOV IL.

JOŽE VRABEC

V drugem delu članka o grafih bomo poizkusili prikazati del uporabe

teorije grafov. Vsi grafi in multigrafi, o katerih bomo govorili, bodo povezani,

zato tega niti ne bomo posebej omenjali.

1. Eulerjeve poti

Ozemlje, na katerem je ležalo nemško mesto Konigsberg v prvi polovici

18. stol., je približno tako, kot je narisano na sliki l:

A

€EKO
Slika 1 Slika 2

Pregel

Reki Alter Pregel in Neuer Pregel se tu združita v Pregel in na sotočju

oblivata otok Kneiphof. Kčnigsberg leži na bregovih, ki so na sliki 1 označeni

z A, B in C ter na otoku D. Tedaj je imelo mesto sedem mostov, kot je na-

risano. Meščani so se — za zabavo seveda — precej dolgo ubadali s problemom,

ali se človek lahko sprehodi po Konigsbergu tako, da gre čez vsak most

natančno enkrat. Ko je pa za ta problem izvedel Leonhard Euler, ga je seveda

hitro ugnal: dokazal je, da tak sprehod po mestu ni mogoč. Seveda pa se ni

posvetil izključno problemu kčnigsberških mostov, ampak je razvil celo majhno

teorijo, ki nam pomaga rešiti še več sorodnih problemov. To svoje delo je

Euler objavil leta 1736 pod naslovom Solutio problematis ad geometriam situs

pertinentis v Commentarii Academiae Petropolitanae (glasilo peterburške aka-

demije, katere član je bil Euler). Ta članek pomeni začetek teorije grafov.

Oglejmo si zdaj še mi to teorijo! Začnimo kar pri kčnigsberškem problemu.

Ker so za nas važni le mostovi, lahko sl. 1 nadomestimo z multigrafom, ki je

na sl. 2. Vozlišča pomenijo bregove (oziroma otok), veje pa mostove. Sprehod

po mestu, pri katerem ne gremo čez noben most več kot enkrat, pomeni pri

multigrafu zvezno zaporedje vej, v katerem nastopi vsaka veja kvečjemu
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enkrat. Tako zaporedje vej pa smo imenovali pot. Treba je torej poiskati pot

po multigrafu na sliki 2, ki bo vsebovala vse veje multigrafa.

V zbirkah zabavnih nalog najdemo še dosti takih problemov, ki so na

las podobni problemu o konigsberških mostovih. V najožji zvezi s temi nalogami

so še naslednje: Narišite dano figuro — npr. katero od tistih, ki so na sliki 3 —

v eni potezi, to je brez prestavljanja svinčnika in ne da bi ponovno vlekli

po že narisanih črtah. Najbolj znana je verjetno »svetilka« ali »uta« na sl. 3 a.

Pri taki nalogi ni niti treba narisati ustreznega multigrafa, kot smo napravili

zgoraj pri problemu konigsberških mostov, ker je multigraf že figura sama.

a b Cc d
Slika 3

Naša naloga je torej poiskati pogoje, pri katerih eksistira v danem multi-

grafu pot, ki vsebuje vse veje. Tako pot bomo imenovali Eulerjeva pot. Če je
zaključena, to je, če sta začetek in konec isto vozlišče, ji pravimo tudi Eulerjev

cikel.

Izrek 1. V multigrafu eksistira Eulerjev cikel tedaj in le tedaj, ko ima

multigraf sama soda vozlišča.

Vozlišče imenujemo sodo, če ima sodo stopnjo, to je, če se v njem stika

sodo število vej.

Dokaz: Naj v danem multigrafu eksistira Eulerjev cikel C. Dokazati

moramo, da so tedaj vsa vozlišča soda. Vzemimo poljubno vozlišče u! Vsakič,

ko gre C skozi u, porabi dve različni veji, eno pri vhodu in eno pri izhodu.

Naj gre C n-krat skozi u (n Z 1). Ker vsebuje C po definiciji Eulerjevega

cikla vse veje, ki se stikajo v u, je stopnja tega vozlišča d (u) — 2 n.

Dokažimo izrek še v obratni smeri! Vzemimo poljuben multigraf (V, 0),

ki ima sama soda vozlišča! Konstruirati moramo cikel, ki pokriva ta multigraf.

Izberimo poljubno vozlišče aj! Sestavili bomo neko pot, ki se bo začela v ai.

Krenimo iz a, po poljubni veji, ki ima a; za krajišče! Ko pridemo v drugo

krajišče te veje — imenujmo ga b — nadaljujmo pot po poljubni drugi veji,

ki ima b za krajišče! Ta postopek ponavljamo. Pri vsakem koraku podaljšamo

pot s poljubno vejo izmed tistih, ki se stikajo v vozlišču, v katerega smo prav-

kar prispeli; le na to moramo seveda paziti, da nikdar ne izberemo veje, ki

smo jo že kdaj prej uporabili. Pot nadaljujemo, dokler moremo, to je, dokler

ne pridemo do vozlišča — recimo mu u —, iz katerega ne izhaja nobena prosta

veja več: Opravljeno pot označimo s C;. Dokazali bomo, da je u < aj.

Pa vzemimo, da je uz:aj! Recimo, da smo šli pri gibanju po poti C;

n-krat (n Z 0) skozi u, preden se je pot v tem vozlišču končala. Pri vsakem
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obisku smo porabili dve od tistih vej, ki se stikajo v u: eno pri prihodu in

eno pri odhodu. Pri n prehodih smo torej porabili 2 n vej. Ker se po privzetku

stika v u sodo število vej, je po n prehodih ostalo še sodo število vej nezase-

denih. Ker je kaka veja gotovo še ostala (kajti na koncu pridemo še enkrat

v u), sta ostali najmanj dve. Potem pa ni mogoče, da bi tedaj, ko naslednjič

pridemo v u (in pri tem porabimo samo eno vejo), ne imeli nobene proste

veje več na razpolago. To protislovje dokazuje, da je res u — a;, in pot C;

je cikel.

Mogoče je, da cike! C; pokriva ves multigraf (V, 0). V tem primeru je naša

naloga že opravljena. V splošnem pa bo seveda ostalo v multigrafu še nekaj

vej, ki jih cikel C; ne bo pokril. V tem primeru izrežimo veje cikla C; iz

multigrafa. Ostane nam neki podmultigraf (V, 01). Ker ima vsak cikel sama

soda vozlišča, kot smo že zgoraj pokazali, ostane tudi potem, ko smo izrezali C;

iz multigrafa (V, 0), okoli vsakega vozlišča sodo število vej. Podmultigraf

(V, 01 ima torej tudi sama soda vozlišča. Ker je multigraf (V, 0) povezan, se

najmanj ena veja iz O, »dotika« cikla Ci, to je: na C; leži neko vozlišče az,

ki je krajišče neke veje iz Gi. Konstruirajmo: zdaj pot po multigrafu (V, 0),

podobno kot smo prej Ci: začetek naj bo v a2; pri vsakem koraku zvezno

podaljšajmo pot s poljubno vejo iz G;, ki jo do tedaj še nismo porabili; ustavimo

se šele tedaj, ko ni mogoče več dalje. Dobljeno pot označimo z Ss2! Isti pre-

mislek kot zgoraj nam pove, da je Sa cikel. (Podmultigraf (V,0;) sicer ni

nujno povezan, vendar to nič ne moti.) Zdaj pa bomo cikel C; povečali do

nekega cikla Ce po: multigrafu (V, O): Ca naj se začne pri aj, naj poteka po C;,

dokler prvič ne pride v az; nato naj opiše cikel Sa in potem nadaljuje po C;

od az naprej, dokler se zadnjič ne vrne v. aj. Če tudi C3 še ni Eulerjev cikel,

izrežimo zdaj Ca iz multigrafa (V, 0)! Ostane nam neki podmultigraf (V, 0»).

V njem konstruiramo cikel S3, ki ima s C3 neko skupno točko: az (S3 sestavimo

podobno, kot smo prej S»). Nato povečamo C2 z S3 do nekega cikla C5 itd.

Po nekaj korakih bomo gotovo prišli do nekega cikla, npr. C;, ki bo pokrival

ves multigraf. Izrek je tako dokazan.

Iz tega izreka sledi npr., da se dasta narisati v eni potezi figuri s sl.3b

in 3d. Začnemo lahko v poljubni točki; na koncu se nam svinčnik vrne

v začetno točko.

Izrek 2. V multigrafu eksistira Eulerjeva pot, katere začetek in konec sta

poti sta obe lihi vozlišči.

Dokaz: Enako, kot smo zgoraj ugotovili, da ima vsak cikel sama soda

vozlišča, lahko dokažemo, da sta pri poljubni poti, ki ni cikel, obe krajišči lihi

vozlišči, vsa ostala njena vozlišča pa so soda. Če zdaj taka pot pokriva ves

multigraf, bo pač tudi za multigraf veljalo, da so soda vsa njegova vozlišča

Pri dokazu izreka v obratni smeri se bomo naslonili na izrek l. Vzemimo

poljuben multigraf, ki ima dve lihi vozlišči! Dodajmo mu še eno vejo, ki bo

vezala obe lihi vozlišči! Dobimo večji multigraf, ki ima samo soda vozlišča. Po

izreku 1. obstaja Eulerjev cikel po tem multigrafu. Če temu ciklu spet

odvzamemo tisto dodatno vejo med obema lihima vozliščema prvotnega multi-
zave

lihi vozlišči.

109



V prvem delu članka o teoriji grafov smo že pokazali, da ima vsak

multigraf sodo število lihih vozlišč. Razširitev izreka 2. je

Izrek 3. Naj ima multigraf 2 k lihih vozlišč (k Z 1). Tedaj eksistira takih

k poti po tem multigrafu, da vsaka veja multigrafa leži na eni in. samo nd

liho vozlišče je krajišče ene poti. Z manj kot k potmi multigrafa ni mogoče

pokriti.

Dokaz je podoben kot pri prejšnjem izreku. Kot smo že omenili, ležita

na vsaki poti kvečjemu dve lihi vozlišči. Če vzamemo manj kot k poti po multi-

grafu, ki ima 2 k lihih vozlišč, ne morejo te poti pokriti niti vseh lihih vozlišč,

kaj šele ves multigraf.

Naj ima multigraf 2k lihih vozlišč. Razdelimo ta vozlišča na k parov!

Vsaki dve lihi vozlišči, ki sta v istem paru, zvežimo z dodatno vejo! Multigrafu

dodamo tako k vej. Ta povečani multigraf ima sama soda vozlišča, zato eksistira

v njem Eulerjev cikel. Če zdaj spet odvzamemo vseh k dodanih vej, razpade

ta cikel na k segmentov — poti po prvotnem multigrafu —, ki ta multigraf

pokrivajo. Ker so vse te poti deli cikla v povečanem multigrafu, nimata nobeni

dve nobene skupne veje. .

Izrek 2. nam pove npr., da je mogoče »svetilko« (sl. 3 a) narisati v eni

potezi: začeti je treba pri enem od spodnjih dveh oglišč. Po izreku 3. pa

potrebujemo za figuro na sl. 3 c kar štiri poteze. Dalje sledi iz tega izreka, da

v multigrafu na sl.2 ni nobene Eulerjeve poti. Kdor se je hotel sprehoditi po

vsem Kčnigsbergu, se je torej moral sprijazniti s tem, da je šel vsaj čez en most

dvakrat. Bralec naj sam poizkusi ugotoviti, ali so današnji meščani Kčnigsberga

(danes se pravzaprav imenuje Kaliningrad) kaj srečnejši. Mesto je namreč dobilo

še dva nova mosta: enega čez Novi Pregel in enega, ki je obenem železniški,

čez Pregel (glej sl. 4).

Do zdaj smo obravnavali le neusmerjene multigrafe. Podoben problem kot

zgoraj pa si lahko zastavimo tudi za orientirane multigrafe. Skoraj z istimi

besedami kot izrek 1. dokažemo naslednji izrek:

Izrek 4. V usmerjenem šibko povezanem multigrafu eksistira usmerjena

ciklična pot, ki vsebuje vse veje multigrafja, tedaj in le tedaj, ko ima vsako

vozlišče multigrafa prav toliko vhodnih kot izhodnih vej.

Podobno bi lahko preformulirali za usmerjene multigrafe tudi izreka 2

in 3. Kot posledico izreka 4 lahko dokažemo naslednjo trditev: Vsaka šahovska

Slika 4

110


