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O EKSISTENCI RESITEV
NEKATERIH DVOPARAMETRICNIH PROBLEMOYV
LASTNIH VREDNOSTI V HILBERTOVEM PROSTORU*

ZVONIMIR BOHTE

Problem lastnih vrednosti z n parametri moremo formulirati s homogenim
sistemom enacb
n
(Ar+ 24 Cix)xr =0, k=1,2,...,n (1)
i=1
kjer so Ay in Ci; sebi adjungirani operatorji v Hilbertovem prostoru H, 1; pa
razpolozljivi parametri. Te parametre je treba izbrati tako, da ima sistem (1)
netrivialno reSitev x1, 9, ..., %, v tem smislu, da je xxz=0 za vsak k =
= 1020 . ey Tl
Problem moremo postaviti tudi z eno samo ena¢bo z n parametri v pro-
storu =HDHD...DH, ki je direktni produkt n Hilbertovih prostorov H.
V prostoru 96 definirajmo operatorje A in Bj, Bg,..., B, tako, da je pri
S = (24, X251+ 55 Bn)
' A& = (A1 x1, As o, . . ., Ap Xn)
in
Bif = (Cirx1, Ciz 2, . . ., Cin )

za i =1,2,..,n Tedaj moremo sistem (1) zapisati na kratko takole:
n
(A+Z24B)é=0 (2)
i=1

Naloga pa je poiskati take vrednosti parametrov Ai,7z, ..., 4, da bo imela
enacba (2) v prostoru ¥ netrivialno resitev, to je tako reSitev, da so vse
njene komponente x; od ni¢ razli¢ne.

Probleme lastnih vrednosti z ve¢ parametri so doslej obravnavali
SCHAFKE, ARSCOTT in ATKINSON. Le Atkinson je obravnaval problem
za n > 2, a samo v koncéno razseZnem prostoru.

Pri n = 2 moremo problem (1) zapisati v obliki:

(A1 + ABi+uCpax =0

(Az + ABa+ uCs)y =0 3)

V dveh posebnih primerih tega sistema bomo dokazali eksistenco reSitve s per-
turbacijsko metodo.

* Referat na kongresu drustev matematikov, fizikov in astronomov Jugoslavije
v Sarajevu oktobra 1. 1965. Ker ne bo izSel zbornik predavanj, ki so jih imeli
udelezenci kongresa, je upravni odbor drusStva matematikov, fizikov in astronomov
SRS predlagal, da bi se priobéila predavanja slovenskih udeleZzencev kongresa
v OBZORNIKU ZA MATEMATIKO IN FIZIKO. To se uresni¢uje v tej in naslednji
Stevilki.
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1. Vzemimo najprej naslednji perturbirani problem:
Ax +euB1+Cx = Ix
4
Ay + ¢ (uBs + Cy = 2y e

kjer so A, By, Ba, C1, C; sebi adjungirani operatorji v Hilbertovem prostoru H.
Razen operatorja A naj bodo operatorji omejeni. Za &= 0 se obe enalbi
ujemata in parameter « v njih sploh ne nastopa. Vzemimo, da je 1, enostavna
izolirana tocka spektra operatorja A z lastnim vektorjem x,, | %o, | = 1. Torej
naj eksistira reSitev problema za ¢ = 0, pri éemer pa je u 3e poljubno Stevilo.

Dokazali bomo, da eksistira resitev problema (4) tudi v nekem dovolj
majhnem krogu | ¢ | <R, &e je izpolnjen pogoj:

1/d = [(By— Bs) %o, o] == 0 (5)

Pri dokazovanju uporabimo perturbacijsko metodo!
Predpostavimo, da se resitve problema izraZajo v obliki vrst po potencah e:

A=2 +eli+e2izg+...

W= o T eur+eus+ ... "
=X+ exy+e2xe+... (6)

Y=19Yo+eyr +e2yz+ ...

Pri tem velja x, == yo. Stevilo u, na prvi pogled ni doloteno, ker v sistemu (4)
za ¢ =0 u sploh ne nastopa. V resnici pa je $tevilo u, dolo¢eno z limito
Ho = lim u, ¢—0. Najprej bomo izradunali koeficiente v zgornjih vrstah (6)
in nato ocenili, v kakSnem krogu so vse te vrste konvergentne.

Ko vstavimo vrste (6) v sistem (4) in izenadimo koeficiente pri enakih
potencah ¢, dobimo neskoncen, sistem enatb, iz katerih se dajo po vrsti izradu-
nati vsi koeficienti v potenénih vrstah. Z izenalenjem koeficientov pri &<+t
v obeh enacbah (4) dobimo naslednji sistem enaédb:

k k41
Axpi1+ 2 puiBrag—i + Cran = 2 4 iy
i=0 i=0
k k+1 (7)
Ayr+1 + 2 wi Beyp—i + Cayr = = di Yr—it1
i=0 i=0
Ce predpostavimo, da poznamo A, x;, y; pri i=0, 1, ..., k in w; pri i =
=0,1,..., k—1, moremo izradunati uz, dx+1, Tr+1 in Y11 takole:

Najprej vpeljimo pomozne koli¢ine uz, vg, Ur, Vi z naslednjimi enadbami:

k—1

U = b Ui Lfo—i — C1 X
i=0
k—1

v =X Viyr—i— Co s
i=0

Ur = o1 1 — ur By
Vi = Art11— pux Bs
k =0,1,2, ...
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Sistem (7) moremo sedaj na kratko zapisati takole:

Axpi1 = Ao Tr41 + Urxo + ug

8
Ayr1 = Ao Y1 + Vi o + i ®

To sta nehomogeni enadbi za xx+1in Yr+1, pri Cemer je 1, enostavna izolirana
tocka spektra operatorja A. Zato sta enaébi resljivi, ¢e sta vektorja U x, + uz
in Vj x, 4+ v crtogonalna na x,. Iz tega pogoja dobimo, ¢e upostevamo defini-
cijo operatorjev Uy in Vp, sistem dveh linearnih ena¢b'za uz in Ax+1:

Ak 41— px (B1 Zo, To) = — (Uk, o)

Akt1— wr (B2 o, o) == — (v]'c: o)

®

Pri tem smo upostevali, da je x, normiran lastni vektor. Pri pogoju (5), ki ni
odvisen od indeksa k, dobimo

ur. = d (Ur — Vg, To)
2r+1 = d [(Bg %o, Xo) (Uk, To) — (B1 To, To) (V&, Xo)]

S tako izbranima uz in Ax11 moremo re$iti nehomogeni enacbi (8) v obliki

Tr+1 = (A1— Ao I)7* (Ug 20 + ug)
Y1 = (A1 — Ao D) 71 (Vi xo T+ i),

kjer je Ay zozitev operatorja A na ortogonalni komplement Hi k lastnemu
vektorju x,. Operator (41— 1o I)™! je v Hi omejen operator

| (41— I | <D

D je konéno $tevilo, ker smo predpostavili, da je 4, enostavna izolirana totka
spektra operatorja A, torej regularna to¢ka operatorja Aj.
Zdaj pa moremo oceniti polmer kroga R, v katerem so vse vrste (6)
konvergentne. Z vpeljavo oznak
K = max (| Bt |, | Ba ), Mo= || Ct | + | o} L = D 4] d| K + 1),
P = [lue] + | vk |

moremo dobiti naslednje ocene:

|ur| S [d|Pg, |Axt1| < | d| KPy
| Ur| <2|d|KPg, || V|| £2|d|KPg (10)
lacrss ||+ yrs1 || < LPx

Od tod dobimo eno samo rekurzivno oceno za Py:

k—1
Pr<X2 ) d|KLP; Py 1 + Mo LPp—4
i=0

i=
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Pri tem smo upostevali, da je

Po=”u0“+]|7)o“ |C1“+l]c2|l=Mo

Ce Se vpeljemo
N=2|d|KL+L

moremo dobljeno neenatbo popraviti tako, da dobimo

k-1
Py < NMoPi—y+ NI P;Pp_i4

i=1
ki velja za k = 1, 2,... Sedaj pa rekurzivno definirajmo Stevila My, k = 1,2, ...
z enacbo
k—1
My=NEXIM;Mp—i—1, k=1,2,... (11)
i=0

Pri tem je Stevilo M, doloteno od prej. Izkaze se neposredno, da je Pr < My
za vsak k.
Brez tezav se da ugotoviti, da poten¢na vrsta

M, + Mix + Mgx®+ ... (12)
konvergira v krogu s polmerom R, kjer je
R = 1/ (4 NM,)

Iz dobljenih ocen sledi, da je pri |¢|<<R vrsta (12) majoranta vseh vrst (6),
torej nam te vrste dolo¢ajo refitev problema (4) pri| e | <R.
2. Oglejmo si $e naslednji splosnej$i dvoparametri¢ni problem:

Ar+ A+ uB+Cax=¢e(uB1+C)x

13

Ay+ A+ uB+C)y=c(uB2+Cay ()
Za ¢ = 0 se obe enachi v sistemu ujemata. Predpostavimo, da eksistira reSitev
problema za ¢ = 0 v splos$ni obliki

2o = f (o) In To = Yo = F (1o)

pri Eemer je || ®o Il =1 in je po Se poljuben. Vsi operatorji, ki nastopajo v si-
stemu (13), naj bodo sebi adjungirani operatorji v Hilbertovem prostoru H
in razen operatorja A tudi omejeni. Tudi sedaj se izkaZe, da je w pri e=0
doloéen z limito ¢—0.

Dokazali bomo eksistenco re§itve problema (13) pri dovolj majhnih e, e
reSitev eksistira pri ¢ = 0, in Se pri nekaterih dodatnih pogojih. Spet uporabimo
perturbacijsko metodo! Re$itve is¢imo v obliki potenénih vrst (6). Ce vstavimo
te vrste v sistem (13) in izenacimo koeficiente pri prvi potenci e, dobimo na-
slednji sistem enacb:

Ax1 + (Ao + 1o B 4 C) 21 = (4o B1 + C1) o — (41 + u1 B) a0

14
Ay + (Lo + o B + C) y1 = (1o B2 + C2) xo — (A1 + w1 B) (14
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Resitev tega nehomogenega sistema eksistira pri pogoju, da sta desni strani teh
enacb ortogonalni na x,. Pri tem suponiramo eksistenco in omejenost inverz-
nega operatorja

U=1[A+ (o + uoe B+ O

na podprostoru H;, ki je ortogonalen na x,. Ortogonalitetni pogoj nam da na-
slednji sistem enac¢b za 11 in pui:

At JZ51 (B 20, 20) = Mo (B1 xo, X0) + (C1 Tos o) 15
Fim B (B 0 ) et (B B 280 - (5 25) )

Ta izprijeni sistem ima reSitev le v primeru, da se tudi desni strani ujemata.
Od tod dobimo nadaljnji pogoj
o [(B1 — Bg) o, xo)] + [(C1— Cg) X0, To] = 0 (16)
ki predstavlja transcendentno enacbo za w,. Kot dodatno zahtevo vzemimo, da
je koeficient pri u, razli¢en od ni¢ in da ima ta enacba resitev, ki jo imenujmo
kar wo. Z njo so doloceni potem tudi 4, in x, = y,. ReSitev enacbe (16) eksistira
prav gotovo v primeru, ¢e sta C; in Cz omejena operatorja, B; in Bz pa taka,
da velja Bi— B2 >dI, d > 0.
Ko je uo doloten, dobimo iz sistema (15) 11 kot linearno funkcijo argu-
menta p4:
M = a— u1 (Bxo, Xo)
kjer je @ = to (B1 Xo, To) + (Ci o, Xo) =
= o (B2 X0, o) T (C2 o, Xo)
Te vrednosti vstavimo v sistem (14), iz katerega moremo izracunati x; in yi
v linearni odvisnosti od wi. Pri tem moramo upostevati, da je U linearen
operator v Hy in zato moramo vsem ¢lenom na desni strani odSteti njihove pro-
jekcije na x,.
Splofen korak rafuna je naslednji: Vzemimo, da poznamo 4;, u;, x; in v;
zai=0,1,...,k—1in da imamo A, X% in yx izraZene kot linearne funkcije us:
Ar = ar — ux (Bxo, o)
xp = Er—urUq
Yr = Nk — urUg
kjer je q = [B — (Bxo, Xo) I] xo

Te vrednosti vstavimo v sistem enacb, ki ga dobimo iz sistema (13) pri potenci
¢t in tvorimo ortogonalitetni pogoj. Iz zahteve po re$ljivosti dobljenega
sistema dobimo enacbo za uzx, ki se glasi:

my wr + ng =0 1)
kjer je my = 2 (q, UDx,) — f8

D = p,(Bz—Bj) + (C2—Cy)

B = [(Ba— Bi) o, Xo]
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Stevilo mz o€itno ni odvisno od tekotega indeksa k, zato se dajo pri enem
samem pogoju

0 =2(q, UDx,) — =0

izra¢unati uy iz enacb (17) pri vsakem k.
Vpeljimo oznake
K = max (| By |, | Be ), Ko = max (| o By + Ci |, | o Ba + Cs )
wi= |+ fun |, o= & + e
Py = Ko up—1 + K:c:Eil i | ur—iy +j_§:11(i Ai| | wi|| B ) wr—i
Sedaj moremo vse nastopajoce koli¢ine oceniti takole:
lox | <3Py, v S| U | P

' 1 k—wl ) )
@uk!s@;Kovwzmmﬁ1a-k|nvn ID|+
[ i=1

k—1
+Z (a8 i)
2] < lax | + | ue] | B

ur < o+ 2| m| | U] q]
k=23, ...

Iz teh ocen moremo eliminirati vse koli¢ine razen Py in | uz|. Pri k = 1 imamo
posebej
Py = uo (K | o | + Ko)
1 ;
|t | £ — Ko [ U|| Py =M,y

|

Ce vpeljemo $e naslednje oznake:

K = max (1, l_<15| ||| (Ko + 2| B M, + 3 Py))
Do =max (LK |U|@|B|q|+2]|B]|+]a]+n+
1
+L1ulex]q]+x)

Dy =max (1, Kz || U | (Ko + 2K, | ¢ || + Kuo))
De=Ke| U] @K ] + K
1
D=L juj@iB|+
|9
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in popravimo obe oceni tako, da velja ena za obe koli¢ini Py in |uz | ter de-
finiramo

N = max (Py, My)

k—1 k—2 k-1 (18)
Ni=DiNy 1+ DoSN;iNy_; +DeZN;Nx—iq + D3 X N; Np—it1
i=1 i=1 i=2

velja
Pr<Ni in |ux|=< Ng

Ker je Dy vedji od 1, §tevila Nj naraséajo; zato moremo enacbo (18) poenostaviti
na en sam &len. Velja namreé, da $tevila Ry, k = 1, 2, .. ., ki zadoS¢ajo enacbam

Ri = Nj
k—1
dRr; = Rj1 + 2 R;Rp—i+1, k=2,3,...
i=2

i=
kjer je
1/d = max (Dy + Do N1 + D2 N1, Do + D2 + Ds)

ohranijo lastnost majorantnosti za Pz in | ux |, saj velja

i

Np < Rp;ok=1,2, .5
Sedaj je lahko ugotoviti, da je potencna vrsta

Ri+ Rex+ Rgxz+...
konvergentna v krogu s polmerom

R = (/d+ Ri— V/Ry?

ki je konvergen¢ni polmer tudi za vse ostale nase vrste (6).
Ugotovili smo torej, da eksistira pri nastetih pogojih neka okolica tocke
¢ = 0, v kateri eksistira resitev naSega dvoparametri¢nega problema.

LITERATURA

1. Ahiezer N. I, Glazman I. M., Teorija linejnyh operatorov v Gil’bertovom
prostranstve, Gostehizdat, 1950.

2. Arscott F. M., Two-parameter eigenvalue problems in differential equations,
MRC Technical Summary Report, No. 350, 1962.

3. Atkinson F. V., Multivariate spectral theory, fotokopija.

4, Hiller F., Schmidt A., Uber ein Eigenwertproblem linearer Differential-
operatoren mit zwei Parametern, Arch. Rat. Mech. Anal., Vel. 9 (1962), 439.

5. Meixner J., Schifke F. W., Mathieusche Funktionen und Sphéroidfunktionen,
Springer-Verlag, Berlin, 1954.

6. Titchmarsh E. C., Eigenfunction expansions II, Oxford 1952.

103



POSPLOSITEV FOURIEROVE IN LAPLACEOVE
TRANSFORMACIJE*

A. SUHADOLC in J. VRABEC

Klasi¢na Fourierova transformacija je definirana na prostoru L2 (— oo, o)
merljivih in s kvadratom integrabilnih funkecij s predpisom

F() =7 et

kjer je treba razumeti konvergenco izlimitiranega integrala v kvadrati¢nem
povpredju, to je, v smislu topologije Hilbertovega prostora L2 (— oo, o0). Kla-
siéna Fourierova transformacija ima med drugimi tudi naslednje lastnosti,
zaradi katerih je pomembno orodje uporabne matematike:

1) F(f®)=—i > F)
dx

2) F(f @)= (—ix)F(f ()
3) F(e*ktf(t) =F(f) (x + k)
4) F(f(t—h)) =" F(f)

Vendar veljata formuli 1) in 2) le za nekatere funkcije v L2 (— o0, o), formuli
3) in 4) pa le za realne k in h.

Cilj tega dela je: posplo$iti Fourierovo transformacijo na neki vedéji
prostor, na katerem bi lastnosti 1) do 4) veljale za vse elemente novega prostora
in za vsa kompleksna §tevila k, h. Klasi¢na Fourierova transformacija je tudi
zvezna. preslikava prostora L? (— oo, o0) nase, njej inverzna preslikava ima pa
podobne lastnosti kot Fourierova transformacija. Tudi novi razSirjeni prostor
moremo opremiti s tako lokalno konveksno topologijo, da je posploSena
Fourierova transformacija zvezna preslikava novega prostora nase.

Ideja, na opisani naéin raz$iriti Fourierovo in tudi Laplaceovo transforma-
cijo, ni nova. Prvi korak v tej smeri je storil J. S. Silva (1955). RazSirjava Ze
potrebuje teorijo lokalno konveksnih linearnih prostorov in teorijo Schwartzo-
vih distribucij (L. Schwartz, 1947). Na osnovi del G. K6theja in H. G. Tillmanna,
v katerih sta povezala teorijo distribucij s teorijo analiti¢nih funkecij (1952 do
1961), je G. Pantelidis (1962) posplosil Laplaceovo transformacijo na precej
obseZen razred, ki vsebuje tudi nekatere distribucije, pa tudi elemente, ki jih
ne moremo tolmaditi kot distribucije. Nase delo je nadaljevanje omenjenih
prizadevanj. Osnovna ideja temelji na dognanjih prof. H. G. Tillmanna.

Konstrukcija Fourier-Laplaceove transformacije poteka v kratkem takole:
Najprej definiramo prostore Mz,; kot prostore parov analiti¢nih funkecij f (2) =
= (fT (2), ~ (2)). Funkcija f* naj bo analitiéna za Im z > k, na premici Imz = k

#* Referat na kongresu v Sarajevu.
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Se zvezna in naj proti o ne naraséa bolj kot e''Zl. Funkcija f~ pa naj bo
analiti¢na za I,z <(—¥k, na premici Inz=—k Se zvezna in naj tudi ne
‘nara$ta bolj kot e!!zl. H naj bo unija prostorov My, ;, ko preteteta k in 1 vsa
nenegativna Stevila:
H = UDM;,;
k,l

Podprostor celih funkcij, ki ne nara$¢ajo bolj kot e¥? pri nekem k, oznaé¢imo
z G! V naslednjem bomo potrebovali $e kvocientni prostor ¥6 = H/G, kar
pomeni, da para iz H, ki se razlikujeta le za celo funkcijo eksponentnega na-
ras¢anja, identificiramo.

J6je ze prostor, v.katerem bomo definirali posploSeno Fourier-Laplaceovo
transformacijo.

Najprej definiramo pomoZne preslikave Fz,i:

Fi1 () = (F+ (&), ~ (9), Kjer je f € My,1, f = (F+, )
ik+ oo —ik4 o

.JAc+ ©) = { ft (2) ef2¢ dz ___Skﬁ (2) ez dz @)

A ik —ik
@) =—§ft()e* dz+ [f (2) et dz
ik—oo —ik— o

Fg,1(f) je par analiti¢nih funkcij, ki ne naraStata bolj kot eksponentna funk-
cija, torej spet element prostora H. Hitro vidimo tudi, da se cele funkcije iz G
preslikajo v element 0 prostora ¥6. Nato spoznamo, da moremo raz§iriti pre-
slikave F1,; na preslikavo &, ki preslika prostor ¥ vase. Ta je definirana takole:
Vzemimo element prostora 76, to je, neki razred funkeij iz H! Iz tega razreda
vzamemo poljubnega zastopnika; ta je v nekem My, ;. PoiS¢emo preslikavo Fg,;
tega zastopnika in tej transformiranki pripadajo¢i razred v H. To naj bo
slika izhodnega elementa. Pri tem se moramo seveda prepricati, da je pre-
slikava enoliéno definirana.

Definicija (2) preslikave Fi,; moéno spominja na Laplaceovo transforma-
cijo, lastnosti preslikave & pa so podobne lastnostim klasiéne Fourierove trans-
formacije. Zato imenujemo preslikavo & Fourier-Laplaceovo trasformacijo.

Fourier-Laplaceova transformacija & je definirana na vsem prostoru %.
Lastnosti (1), o katerih smo govorili v zacetku, veljajo za naSo transformacijo
za vse elemente prostora %6 in za poljubni kompleksni stevili k in h, kot se
moremo prepri¢ati s povsem elementarnim ra¢unom.

V prostor 76 vpeljemo tudi neko lokalno konveksno topologijo takole:
Prostori Mp,; so Banachovi prostori, ¢e vpeljemo normo para f= (f,f)
s predpisom

| fliz.e=sup(|f(2)]e LIz
[Imz>k

Ce je k< gin 1 < h, velja My,; €My, Preslikava I, Ki priredi paru f € Mg,;
kar isti par v My, je linearna zvezna preslikava ter celo kompaktna. Iz
sploSne teorije linearno konveksnih prostorov vemo, da eksistira tedaj induk-
tivna limita prostorov Mz, ;, ki je ravno unija prostorov My, 3, topclogija v H pa
je lokalno konveksna:

H = lim ind Mg,; = U My,
k1 k1



Nato pokazemo, da je podprostor G celih funkcij eksponentnega naraScanja
v topologiji induktivne limite zaprt podprostor v H. Zato je kvocientni prostor
6 = H/G, opremljen s kvocientno topologijo, zopet lokalno konveksen prostor.

Sedaj Ze imamo topologijo v prostoru@. Fourier-Laplaceova transforma-
cija & je v tej topologiji zvezna preslikava prostora @6 vase.

Radi bi e videli, da je Fourier-Laplaceova transformacija res razsirjava
klasi¢ne Fourierove transformacije. Najprej pokaZemo, da vsebuje prostor ¥
podprostor, ki je izomorfen prostoru L2 (— oo, c0). Topologija induktivne limite
na tem podprostoru je SibkejSa od topologije v L? (— oo, o0). Najtezji korak je
dokaz, da je ta podprostor, ki je izomorfen L2 (— o0, o), v smislu topologije
induktivne limite v 96 gost podprostor v Z6. Naslednji korak je dokaz, da
klasitna in Fourier-Laplaceova transformacija sovpadata na elementih pod-
prostora, ki je izomorfen L2 (— o0, 00),

Ker klasi¢na in Fourier-Laplaceova transformacija sovpadata na pod-
prostoru, ki je gost v %6, moremo tolmaciti Fourier-Laplaceovo transformacijo
kot razSirjavo po zveznosti klasi¢ne transformacije na ves prostor %6.

Klasi¢na Fourierova transformacija je izomorfizem v L2 (— oo, o0). In-
verzna transformacija F~! je dana s predpisom

1 = :
Ff) = - [j@ewar

Popolnoma analogno, kot smo konstruirali Fourier-Laplaceovo transformacijo,
moremo konstruirati tudi inverzno Fourier-Laplaceovo transformacijo 1. Ta
ima vse analogne lastnosti. Obe sta razsirjavi po zveznosti klasi¢nih Fourierovih
transformacij, zato tudi zanju velja, da preslikata prostor 7 enoli¢no in
obratno enoli¢no nase, sta torej druga drugi inverzni: &1 = G1G = I, kjer
smo z I oznadili identi¢no preslikavo v prostoru %6.

Konéno Se dokaZzemo, da v prostoru &6 ni podprostora, na katerem bi
imeli transformaciji & in G~! lastnosti 1) do 4). V tem smislu je torej kon-
struirani prostor ¥6 minimalen: je najmanjSa razSirjava prostora L2 (— oo, o0),
taka, da veljajo za posploSeno Fourierovo transformacijo & lastnosti 1) do 4)
brez omejitev.
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PRIKAZ TEORIJE GRAFOV II
JOZE VRABEC

V drugem delu ¢lanka o grafih bomo poizkusili prikazati del uporabe

teorije grafov. Vsi grafi in multigrafi, o katerih bomo govorili, bodo povezani,
zato tega niti ne bomo posebej omenjali.

1. Eulerjeve poti

Ozemlje, na katerem je lezalo nemsko mesto Konigsberg v prvi polovici
18. stol., je priblizno tako, kot je narisano na sliki 1:

A

’@? D ¢
E

S

Slika 1 Slika 2

Pregel

Reki Alter Pregel in Neuer Pregel se tu zdruzita v Pregel in na sotodju
oblivata otok Kneiphof. Kténigsberg leZi na bregovih, ki so na sliki 1 oznadeni
z A, B in C ter na otoku D. Tedaj je imelo mesto sedem mostov, kot je na-
risano. Mes$¢ani so se — za zabavo seveda — precej dolgo ubadali s problemom,
ali se ¢lovek lahko sprehodi po Koénigsbergu tako, da gre ¢ez vsak most
natan¢no enkrat. Ko je pa za ta problem izvedel Leonhard Euler, ga je seveda
hitro ugnal: dokazal je, da tak sprehod po mestu ni mogoé. Seveda pa se ni
posvetil izkljuéno problemu kénigsberskih mostov, ampak je razvil célo majhno
teorijo, ki nam pomaga re§iti Se ve¢ sorodnih problemov. To svoje delo je
Euler objavil leta 1736 pod naslovom Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis v Commentarii Academiae Petropolitanae (glasilo peterburske aka-
demije, katere clan je bil Euler). Ta ¢lanek pomeni zaletek teorije grafov.

Oglejmo si zdaj Se mi to teorijo! Za¢nimo kar pri konigsberSkem problemu.
Ker so za nas vazni le mostovi, lahko sl. 1 nadomestimo z multigrafom, ki je
na sl. 2. Vozli§¢a pomenijo bregove (oziroma otok), veje pa mostove. Sprehod
po mestu, pri katerem ne gremo cez noben most veé¢ kot enkrat, pomeni pri
multigrafu zvezno zaporedje vej, v katerem nastopi vsaka veja kvedjemu
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enkrat. Tako zaporedje vej pa smo imenovali pot. Treba je torej poiskati pot
po multigrafu na sliki 2, ki bo vsebovala vse veje multigrafa.

V zbirkah zabavnih nalog najdemo Se dosti takih problemov, ki so na
las podobni problemu o konigsberskih mostovih. V najoZji zvezi s temi nalogami
so Se naslednje: Narisite dano figuro — npr. katero od tistih, ki so na sliki 3 —
v eni potezi, to je brez prestavljanja svin¢nika in ne da bi ponovno vlekli
po Ze narisanih ¢rtah. Najbolj znana je verjetno »svetilka« ali »uta« na sl. 3 a.
Pri taki nalogi ni niti treba narisati ustreznega multigrafa, kot smo napravili
zgoraj pri problemu konigsber$kih mostov, ker je multigraf Ze figura sama.

a b c d

Slika 3

Nasa naloga je torej poiskati pogoje, pri katerih eksistira v danem multi-
grafu pot, ki vsebuje vse veje. Tako pot bomo imenovali Eulerjeva pot. Ce je
zakljudena, to je, &e sta zadetek in konec isto vozlisce, ji pravimo tudi Eulerjev
cikel.

Izrek 1. V multigrafu eksistira Eulerjev cikel tedaj in le tedaj, ko ima
multigraf sama soda vozlisca.

Vozlii¢e imenujemo sodo, ¢e ima sodo stopnjo, to je, ¢e se v njem stika
sodo Stevilo vej.

Dokaz: Naj v danem multigrafu eksistira Eulerjev cikel C. Dokazati
moramo, da so tedaj vsa vozlis¢a soda. Vzemimo poljubno vozlis¢e u! Vsakié,
ko gre C skozi u, porabi dve razli¢ni veji, eno pri vhodu in eno pri izhodu.
Naj gre C n-krat skozi u (n=1). Ker vsebuje C po definiciji Eulerjevega
cikla vse veje, ki se stikajo v u, je stopnja tega vozliséa d (u) = 2 n.

Doka¥imo izrek $e v obratni smeri! Vzemimo poljuben multigraf (V, @),
ki ima sama soda vozlis¢a! Konstruirati moramo cikel, ki pokriva ta multigraf.
Izberimo poljubno vozlisée ai! Sestavili bomo neko pot, ki se bo zacela v ai.
Krenimo iz a; po poljubni veji, ki ima ay za krajiS¢e! Ko pridemo v drugo
krajisée te veje — imenujmo ga b — nadaljujmo pot po poljubni drugi veji,
ki ima: b za kraji§¢e! Ta postopek ponavljamo. Pri vsakem koraku podaljSamo
pot s poljubno vejo izmed tistih, ki se stikajo v vozliS¢u, v katerega smo prav-
kar prispeli; le na to moramo seveda paziti, da nikdar ne izberemo veje, ki
smo jo Ze kdaj prej uporabili. Pot nadaljujemo, dokler moremo, to je, dokler
ne pridemo do vozliséa — recimo mu u —, iz katerega ne izhaja nobena prosta
veja ve¢: Opravljeno pot oznat¢imo s Ci. Dokazali bomo, da je u = a1.

Pa vzemimo, da je u==a;! Recimo, da smo $li pri gibanju po poti Ci
n-krat (n > 0) skozi u, preden se je pot v tem vozliS8¢u koncala. Pri vsakem
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obisku smo porabili dve od tistih vej, ki se stikajo v u: eno pri prihodu in
eno pri odhodu. Pri n prehodih smo torej porabili 2 n vej. Ker se po privzetku
stika v u sodo Stevilo vej, je po n prehodih ostalo Se sodo Stevilo vej nezase-
denih. Ker je kaka veja gotovo Se ostala (kajti na koncu pridemo Se enkrat
v u), sta ostali najmanj dve. Potem pa ni mogoce, da bi tedaj, ko naslednji¢
pridemo v u (in pri tem porabimo samo eno vejo), ne imeli nobene proste
veje ve¢ na razpolago. To protislovje dokazuje, da je res u = ai, in pot C
je cikel.

Mogoce je, da cikel Ci pokriva ves multigraf (V, @). V tem primeru je nasa
naloga Ze opravljena. V sploSnem pa bo seveda ostalo v multigrafu Se nekaj
vej, ki jih cikel Ci ne bo pokril. V tem primeru izrezimo veje cikla Ci iz
multigrafa. Ostane nam neki podmultigraf (V, @;). Ker ima vsak cikel sama
soda vozliS¢a, kot smo Ze zgoraj pokazali, ostane tudi potem, ko smo izrezali Cy
iz multigrafa (V,®), okoli vsakega vozliS¢a sodo Stevilo vej. Podmultigraf
(V, ®1) ima torej tudi sama soda vozlis¢a. Ker je multigraf (V, @) povezan, se
najmanj ena veja iz @, »dotika« cikla Ci, to je: na Ci lezi neko vozliSée ag,
ki je krajis¢e neke veje iz Q. Konstruirajmo zdaj pot po multigrafu (V, Q1),
podobno kot smo prej Ci: zaetek naj bo v ag; pri vsakem koraku zvezno
podalj$ajmo pot s poljubno vejo iz Q1, ki jo do tedaj Se nismo porabili; ustavimo
se Sele tedaj, ko ni mogoce vet¢ dalje. Dobljeno pot ozna¢imo z Sp! Isti pre-
mislek kot zgoraj nam pove, da je Sa cikel. (Podmultigraf (V, @) sicer ni
nujno povezan, vendar to ni¢ ne moti) Zdaj pa bomo cikel Ci povecali do
nekega cikla Cp po multigrafu (V, Q): Ce naj se zatne pri a1, naj poteka po Cj,
dokler prvi¢ ne pride v agz; nato naj opiSe cikel Sz in potem nadaljuje po Ci
od apz naprej, dokler se zadnji¢ ne vrne v a;. Ce tudi Ce $e ni Eulerjev cikel,
izrezimo zdaj Cz iz multigrafa (V, @)! Ostane nam neki podmultigraf (V, Q2).
V njem konstruiramo cikel S, ki ima s Cz neko skupno to¢ko as (S3 sestavimo
podobno, kot smo prej Se). Nato povetamo Cs z S3 do nekega cikla Cs itd.
Po nekaj korakih bomo gotovo prisli do nekega cikla, npr. C,, ki bo pokrival
ves multigraf. Izrek je tako dokazan.

Iz tega izreka sledi npr., da se dasta narisati v eni potezi figuri s sl.3b
in 3d. Zatnemo lahko v poljubni to¢ki; na koncu se nam svinénik vrne
v zacetno tocko.

Izrek 2. V multigrafu eksistira Eulerjeva pot, katere zacetek in konec sta
razliéni vozlidéi, tedaj in le tedaj, ko ima multigraf dve lihi vozlis¢i. Krajisci
poti sta obe lithi vozliséi.

Dokaz: Enako, kot smo zgoraj ugotovili, da ima vsak cikel sama soda
vozli§éi, vsa ostala njena vozli§éa pa so soda. Ce zdaj taka pot pokriva ves
multigraf, bo pa¢ tudi za multigraf veljalo, da so soda vsa njegova vozlis¢a

Pri dokazu izreka v obratni smeri se bomo naslonili na izrek 1. Vzemimo
poljuben multigraf, ki ima dve lihi vozli§¢i! Dodajmo mu Se eno vejo, ki bo
vezala obe lihi vozli§¢i! Dobimo veéji multigraf, ki ima samo soda vozlis¢a. Po
izreku 1. obstaja Eulerjev cikel po tem multigrafu. Ce temu ciklu spet
odvzamemo tisto dodatno vejo med obema lihima vozliS$¢ema prvotnega multi-
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lihi vozliséi.
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