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DIOFANTSKE APROKSIMACIJE
JOZE GRASSELLI

1. Za iracionalno $tevilo a so veckratniki a, 2, 3¢,..., na,... iracionalna
Stevila in zato razli¢ni od vsakega celega §tevila. Ali pride kateri teh veékrat-
nikov poljubno blizu celemu tevilu? Ce ima to vprasanje pritrdilen odgovor,
morata za vsak pozitiven ¢ obstajati celo $tevilo a in naravno tevilo b, za
kateri je

|ba—al<e (1)

To oceno moremo pisati v obliki

a &
o 2
|a bI = @)

kar pomeni, da ulomek a/b pribliZa iracionalno $tevilo « z napako &/b. Kadar
vemo, da za neki ulomek a/b, b >0, velja druga neenatba, iz nje takoj sledi
prva neenacba. Zato maremo gornje vpraSanje tudi takole postaviti. Ali lahko
za vsak pozitiven ¢ najdemo ulomek a/b, b > 0, ki izpolnjuje neenadho (2)?

Odgovor je v izreku: Ce je a iracionalno $tevilo, je meskonéno ulomkov
s pozitivnim imenovalcem b, ki zadovoljuje neenadbo

a 1
P s
R &)

Pri b =1 sta dva ulomka, ki ustrezata neenacbi (3), namre¢ obe celi
Stevili, med katerima leZi a. Pri fiksnem b = b,, by = 2, kvecjemu en ulomek
a/b, izpolni to neenadbo. Stevilo o le% namre¢ med sosednjima ulomkoma
z imenovalcem b, a ne na sredi. NajbliZji ulomek z imenovalcem b, je tedaj
od a oddaljen manj kot 1/2 b,, za vsak drug ulomek z imenovalcem b, pa je ta
oddaljenost > 1/2 b, = 1/bs2. Od ulomkov s fiksnim imenovalcem b, izpolni
torej neenacbo (3) kvefjemu S$tevilu e najbliZji ulomek. Ce ta ni dober, pri
izbranem b, neenactba (3) nima resitve. Morda je takih izjemnih imenovalcev
celo neskonéno. Toda izrek zagotavlja, da, ko vedamo b po naravnih Stevilih,
zmeraj spet prihajajo b, ki dajo reSitev. Imamo torej neskonéno zaporedje
imenovalcev by <bz <bs... in pripadajote jim neskonéno zaporedje razliénih
ulomkov a;/b;, as/bs, as/bs,..., katerih vsak izpolnjuje neenacbo (3). To je
obSirneje povedana vsebina izreka. Za dovolj velike b je 1/b<<¢ in iz ne-
enatbe (3) takoj dobimo neenagbo (2). Izrek torej pove, da je za vsak pozitiven &
neskon¢no ulomkov a/b, ustrezajodih pogoju (2) oz. (1). S tem pa izrek daje
tudi odgovor na v zadetku postavljeno vprasanje. Ce je a iracionalno Stewilo,
lahko za vsako pozitivno Stevilo ¢ dobimo neskonéno takdnih naravnih $tevil b,
da se veckratnik ba razlikuje od celega 3tevila absolutno za manj kot &. Ko se
v zaporedju o, 2¢, 3¢,... pomikamo k ¢lenom z vse vi§jim indeksom, na-
letimo vedno znova na ¢lene, ki so skorajda cela $tevila.
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Dokaz izreka, ki- smo ga navedli, je preprost. Imejmo dano iracionalno
$tevilo o in si izberimo kak3no naravno $tevilo n. Naj pomeni [x] celi del
Stevila x, tj. najve&je celo Stevilo, ki ne presega x. Stevila

0,a—[e], 2a—1[2¢a], 3a—[3al,...,ma—[na] (4)

so vsa razliéna in leZe na intervalu s krajiS¢ema 0 in 1. Razdelimo ta interval
na n podintervalov, vsak dolZine 1/n. Ker je v (4) razlitnih Stevil n + 1,
podintervalov pa je n, sta vsaj na enem podintervalu dve od Stevil (4). Denimo,
da sta to ha—[ha], ka—[ka]. Tedaj sta h, k celi Stevili med 0 in 7 in
npr. h >k = 0. Pisimo h—k = b, [ha] — [k o] = a. Seveda sta a, b celi Stevili,
razen tega je

0<b=n (5)

saj je n=h>k=0. Stevilo ha—[ha] je zaradi h>0 iracionalno. LeZi
torej znotraj podintervala, na. katerem se nahaja ka—[k¢] in zato je odda-
ljenost med obema $teviloma manjsa od 1/n. Tako dobimo

[ha——-[ha]—(ka—[ka])]:|ba——a.|<1/n (6)
Ce tukaj delimo obe strani z b in upostevamo oceno (5), pridemo do neenatbe

Pr.— Ry 0
b nb b?

Tako smo ugotovili, da lahko najdemo za vsako iracionalno Stevilo ¢ in za
vsako naravno §tevilo n tak ulomek a/b s pozitivhim imenovalcem b < n, ki
ustreza pogoju (7) in s tem tudi pogoju (3). Treba je Se izpeljati, da je takih
ulomkov neskonéno. To je hitro opravljeno. Ce vzamemo, da bi jih bilo samo
kon¢no mnogo, npr. ai/bi, aa/bg, ..., ¢n/bm, moremo namre¢ najti od vseh teh
ulomkov razli¢en ulomek a/b, ki tudi izpolni pogoj (3). Izberimo paé tako velik
naraven n, da bo 1/n manjsi od Stevil

b

Qs
—_— a——1,.. a— —
Lot | | bzl | =

Pravkar smo videli, da obstaja za ta n ulomek a/b, ki izpolnjuje neenacbo (7).
Otitno je ulomek a/b razliten od ulomkov ai/by,..., an/by in tudi izpolni
pogoj (3). Vidimo, da vsaki kon®ni mnoZici razli¢nih ulomkov, ki ustrezajo
neenadbi (3), lahko pridamo nadaljnji, od vseh ulomkov mnoZice razlien
ulomek, za katerega tudi velja neena¢ba (3). Ulomkom, ki ugode tej neenacbi,
torej ni kraja. Izrek je dokazan.
Natanéneje govori o aproksimaciji iracionalnih $tevil z ulomki naslednji
izrek.
Za vsako iracionalno $tevilo a je meskonéno ulomkov a/b, ki ustrezajo
neenacbi
lo— &< =
b |56

Ce nadomestimo 1/5 s kak$no veljo konstanto, izrek ni vec resnicen.

®)
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DokaZe se ta izrek, ki ga pripisujejo A. Hurwitzu, z naslonitvijo na last-
nosti veriznih ulomkov ali pa se uporabijo lastnosti Fareyevih zaporedij. Tukaj
dokaza ne bomo navajali. Ce v neenacbi (8) zamenjamo [/5 z vecjim Stevilom,
Ze obstoje iracionalna Stevila, pri katerih tako poostreni pogoj (8) izpolni le
konéno ulomkov. Teh izjemnih iracionalnih $tevil je Stevno mnogo, ¢e vzamemo
v (8) namesto ]/5 kaksno S$tevilo, ki je vecje od 1/5 pa manjSe od 3. Ako pa
nadomestimo ]/5 s konstanto = 3, je izjemnih iracionalnih $tevil ve¢ ko Stevno
mnogo. Niso pa nikdar med izjemnimi vsa iracionalna Stevila.

Doslej smo govorili o aproksimaciji poljubnih iracionalnih stevil z ulomki.
Kot je znano, razpadejo iracionalna S$tevila na algebrajska iracionalna $tevila
in na transcendentna S$tevila. Poglejmo nekoliko, kaj je znanega o aproksima-
ciji algebrajskih iracionalnih $tevil. Do prvih izsledkov v tej smeri je priSel
J. Liouville sredi prejSnjega stoletja. Ugotovil je namre¢, da pripada vsekemu
algebrajskemu $tevilu a stopnje n = 2 tak$na pozitivna konstanta c¢, da ima
neenacba
c

9
= ©)

la— 2| <
b s
le konéno refitev v ulomkih a/b, b > 0. To moremo takole spoznati. Algebrajsko
$tevilo a stopnje n je koren neke enaébe stopnje n
file) = 0} f(x)=coxPtecial k... 1T cn (10)
ki ima za koeficiente co,ci,..., ¢, cela Stevila in je v obsegu ulomkov ne-
razcepna. Zaznamujmo korene enatbe f(x) = 0, katerih nobeden ni racionalno
Stevilo, z a, ag, ag, . . ., ay. Potem lahko piSemo

f@x)=co(x—a)(x—a)...(x—a)

Ce postavimo za x ulomek a/b, b >0, je

()

Ce je ulomek a/b takSen, da je ia—%l< 1 in torej [%\<|a| 1, dobimo iz

a a a
=|c||la— =||laee—=|...|lan— —
eolla— Eja—2 . Ja— 2|

zadnje enacbe .
’f(f’_) <lc°l(la|+1+lazl)-'-(]a|+1+{an!)!a_ﬁ o
b . (1)
=d‘1|a_g!
b

Z d~' smo oznatili produkt vseh faktorjev razen zadnjega v srednjem: &lenu
pri (11). Ogitno je d*>|c,| =1 in d <1. Ker enatba f(x) = 0 nima korenov
med ulomki, je Stevilo

b’nf (%) =c0a.n+c1aﬁ—1b+...+cnb."
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od ni¢ razlitno in celo. Zato je

Mf6)21 12)
Iz (11) in (12) sledi
la—2|>2
b b

Ta neenalba je izpolnjena za vsak ulomek a/b, pri katerem je |a—a/b|<<1.
Ker pa je d <1, ji ustrezajo tudi vsi ulomki a/b, za katere velja | a —aib | > 1.
S tem je Liouvillova trditev dognana, kcnstanta ¢ je kar d. Za ¢ = d sploh
ni ulomkow, ki bi izpolnili neenacbo (9).

Liouvillova ugotovitev je doZzivela ve¢ sijajnih dopolnitev. Najprej je
A. Thue v zatetku tega stoletja dokazal, da ima neenacba (9) za vsako po-
zitivno konstanto ¢ konéno mnogo reSitev v ulomkih, ¢e je le algebrajsko
Stevilo o stopnje n = 3. Izkazalo se je torej, da konstanta c¢, ki igra pri
Liouvillu nemajhno vlogo, za resni¢nost ugotovitve ni vazna. Da je moral Thue
izvzeti lalgebrajska Stevila stopnje n = 2, je takoj jasno, ¢e se spomnimo

i
Hurwitzevega izreka. Tam smo videli, da ima neenac¢ba (9) pri ¢ = —5 inn=2

neskoné¢no resitev v ulomkih za vsa iracionalna Stevila, torej tudi za algebrajska
Stevila stopnje 2.

Okrog leta 1920 je C. L. Siegel Se z neke druge strani izboljsal Liouvillovo
ugotovitev. Posre¢ilo se mu je precej zmanjSati eksponent n v neenacbi (9),
ne da bi prizadel njeno veljavnost. Ce ima algebrajsko $tevilo a stopnjo
No = 3, ima neenacba (9) npr. pri ¢ = 1 za n = 2 neskonéno reitev v ulomkih,
pri n = n, pa je teh reSitev kon¢no mnogo. Ali je Stevilo reSitev konéno tudi
Ze pri kakem n, ki je manj§i od n,? Ta problem je reSeval Ze Thue, njegov
izsledek pa je mocno izboljSal Siegel, ko je naSel, da Liouwvillova ugotovitev
Se zmeraj drzi, ¢e vzamemo v neenacbi (9) za konstanto ¢ = 1, v eksponentu
na desni strani pa namesto stopnje n algebrajskega Stevila a poljubno vrednost,
vedjo od katerega Stevil

L MR BN PRSI TR S SR g (13)
2 3 4 n—1 n

Da se sme vzeti n/2 + 1 je dokazal Ze Thue. Toda med Stevili (13) so taksna,
ki so pri =17 dosti manj$a od n in od n/2 + 1, takio da je s Siegelovim
odkritjem bil doseZen velik napredek.

Nadaljnje raziskave so zbudile misel, da je najbrZ eksponent n v neenadbi
(9) pri ¢ =1 sploh neodvisen od stopnje iracionalnega algebrajskega S$tevila.
Zmeraj bolj se je utrjevala dommneva, da drzi Liouvillov izrek pri ¢ =1 Ze za
vsak eksponent n>2. Vendar tega dolgo ni bilo mogote dokazati. Da je
domneva pravilna, je potrdil leta 1955 K. F. Roth, ko je dokazal naslednji izrek.
Ce je a iracionalno algebrajsko $tevilo in & poljubno pozitivno Stevilo, je samo
konéno mnogo ulomkov a/b s pozitivnim imenovalcem b, ki izpolnjujejo
neenacbo

; a 1
la—— | <<

b T p2to

(14)
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Zaradi razlogov, ki smo jih omenili, Rothov izrek pogosto imenujejo tudi
Thue-Siegel-Rothov izrek. Ker ima neenatba (14) samo kon¢no reSitev, bi bilo
zanimivo vedeti, koliko je resitev pri danem ¢ in 8. Ocena za Stevilo reSitev je
sedaj znana le za nekatere posebne primere.

Rothov izrek ima Se neko posledico. Ce sretamo tako iracionalno Ste-
vilo 8, da je za neskonéno ulomkov a/b, b >0

a 1
e
B—21<

pri kakSnem n > 2, potem S ni algebrajsko, pa¢ pa je transcendentno Stevilo.
Vendar lahko na ta nacin le redko ugotovimo transcendentnost kakega danega
Stevila. Tudi mnoga transcendentna §tevila imajo namre¢ lastnost, ki jo za
iracionalna algebrajska Stevila opisuje Rothov izrek.

2. Ce je a iracionalno $tevilo, so njegovi ulomljeni deli

a—[a],2a—[2a],{3a—[3a],...,'n.a—[na],... (15)

sama razliéna Stevila iz intervala med 0 in 1. Kako so posejani ulomljeni deli
na tem intervalu? Kje so npr. stekalis¢a zaporedja ulomljenih delov? Odgowvor
-na ta vprasanja zahteva nekaj priprav.

Naj bo dano zaporedje

B1, B2, B3y oy By - (16)

katerega ¢leni so vsi med 0 in 1. Vzemimo zdaj na intervalu [0, 1] poljuben
podinterval I, njegova dolZzina naj bo y (I). Med prvimi n ¢leni zaporedja naj
jih bo N (I,n), ki leZe na podintervalu I. Pravimo, da je zaporedje (16)
enakomerno porazdeljeno modulo 1, ¢e je za vsak podinterval I, ko narasta
n — o0,

N (I, n)

lim — =y (I)
n

Pri zaporedju, katerega ¢leni niso vsi med 0 in 1, govorimo o enakomerni
porazdelitvi modulo 1, kadar so ulomljeni deli &lenov zaporedja enakomerno
porazdeljeni modulo 1. Velja izrek:

Za wvsako iracionalno Stevilo je zaporedje ulomljenih delov enakomerno
porazdeljeno modulo 1.

Od tod je jasno, da pridejo ulomljeni deli iracionalnega Stevila poljubno
blizu vsakemu $tevilu intervala [0,1] in da je vsako Stevilo tega intervala
stekali§¢e zaporedja ulomljenih delov. Vendar pove izrek Se veé. Namred, da so
ulomljeni deli iracionalnega S$tevila na intervalu [0,1] povsod enako gosto
posejani. Za zelo velik n je N (I,n)=ny (I). Na vsak podinterval I z isto
dolZino y (I) pade torej pribliZno enako mnogo izmed prvih n ¢&lenov za-
poredja (15). Dokazati je mogote izrek na razli¢ne nadine. Posebno zanimiv je
Weylov dokaz. Morda ni najkrajsi iny najbolj elementaren, je pa pregleden in
zaradi mogotih posploSitev Siroko uporaben. Razen tega imamo v njem zanimiv
zgled uporabe Fourierovih vrst.
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Jedro dokaza tvori pomozni izrek: Realna Stevila fi, B2, 03, ... so enako~
merno porazdeljena modulo 1, ¢e je za vsako naravno Stevilo k

i 2 fexp (22 i ) +exp@mikp) +... +exp @Quikf)] =0  (17)
n

ko naraS¢a n — oo (i imaginarna enota). Pogoj (17) je torej zadosten za enako-
merno porazdelitev Stevil S1, Se, f3, . . . modulo 1.

Denimo, da pomozZni izrek drZi in izpeljimo odtod osnovni izrek. Izradu-
najmo izraz v oglatem oklepaju v (17) za f1=aqa, fo=2a, f3 = 3 a itd., pri
Cemer je a iracionalno $tevilo. Dobimo geometrijsko vsoto, ki jo lahko ocenimo

lexp@nika) + exp(2nik2a) +... + exp@nikna)| =
e-xp(2nik(n+l)a)—e'xp(2n1}ka)'< 2

= c (k, a)

exp @ mika)—1 " |lexp@mika)—1]

Stevilo ¢ (k, a) je od n neodvisno in njegov imenovalec je od 0 razlien, ker je a
iracionalno in k naravno Stevilo. Torej gre c(k, a)/n —0; ko n nenehno na-
raSc¢a. Tako dobimo pri n — o

lim | exp 2 ik @) + exp @ @ik 2a) + ...+ exp (2 wikna) | < lim clben) _p
n
Po pomoznem izreku sklepamo, da je zaporedje @, 2a, 3 a,... enakomerno

porazdeljeno modulo 1. Osnovni izrek je dokazan.
Oglejmo si Se dokaz pomozZnega izreka. Za poljubno pozitivno Stevilo p,
ki ne presega 1, naj pomeni J interval 0 < x <<y. Od ulomljenih delov prvih n
&lenov zaporedja Bi1, B2, B3, ... leZijo morda nekateri na intervalu J. Stevilo
le-teh smo Ze prej oznaéili z N (J, n). Najprej hocemo ugotoviti, da iz enacébe (17)
sledi
n

(18)

pri n — oo,

Ce je y =1, je J interval [0,1) in zato (18) velja. Naj bo torej y <<1.
Vpeljimo periodi¢no funkcijo g (x), ki ima periodo 1, na intervalu [0, 1) pa je
definirana s predpisom
lpri oS ax<<y

9@ = {0 priy S <1

Ce lezi ulomljeni del &tevila 8; pod 7, je g(8j) = 1, &e pa je njegova vrednost
=7, je g(B;) = 0. Zato imamo

NW@,n)=9g@)+gB)+...+g(6)=29(B) (19)
Da spravimo N (J,n) v zvezo z dolzino intervala J, vpeljemo zvezni funkciji
f (x), h (x), ki aproksimirata funkcijo g (x), Potek obeh funkcij je viden s slike 1,

za primerjavo pa je dodan Se diagram funkcije g (x), vse za interval od 0 do 1.
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Zunaj intervala [0, 1) funkciji f (x) in h (x) nadaljujemo periodi¢no s periodo 1.
Za vsak x velja potem

f@ =g =h@ (20)
4-9L——~ ' {llx) I
o
} |
| i
| |
| ]
| |
I l \
] !
B S o € e i
Slika 1

Razvijmo f (x) v Fourierovo vrsto! Dobimo
f(x) = ap + = (ax cos 2 7w kx + by sin 2 & kx) (21)

Pogled na diagram pokaze, da je
1
= [f@)de=y—e (22)
0

Koeficienti z indeksom k = 1 pa so absolutno omejeni in noben ne preseZe
neke vrednosti A
lax| <4, |bx|< A, k=1,23,... (23)

Funkcija f(x) ima vse lastnosti, ki zagotavljajo, da je njena Fourierova
vrsta enakomerno konvergentna. Vsota ¢lenov od dovolj poznega indeksa M
naprej je zato pri vseh x absolutno pod e, torej je

|2 (axcos2mkx + brsin2m k) | <& (24)

ko tete indeks k od m = M naprej do neskonéno.
Vstavimo zdaj v Fourierovo vrsto (21) x = fj, tj. j-ti &len danega za-
poredja. Dobimo

f(Bi) = ao + 2 (arcos2n k f; + b sin 2z k ;)

Razbijmo vsoto, v kateri te¢e indeks k od 1 do oo, nal dva dela. V prvem
delu naj bodo ¢leni z indeksom od 1 do M, v drugem delu pa vsi nadaljnji
¢leni. Zaradi enakomerne konvergence vemo, da je drugi del absolutno pod e.
Ce upostevamo, kar smo za a, izraé¢unali v (22), in $e, da je f (x) nenegativna
funkcija, dobimo '

FB)=1fB)| =2y —e—|Z(ancos2akf; +brsin2akfy)|—e (24)
Vsota se nana$a na ¢lene z indeksom k od 1 do M.
Vzemimo zdaj j = 1, 2, ..., n. Za vsako od Stevil f (81), f(B2), ..., f (Bx) velja

ocena (24) z ustreznim indeksom. Zato lahko vsoto teh Stevil ocenimo takole
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SfB)zny—e—2|Z(ancos2nkf +bpsin2akp)|—ne (25)

Sestevati je treba na levi in v zunanji vsoti na desni po indeksu j od 1 do =,
v notranji vsoti na desni pa na indeks k od 1 do M. Dvojna vsota na desni
je torej konéna in moremo v njej vrstni red seStevanja zamenjati. Potem
se dvojna vsota glasi

2.|a;k2c»os2nkﬁj+bik an'n2nkﬁj! (26)

Tukaj seStevamo znotraj na j od 1 do n in nato na k od 1 do M.
Pogoja (17) do sedaj Se nismo uporabili. Na tem mestu bomo z njim
ocenili dvojno vsoto (26). Po Eulerjevi formuli lahko pogoj (17) zapiSemo v obliki

lim%E [cos@mkp;) +isin(rkfp)]=0 1

pri-n — oo, seStevati pa je treba pri fiksnem n po indeksu j od 1 do n. Na levi
strani stoji kompleksno 3tevilo, ki je 0. Torej mora biti realna in imaginarna
komponenta ni¢. Pri Ze izbranih ¢ M je tedaj za vsak n, ki ni manj$i od
nekiega naravnega Stevila B

1 11
ZSarcos2akf | <5 in |~ Sbrsin2akp | <= @7
n M n M

ko seStevamo na j od 1 do n = B.
Upostevaje (27) lahko absolutno vrednost pod znakom vsote v (26) takole
ocenimo

laxZcos2ak fj + br Ssin2ak f;| §1ak;%§+ ym%‘ (28)

Da dobimo oceno za vsoto (26), moramo se$teti ¢lene iz (28) pri k =1,2,..., M.
Ker pa smo v (23) nasli, da absolutni Fourierovi koeficienti az, bx ne presegajo
Stevila A, je dvojna vsota (26) manjS$a ali kvedjemu enaka 2Acn. Ce to
ugotovitev upostevamo v enacbi (25), dobimo oceno

SfB)=n(y—e —2Acn—ne=n(y—2c—2Ac¢) (29)

Funkcija h (x) je po lastnostih enaka funkciji f(x). Zato moremo zgornje
sklepanje pri njej ponoviti in, ¢e ocenjujemo navzgor, pridemo do neenacbe

ShB)<ny+2:+245%) (30)

Ker je po (20) funkcija g (x) zmeraj med f(x) in h (x), sklepamo iz ocen
(29) in (30), da je

1
y—2:—2Ae<-ZgB)<v+tet2Ac (31)
n
To pa lahko zapiSemo zaradi (19) vt obliki

}'-~~26—2A5§M§y+28+2A6 (32)
n
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Najdena ocena velja za vsak pozitiven ¢ in dovolj velik n. Torej ima. koli¢nik
v sredini limito ¥. S tem smo pa dokazali, da drZzi ena¢ba (18).

Zaporedje f1, B2, fs, ... je enakomerno porazdeljeno modulo 1, ¢e za vsak
podinterval I intervala [0, 1) teZi koli¢nik N (I, n)/n pri nara$tajofem n proti
dolZzini y (I) podintervala I. Nasli smo, da za podintervale, ki imajo cbliko [0, ),
0<<y<<l1, to drz. Interval J je namreé¢ te vrste. Ker je za vsak $e takc
majhen pozitiven ¢ vedno [0, y) < [0, 7] [0,y + &), je jasno, da velja (18) prav
tako za podintervale K = [0,7],0 <y <<1l. Ker se da vsak podinterval I
izraziti kot razlika intervalov J in K, je pomozni izrek v celoti dokazan.

V prejsnjem razdelku smo spoznali, da se nekateri izmed veckratnikov
a, 2a, 3a,..., e je a iracionalno §tevilo, poljubno malo razlikujejo od celih
Stevil. Jasno je, da ti veckratniki ne pridejo poljubno blizu vsakemu, ampak
samo nekaterim celim S$tevilom. Tudi v zaporedju celih delov [a], [2 a], [3 a], ...
niso zapopadena vsa cela Stevila in v splo$nem tudi ne wvsa pozitivna cela
Stevila, ¢e je @ pozitiven. Ima pa zaporedje celih delov iracionalnega Stevila
neko drugo lastnost. V njem je toliko lihih $tevil kakor sodih. Prav tako je
v zaporedju [a], [2a], [3a],... enako mnogo veckratnikov od 3 kot Stevil, ki
puste pri delitvi s 3 ostanek ena, oz. onih, ki dajo ostanek 2. Natanéneje po-
vedano: Ce je v zaporedju celih delov iracionalnega Stevila med prvimi n éleni
N (n, j, m) kongruentnih j modulo m, je pri n — o©

n m
za vsako naravno §tevilo m. To sledi iz enakomerne porazdeljenosti ulomljenih
delov, vendar se bomo dokazu odrekli.

3. Ogledali smo si nekaj znaéilnih izrekov iz teorije diofantskih aproksi-
macij. Mnogih ni¢ manj mikavnih izsledkov se nismo dotaknili. Ves ¢as smo
imeli opraviti samo z realnimi §tevili. Ta omejitev pa ni nujna. Naj opozorimo
na nekatere posplogitve.

Pojma iracionalnega in celega Stevila lahko prenesemo na kompleksna
Stevila in potem v tem Sir§em okviru postavimo vprasanje o aproksimaciji ipd.
Kompleksno $tevilo je celo, ¢e sta realna in imaginarna komponenta navadni
celi §tevili. Je pa iracionalno, ¢e je vsaj ena komponent iracionalno $tevilo.
Kvocient celih kompleksnih §tevil imenujemo racionalno kompleksno $tevilo.
Namesto Hurwitzevega imamo npr. zdaj izrek: Za vsako iracionalno kompleksno
Stevilo a se da dobiti neskoncéno racionalnih kompleksnih Stevil u/v, ki izpol-
njujejo pogoj

1§

e
V3 vl

u
Oz ==
v

Ce konstanto |/3 zvedamo, izrek ved ne dri.

Gremo pa lahko Se dalje. Ce je dan kak obseg, njegove algebrajske
razSirjave dajejo iracionalne algebrajske elemente, pa tudi absolutna vrednost
elementov se da na primeren nadin vpeljati. Med  drugim se je posrecilo
dokazati, da velja v neki obliki Thue-Siegel-Rothov izrek tudi v tem splosnej-
Sem primeru. Seveda pa formulacija izreka zdaj ni tako preprosta kot za realna
Stevila.
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PRIKAZ TEORIJE GRAFOV I
JOZE VRABEC

1. Grafi in sorodni objekti

Teorija grafov je Ze precej stara matematiéna veja. Njen zacetek pred-
stavlja v letu 1736 objavljena Eulerjeva razprava, ki jo bomo $e omenili
v drugem delu tega ¢lanka. Teorija grafov pravzaprav ne spada v nobeno veéje
matemati¢no podrocje. Pri klasifikaciji matemati¢nih teorij (npr. v Math.
Reviews) jo sicer uvr$cajo v kombinatorno analizo, vendar ima le del teorije
grafov kombinatorni znacaj. To, da te teorije ni mogode uvrstiti v kako vedje
podrocje, pa seveda Se ne pomeni, da je odrezana od ostale matematike. Na-
slanja se ne le na kombinatoriko, ki smo jo Ze omenili, ampak tudi na algebro,
topologijo itd. Obratno, teorija grafov nam more koristiti na marsikaterem
podro¢ju (v matemati¢ni logiki, linearnem programiranju, teoriji iger, teoriji
informacij itd.). Zelo vazna pa je uporaba te teorije v praksi, predvsem v
elektrotehniki in ekonomiki.

Intuitivna slika grafa je takale: danih je veé tock, od katerih so nekatere
po dve in dve zvezane z loki (glej sliko 1). To¢ke bomo imenovali vozli$éa,
loke pa veje grafa. Ni¢ nas ne moti, ¢e se pri taki sliki nekatere veje sekajo
med seboj. Zavedati se moramo le, da so vozliséa samo tiste tocke, ki smo jih
izbrali v zacetku, ne pa vsa sluéajna presediSéa vej.

Navedimo takoj nekaj primerov, kje pridemo v praksi do take slike.
Vsak shematski nacrt kateregakoli elektriénega vezja, vodovodne, plinovodne,
naftovodne ali kanalizacijske napeljave je graf. Prav tako je graf vsak shematski
zemljevid Zelezniske ali cestne mreZe, letalskih ali vodnih poti itd. Pri vseh
teh primerih vidimo, da so nam daleé¢ najvaZnejsi podatek zveze med posamez-
nimi objekti — vozliséi. Razdalje in razporeditev vozli§¢ v prostoru so sekun-
darnega pomena ali pa nas sploh ne zanimajo. Sicer pa vozli§¢a in veje véasih
sploh nimajo prostorskega pomena, npr. pri grafu, ki predstavlja rodovnik
dolocene rodbine.  Tudi pri idejni konstrukciji elektriéne aparature se ne
ukvarjamo s tem, kako bodo posamezni elementi razporejeni, niti nas ne za-
nimajo dolZine Zic, ki bodo vezale te elemente.

Zato tudi definicija grafa govori le o vozlis¢ih in zvezah med njimi.
Takale je ta definicija: graf je par (V, Q), pri emer je V poljubna meprazna
mnoZica, @ pa neka mnoZica (lahko tudi prazna) neurejenih parov, katerih
vsakega sestavljata dva razliéna elementa mmofice V. Elemente mnoZice V
imenujemo vozliséa, elemente @ pa veje grafa.

Ko smo rekli »neurejeni pari«, smo s tem hoteli povedati, da se ne
menimo za vrstni red elementov v paru: pri poljubmnih dveh u,v € V parov
(u, v) in (v, u) ne razlikujemo, ampak ju Stejemo za isti element mnoZice @,
to je za isto vejo. Kadar dokazujemo kako trditev o grafih, se moramo seveda
sklicevati na pravkar navedeno pravo definicijo grafa. Prakti¢no pa si graf
vedno ponazorimo z diagramom: vozlis¢a prikaZemo kot totke, veje pa kot loke.
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Iz definicije grafa sledi, da sta poljubni dve vozli§¢i zvezani kveéjemu
z eno vejo in da vsaka veja veZe dve razli¢ni vozli§¢i. Dostikrat pa imamo
opraviti tudi s takimi diagrami, v katerih nastopajo velkratne (paralelne) veje,
to je, nekatere dvojice vozlis¢ so zvezane ne le z eno, ampak z ve¢ vejami.

H\ ~H
L=—=C
H” \H

Slika 1 Slika 2

Tak diagram imenujemo multigraf. Vsi zgoraj navedeni »prakti¢ni« primeri
grafov so v resnici dostikrat multigrafi. Tem primerom lahko dodamo Se
enega iz kemije. Vsako kemijsko strukturno formulo lahko izrazimo kot multi-
graf. Na sliki 2 imamo formulo za etilen in ustrezni multigraf.

Matemati¢no definiramo multigraf kot dvojico (V, @), pri ¢emer je V —
mnozica vozli§¢ — spet poljubna neprazna mnoZica, @ — mno¥ica vej — pa. je
neka indeksirana druZina neurejenih parov razliénih vozlisé: Q= {q;:iel}
(I je¢ mnoZica indeksov; vsaka veja q; je neki par razliénih vozlise).

To pomeni, da lahko isti par, opremljen z razli¢nimi indeksi, nastopa
veckrat kot element mnoZice vej @ (glej sliko 3). Vsak graf je poseben primer
multigrafa.

(Uy)s

(U,Y)s
(u.y)s

Slika 3 Slika 4

V praksi (npr. v teoriji preklopnih vezij) sreamo véasih tudi take
diagrame, v katerih so nekatera vozlis¢a povezana direktno sama s seboj. Tak
diagram imenujemo splo$ni graf.* Ta je definiran enako kot multigraf, le da

* Nazivi niso povsem enotni. Pri nekaterih avtorjih pomeni beseda graf isto,
kar smo tu imenovali multigraf, ali pa tudi to, kar smo imenovali splo$ni graf.
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v mnozici vej @ dovoljujemo tudi pare z enakima ¢lenoma, torej elemente
oblike (u, u).

Oglejmo si Se pojem usmerjenega (orientiranega) grafa. Usmerjeni graf
(oziroma multigraf) je dan s parom (V, @), kjer je V — mnozica vozli§¢ grafa
(oziroma multigrafa) — spet poljubna mnoZica, @ pa je neka druZina (oziroma
indeksirana druZina) urejenih parov (med seboj razli¢nih) vozlis¢. Te pare
imenujemo usmerjene veje.

Urejenost parov pomeni to, da para (u,v) in (v, u) razlikujemo, pomenita
nam razliéni veji. Grafi¢no si usmerjen graf ali multigraf ponazorimo z diagra-
mom, pri katerem v vsaki veji izberemo eno od obeh smeri in jo proglasimo
za pozitivno; oznadimo jo s puséico (glej sliko 4). Ce hofemo biti natanéni,
pri orientiranem grafu ne smemo govoriti npr. o veji, ki veZe vozliséi v in v,
ampak o veji, ki gre od u k v (ali od v k u). Vse veje, ki se stikajo v danem
vozliSéu, se delijo na vhodne in izhodne veje. Seveda imajo lahko nekatera
vozlis¢a samo vhodne ali samo fizhodne veje, jasno pa je, da vsa vozliséa
v usmerjenem multigrafu ne morejo imeti samo vhodnih ali samo izhodnih vej.

Iz vsakega usmerjenega multigrafa lahko dobimo neusmerjen multigraf,
¢e zanemarimo orientacije vej. Ta multigraf je seveda natanéno dolocen.
Pripomniti pa je treba, da pri tem iz usmerjenega grafa v sploSnem dobimo
(neusmerjen) multigraf in ne navaden graf. V orientiranem grafu je namrec¢
lahko kak par vozli§¢ zvezan z dvema vejama, ¢e sta ti nasprotno usmerjeni,
V ustreznem neusmerjenem multigrafu pa dobimo iz teh dveh vej paralelni veji.

Tudi iz neusmerjenega multigrafa lahko napravimo usmerjen multigraf,
pa¢ tako, da v vsaki veji izberemo poljubno orientacijo. Ta usmerjeni multigraf
pa s prvotnim neusmerjenim ni ve¢ enoli¢no dolo¢en. Ce ima multigraf m vej,
lahko napravimo iz njega 2™ razliénih usmerjenih multigrafov.

Primerov v praksi, ki privedejo do usmerjenih grafov, je neSteto: elek-
tri¢no vezje, ki vsebuje usmernike, prometne zveze, ki na nekaterih progah
obratujejo samo v eni smeri, mreza radijskih zvez, ki ima na nekaterih mestih
samo oddajnike, ponekod pa samo sprejemnike itd. Dostikrat usmerimo veje le
teoretiéno, ¢eprav sta v resnici obe smeri enakovredni, to pa iz raéunskih
razlogov (teorija elektri¢nih vezij). Seveda so pogosti tudi taki primeri, da je
le v nekaterih vejah ena smer privilegirana, v drugih vejah pa sta obe smeri
enakovredni. S takimi grafi se ne bomo posebej ukvarjali. Veéino takih prak-
ti¢nih primerov namreé¢ lahko izrazimo z usmerjenimi grafi, v katerih tiste
povezave, pri katerih sta obe smeri enakovredni, predstavimo z dvema paralel-
nima vejama, ki sta med seboj nasprotno usmerjeni.

Do zdaj ni bilo Se ni¢ govora o $tevilu vozli§¢ in vej. Mi se bomo omejili
na konéne grafe oziroma multigrafe, to je na take, ki imajo konéno mnogo
vozlis§é in vej.

2. Nekaj osnovnih pojmov

Dve vozlis¢i v multigrafu imenujemo sosedni, ¢e ju veZe vsaj ena veja.
Dve veji pa sta sosedni, ¢e imata vsaj eno skupno krajiS¢e. Grafa (V, Q) in
(V', @) imenujemo izomorfna, &e eksistira taka povratno enoli¢na preslikava ¢
mnozice V na mnozico V', da sta vozli$éi ¢ (u), @ (v) sosedni natanéno tedaj,
ko sta u in v sosedni vozlis¢i v grafu (V, Q). Izomorfnost usmerjenih grafov
je definirana podobno, le da se mora pri preslikavi ¢ ohranjati poleg sosednosti
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vozlis¢ tudi usmerjenost vej. Obe definiciji izomorfnosti (za usmerjene in
neusmerjene grafe) lahko zdruzimo v eni sami formalni definiciji:

Grafa (usmerjena grafa) (V, Q) in (V', Q) sta izomorfna, ¢e eksistira taka
povratno enoli¢na preslikave ¢: V—=V’', da za poljubna u,v €V welja:
(@ (u), @ (v) €Q je natanéno tedaj, ko je (u, v) € Q. Preslikavo ¢ imenujemo
izomorfizem..

Analogno je definiran izomorfizem (usmerjenih) multigrafov in splosnih
grafov. Za izomorfizem multigrafov zahtevamo npr., da veZe vozli§¢i ¢ (u) in
@ (v) prav toliko vej kot vozliS¢i u in v. Pri izomorfizmu usmerjenih multi-
grafov pa zahtevamo Se to, da preslikava @ ohranja smer vej.

Izomorfna grafa imata seveda enako mnogo vozli§¢; obratno pa ni res:
¢e imata dva grafa isto Stevilo vozlis¢, Se ni gotovo, da sta izomorfna. Precej
jasno je, da lahko izomorfne grafe (oziroma multigrafe) identificiramo. Redi,
da sta dva grafa izomorfna, je namre¢ v bistvu isto, kot trditi, da je to isti
graf, pri katerem pa smo oznacili vozli§¢a enkrat z enimi, drugi¢ z drugimi
¢rkami. Toda kljub temu je vcasih tudi v najbolj enostavnih primerih tezko
videti na prvi pogled, da sta dva dana grafa izomorfna. Oglejmo si grafa na
sliki 5. Prvi sestoji iz stranic in glavnih diagonal Sesterokotnika, drugi pa
iz robov tetraedra in zveznice sredi$¢ dveh mimobeZnih robov. Za vozliiéa
vzamemo obakrat samo vse oznacene to¢ke (tako da pri Sesterokotniku sredigce

z

Slika 5

ni vozlis¢e). Ta dva grafa sta izomorfna, kar pa se gotovo ne vidi na prvi
pogled. Izomorfizem ¢ med grafoma lahko definiramo takole: ¢ (a) =t,
ed)=u, @)=y, @) ==z @) =v, (f) =z (seveda to ni edina moznost).

Graf (multigraf) (U,P) imenujemo podgraf (podmultigraf) grafa ali
multigrafa (V, @), ¢e je UC V in PC Q. Iz danega grafa ali multigrafa dobimo
torej podgraf (podmultigraf) tako, da izpustimo nekatera vozliséa in veje.
Seveda moramo obenem z vsakim vozlis§¢em izpustiti tudi vse veje, ki se
stikajo v tistem vozliséu. Pod(multi)graf usmerjenega (multi)grafa je definiran
analogno.

Stevilo vej, ki se stikajo v vozliséu u, danega multigrafa, bomo imenovali
stopnjo vozliS¢a u in ga oznadili z d (u). Morda se na prvi pogled zazdi, da bo
graf (do izomorfizma) enoli¢no dologen, ¢e predpiSemo Stevilo viozlisé in stopnje
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vseh vozli§¢. Vendar to ne drZi niti za grafe, seveda toliko manj za multigrafe.
Na sliki 6 sta dva grafa, ki imata isto $tevilo vozli¢ in v istoleZnih vozli§¢ih
enake stopnje, pa vseeno nista izomorfna. Paé pa lahko iz stopenj vseh vozlisé

@ e

Slika 6

izracunamo S$tevilo vseh vej multigrafa. Naj ima multigraf vozliséa ay,as,.. ., ax
in naj vsebuje m vej. Ker vsaka veja veZe natantno dve vozlisé¢i, bo oditno
veljala formula:

m=3[d(a) + ...+ d(an)] (1)

Domenimo se, da bomo vozli§éa, ki imajo sodo stopnjo, kratko imenovali soda
vozli§c¢a, tista z liho stopnjo pa liha vozli§éa. Iz enacbe (1) sledi, da je vsota
v oglatem oklepaju na desni sodo $tevilo. To pomeni, da je v tej vsoti sodo
Stevilo lihih sumandov. Tako smo ugotovili, da ima vsak multigraf sodo §tevilo
lihih vozlisé.

Naj bo (V, Q) poljuben multigraf. Zaporedje S = (q1,qe,..., Q) vej tega
multigrafa imenujemo pot po multigrafu, ¢e so vse te veje med seboj razli¢ne
in e sta vsaki dve zaporedni veji sosedni (to je, &e imata skupno krajisée).
Za pot S lahko torej najdemo tako zaporedje vozlis¢ a,, ai,...,a, €V, da je
q1 = (a0, @1), q2 = (a1, a2), . . ., @r = (@r—1, a7). Vozliséi a, in a, imenujemo zaéetek
oziroma konec poti S; pravimo tudi, da gre S od a, do a, Seveda pa lahko
zdaj, ko veje niso usmerjene, pot vedno obrnemo, to je, tvorimo pot
{qr, @r—1, ..., q1), ki gre od a, do a,. Zato navadno pravimo samo, da/ dana pot
veze vozliS8¢i a, in a,, ne da bi povedali, katero vozlii¢e je zaletno in katero
konc¢no. Poudariti je treba, da ne zahtevamo, da so vozliiéa a,, ..., a med seboj
razli¢na, le ve¢ enakih vej ne sme pot vsebovati. Ce pa so tudi vsa vozliséa
med seboj razli¢na, pravimo, da je S enostavna pot ali lok. Nazorno si torej
pot predstavljamo kot zvezno krivuljo, ki poteka po lokih — vejah multigrafa;
lahko sama sebe seka, ne sme pa vetkrat opisati istega loka. Enostavna pot

Slika 7
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pa je prav tisto, ¢emur pravimo v analizi in topologiji enostavna krivulja
ali 1ok, to je zvezna krivulja, ki ne gre skozi nobeno totko dvakrat ali veckrat.

Pot, pri kateri sta zaletek in konec isto vozli§ée, imenujemo cikel.
Multigraf, ki ne vsebuje nobenega cikla, imenujemo drevo (glej sliko 7). Vsako
drevo je seveda Ze kar navaden graf, saj v multigrafu dve paralelni veji Ze
tvorita cikel. Enostaven cikel je tak, ki ne gre skozi nobeno vozlisée veéd
kot enkrat.

Pri usmerjenih multigrafih lo¢imo usmerjene in neusmerjene poti. Ne-
usmerjene poti so poti (kot smo jih zgoraj definirali) po neusmerjenem multi-
grafu, ki leZi na danem usmerjenem (dobimo ga, ée zanemarimo orientacije
vej). Predvsem pa so pri usmerjenih multigrafih vaZne usmerjene poti.
Intuitivno je jasno, kaj je to: usmerjene poti so take, ki po vsaki veji »potekajo«
v smeri, ki jo predpisuje orientacija tiste veje. Formalna definicija pa je:
usmerjena pot je tako zaporedje S = (qi, ..., g;) med seboj razliénih usmerjenih
vej multigrafa, da je kon¢na to¢ka vsake veje (razen zadnje) obenem zadetna
totka naslednje veje v zaporedju. Tudi usmerjena pot je dana z zaporedjem
(ne nujno razli¢nih) vozlis¢ ao, ..., a, tako da je g1 = (ao, @1), ..., @ = (¢r—1, ).

3. Povezanost

V tem in naslednjem paragrafu bomo govorili samo o navadnih grafih.
Vse definicije in izreki se lahko prenesejo na multigrafe, pravzaprav se avtoma-
ticno podedujejo, kajti iz vsakega multigrafa (in tudi iz vsakega splognega
grafa) lahko napravimo graf, ¢e dodamo nekaj vozlisé (glej sliko 8). Tudi v vedini
prakti¢nih primerov je tako dodajanje vozlis¢ dopustno.

D) ]

Slika 8

Graf je povezan, ¢e lahko v njem vsak par vozli¢ zveZemo s kako potjo.
Ce pa eksistirata dve taki vozlisdi, ki ju ne spaja nobena pot, je graf nepovezan.
Povezan graf se torej »drZi skupaj«, nepovezan pa je sestavljen iz dveh ali ved
kosov. To je dovolj nazorno, vendar s tem $e ni redeno, da se danemu grafu
takoj vidi, ali je povezan ali ne. Lahko nas stane precej truda, da to ugotovimo,
¢e je graf dovolj kompliciran. Na sliki 9 imamo graf z 12 vozliéi, kar na-
vsezadnje ni mnogo, pa se najbrz le ne da kar na oko ugotoviti, da ni povezan.
Seveda pa ni treba za vsak par vozli§¢ preizkusiti, ali se dasta zvezati. Ce za
kako vozlis¢e v ugotovimo, da se da vsako drugo vozlise z njim povezati
s kako potjo, potem je graf povezan. Kar vzemimo dve poljubni vozliséi a in b.
Naj gre npr. pot S = (p1,...,95) od ¢ do u, pot T = (q1,...,q:) pa od u do b.
Zaporedje vej p1, ..., Ps, 41, . . ., Q¢ veZe tedaj vozli§éi a in b, vendar to zaporedje
v sploSnem ni pot, ker morda niso vse veje razlitne. Pa¢ pa lahko iz tega
zaporedja izberemo neko pot: vzemimo poljubno vejo, ki se pojavi v zaporedju
veckrat; poglejmo, kje se pojavi prvi¢ in kje zadnji¢, nato pa izpustimo iz
zaporedja ves vmesni del (in seveda tudi tisto vejo na enem »krajis¢u« tega
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