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Dragi gospod profesor!

Letos bo preteklo 30 let, od kar sem pri§el k Vam kot Student poln
navduSenja za matematiko. Tedaj ste Vi imeli za sabo Ze dobri dve tretjini
Zivljenjske poti. Ze davno ste si pridobili ime v matemati¢ni znanosti. Inte-
gralne enacbe, teorija potenciala in analiti¢nih funkcij so podrodja, katerih
napredek je tesno povezan z Va§im imenom. Z resitvijo Riemannovega problema
pa ste si postavili trajen spomenik, ki bo ostal, dokler se bodo ljudje ukvarjali
z matematiko. Razumljivo je, da smo Vas uéenci obtudovali kot matematika in
spostovali kot ¢loveka zaradi VaSega znadaja. To ¢ustvo je v naslednjih letih
samo rastlo. Trideset let, kar Vas osebno poznam, je precej dolga doba. Med
tem so se spreminjali ¢asi in tudi mi z njimi. Vi pa, se nam je zdelo, ste ostali
vedno enaki, vedno mlad po duhu. Bili ste kot simbol matematike, ki je ena
najstarejsih znanosti pa kljub temu veéno mlada.

Po ¢lovegkih merilih ste dosegli zavidljivo lepo starost. Toda Vas$a smrt
nas zato ni prav ni¢ manj prizadela. Prizadela nas je kot matematike, ker se
ne bomo mogli veé obracdati na Vas po nasvete, prizadela nas je kot VaSe
udence in prijatelje, ker Vas ne bomo veé imeli med sabo, prizadela nas je kot
Ijudi, ki jih zmerom pretrese smrt sofloveka, ta naSa nedoumljiva usecda.
Vas ni veé. Vasa dela pa so ostala in Se dolgo bomo segali po njih in se
bogatili z njimi.

Neprecenljive so VaSe zasluge za napredek matematike, za slovensko
univerzo in za razvoj matematike pri nas. Zahvaljujem se Vam za vse, kar
ste storili za naSo matematiko. Posebej se.Se prisréno zahvaljujem za vse, kar
ste storili zame. Ne moremo se Vam veé oddolziti drugaée kakor s tem, da Vas
ohranimo v lepem spominu in po svojih moéeh nadaljujemo Vase delo.

(Iz govora, ki ga je imel prof. I. Vidav ob odprtem grobu prof. Plemlja)



Spostovani tovari§ profesor!

Preskopo so odmerjene minute slovesa, da bi lahko v njih obudil spomin
na vso VaSo Zivljenjsko pot, na vse plodno delo znanstvenika, na dareZljivo
razdajanje profesorja, na ¢ar VaSe osebnosti.

Odkar Vas je zvezdno nebo nad slovenskimi vrSaci zvabilo v odkrivanje
zakonitosti, ki vodijo naravo, ste zvesto sledili notranjemu klicu, bogatili in
ostrili svoje darove. Vrata astronomije so Vam odprla pot matematike. V ma-
tematiko ste stopili v ¢asu njenega velikega razcveta, ko si je postavljala nove
temelje, kovala nove pripomocke, odpirala nove naloge in nova obzorja. Od
vsega zacetka ste v tem skupnem delu tvorno in bleS¢eée uveljavili svoje modi,
pa naj gre za integralske enacbe, za teorijo potenciala, teorijo Stevil, Kleinove
probleme v teoriji diferencialnih enacb, teorijo enolistih funkcij pa vse do
VaSega najlepSega dela, do resitve Riemannove naloge o analiti¢nih funkcijah
z dano monodromijsko grupo. V svojih delih niste le ugnali problemov, ki so
dolgo kljubovali drugim raziskovalcem. Ob njihovem reSevanju ste ustvarjali
matematiki novo orodje, najpomembnejSe so Plemljeve formule za robne vred-
nosti analiti¢nih funkcij. Te formule so Se danes temelj Zive, globoke in upo-
rabne teorije singularnih integralskih enacb.

Za nas, za VaSe rojake pa je dale¢ najpomembnejsi Va§ veliki korak,
prihod v Ljubljano. Velik je ta korak po svojem pogumu, po tragiki, ki jo nosi
v sebi Va§ umik iz velikega sveta, velik po izpricanem domoljubju. Z njim ste
sledili velikemu snu, Sloveniji, Jugoslaviji. V ta sen pa je bila vselej vtkana
misel na slovensko univerzo. Njeni rasti ste posvetili drugi del svojega Zivljenja.

Vzgojili ste mnoge generacije slovenskih matematikov, pomagali pri
ustvarjanju slovenske tehniske inteligence. Dolga leta ste predavali oba osnovna
teCaja matematike pa Se teorijo analiti¢nih funkecij, algebro s teorijo $tevil in
diferencialne enache. Vse to ste nam zapustili tudi v svojih knjigah. Vsem
nam, Vasim ucencem, niso bila ta predavanja le hladen vir informacije, bila
so, vsaka ura zase, svojevrstne umetnine, podoZivetje predmeta v njegovem
prvinskem nastajanju. V Va8ih predavanjih, prav kot v Vagih znanstvenih
delih, je bila resnica vselej eno z lepoto. In ne nazadnje ste v njih s tenkim
posluhom za jezik pokazali, da zmore domaca govorica polnovredno izraziti
vsako, tudi tako izbruSeno misel, kakrsno terja matematika.

Vase delo, dragi tovari§ profesor, je temelj naSega dela, Zivi z nami in
nas obvezuje. V imenu fakultete za naravoslovje in tehnologijo, v imenu
inStituta za matematiko, fiziko in mehaniko, kjer Zivi vaSa stvaritev — slo-
venska matematika, za vse, kar ste ji dali, za vse, kar ste ji Zrtvovali — hvala.

(Govor prof. dr. Franceta Krizani¢a ob odprtem grobu)



O NEOMEJENO DELJIVIH IN O STABILNIH
PORAZDELITVAH
RAJKO JAMNIK

Eden prvih velikih dosezkov teorije verjetnosti je bil Laplaceov limitni
izrek: Ce ima dogodek D v vsakem izmed neodvisnih poskusov verjetnost
p (0<<p<{1)in je g =1—p ter n, frekvenca dogodka D v prvih n poskusih,
velja za poljubni realni Stevili a in b > a relacija

b

3 .
lim P (a < 22 =2P <b) fe 2" dx (1)
n->c V 2.‘7'6

a

Ta izrek postane vir novih vpraSanj, ¢e mu damo drugo obliko. Pri-
redimo vsakemu poskusu sluéajno spremenljivko &, ki ima vrednost 1, ¢e se
zgodi D, in vrednost 0, ¢e se D ne zgodi. Namesto zaporedja poskusov lahko
potem obravnavamo zaporedje slu¢ajnih spremenljivk

10
§n~( )(n=1,2,3,...) )
bq

Te spremenljivke so med seboj neodvisne in bravec brz lahko izracuna, da je
matemati¢no upanje M &, = p in disperzija D &, = pq. Za frekvenco 7, dogodka
D v prvih n poskusih pa velja

nn=§1+§2+.--+§n
M’?n=M§1+MEz+...+M§n=np
Dnn=D§1+DS2+...+D§n=npq

Potemtakem je 7, ravno n-ta delna vsota zaporedja (2), koli¢ina

c Cn—np  Gp— My,
e il o Y
Vnpq VD

pa tista njena linearna funkcija, ki ima matemati¢no upanje 0 in disperzijo 1;
recemo ji normirana ali standardizirana delna vsota. MnoZica vseh P (¢ <<(,<<b,)
kjer preteceta a in b neodvisno drug od drugega vso realno os, je porazdelitveni
zakon sluc¢ajne spremenljivke ,, z desno stranjo v relaciji (1) pa je definirana
standardizirana normalna porazdelitev. Laplaceov limitni izrek torej zagotavlja,
da konvergira porazdelitev normirane n-te delne vsote zaporedja (2) z rastotim
n proti standardizirani normalni porazdelitvi.

Zaporedje (2) ima prav posebne lastnosti: spremenliivke v njem so med
seboj neodvisne, vse enako porazdeljene in njihova zaloga vrednosti je se-

3
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stavljena le iz §tevil 0 in 1. Zdaj se pojavi vprasanje, ali velja Laplaceov izrek
le za zaporedje (2) ali morda $e za kaks$no drugo. Natanéneje povedano: kaksno
mora biti zaporedje neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk

51’ 523 D) 5%,- .. (4)

da konvergira porazdelitveni zakon njegove normirane n-te delne vsote z rasto-
¢im n proti standardizirani normalni porazdelitvi, ali na kratko, da velja zanj
centralni limitni izrek. Odgovor je znan. Ce oznadimo

M &, = ap Muny= A, - Dny,= B2
in je Fr(x) porazdelitvena funkcija sluéajne spremenljivke &z, je, kot je

dokazal Lindeberg 1922, za veljavnost centralnega limitnega izreka zadosti,
da je za vsak ¢ >0 [

n
1

lim E 7 f (x—ar)2 dFg (x) = 0 5)

n->o " k—;_f | x—ak| >eBn

Feller pa je 1935 ugotovil, da je pogoj (5) tudi potreben.
Ce so spremenljivke v zaporedju (4) vse enako porazdeljene, je pogoj (5)

gotovo izpolnjen, kadar imajo kon¢éno pozitivno disperzijo. Seveda je to tudi
potrebno, saj drugacée sploh ne moremo narediti slu¢ajne spremenljivke

— A
By — "—B— )
n =

V primeru, ko disperzija in morda celo matematiéno upanje enako
porazdeljenih in neodvisnih sluéajnih spremenljivk (4) ne obstaja, pa se nam
ponuja tale misel. Morda je mogode najti za spremenljivke (6) druge primerne
konstante A, in B, >0, tako da limitna porazdelitev za zaporedje (6) kljub
temu obstaja. Tedaj se pojavi vprasSanje, kakSen je lahko limitni porazdelitveni
zakon za tako posploSeno zaporedje (6). Lévy je 1925 ugotovil, da je limitna
porazdelitev v vsakem primeru stabilna. '

Druga skupina vprasanj v zvezi z limitnimi porazdelitvami vsot neodvisnih
¢lenov izvira iz Poissonovega izreka: Ce je dano tako zaporedje poskusov

ai1
021, 022

da so poskusi v wvsaki vrsti med seboj neodvisni, in ¢e ima dogodek D
v vsakem poskusu iz n-te vrste verjetnost p,, ta pa se spreminja tako, da je



limnp, =4  (A>0)
n—>«x
velja za frekvenco 7, dogodka v n~ti vrsti pri vsakem nenegativnem celem k
relacija
: 1Kk e—*

Lim P (i = k) =

n—>co k!

VpraSanje, ki nanj odgovarja Poissonov izrek, je mogoée posplo§iti
takole. Dano naj bo tako dvojno zaporedje slu¢ajnih spremenljivk

Elyy (125 trsenst 1Ry
o1, o, ..., o,

re

nly §n27 .oy fnk,,

da je lim ky = o© in so spremenljivke v vsaki vrsti med seboj neodvisne; pri
kakSnih pogojih konvergira porazdelitveni zakon za

77n=§n1+§n2+o--+§nk,,—An (8)

s primerno izbranimi A, z rastoéim n proti neki limitni porazdelitvi in kak$na
je lahko ta porazdelitev? Brez dodatnih pogojev je vpraSanje prazno, saj je
tedaj vsaka porazdelitvena funkecija lahko limitna porazdelitev vsot (8): Ce je
namre¢ F (x) poljubna porazdelitvena funkcija, vzemimo, da je za vsak n
spremenljivka &p1 ‘porazdeljena po zakonu F (x), vse druge spremenljivke
v n-ti vrsti pa naj imajo z verjetnostjo 1 vrednost 0; ¢e postavimo A, = 0,
so vse spremenljivke (8) porazdeljene po zakonu F (x), in ta je kajpak tudi
limitna porazdelitev za vsote (8). Kot naraven dodatni pogoj se pokaze
zahteva, naj obstajajo take konstante ayz, da je za vsak ¢ >0

lim max P (| éw—aur|>¢) =0 )
n>o 1<k<kn
Kadar spremenljivke &, ustrezajo zahtevi (9), jih imenujemo asimptotiéno
konstantne. Bavli in Hindéin sta 1937 ugotovila, da je limitna porazdelitev
vsot (8) asimptoti¢no konstantnih sludajnih spremenljivk lahko le neomejeno
deljiv porazdelitveni zakon.

S temi navedki je dovolj o¢rtana vloga stabilnih in neomejenih deljivih
porazdelitev v verjetnostnem ra¢unu. Treba je le $e povedati, da je bilo
mogocle reSiti prej omenjena vpraSanja, ko je bila dovolj popolno izdelana
teorija karakteristi¢nih funkecij. Kot je znano, je karakteristi¢na funkcija f (t)
porazdelitvene funkcije F (x) njena Fourier-Stieltjesova transformacija:

f(t)=femdF(x) (—oo<<t<< )
Ali drugace povedano: ¢e je F (x) porazdelitvena funkcija sludajne spremen-
ljivke &, je f (t) matemati¢no upanje sluéajne spremenljivke ei%, Brez karakte-

6



ristiénih funkcij tudi v tem sestavku ne bomo opravili. Zato je prav, da
spomnimo na njihove poglavitne lastnosti.

A) Karakteristi¢na funkcija je enakomerno zvezna na vsem definicijskem
obmogju, | f(t) | <1 za vsak t in f(0) = 1.

B) Preslikava med porazdelitvenimi' in karakteristi¢énimi funkcijami je
na obe strani enolicna in zvezna. To pomeni: a) karakteristiéna funkcija je
natanko doloena s svojo porazdelitveno funkcijo in obratno; b) ¢ée konvergira
zaporedje porazdelitvenih funkecij F,(x) proti porazdelitveni funkciji F (x)
povsod, kjer je F (x) zvezna, konvergira zaporedje ustreznih karakteristi¢nih
funkecij fx (t) na vsakem konénem intervalu za t enakomerno proti funkciji f (t),
ki je karakteristi¢na za F (x); c¢) ¢e konvergira zaporedje karakteristiénih funk-
cij fa (t) proti zvezni funkciji f (t), konvergira zaporedje njihovih porazdelitve-
nih funkeij Fyp (x) proti porazdelitveni funkciji F (x) povsod, kjer je ta zvezna,
in limitna funkcija f (t) je karakteristiéna za limitno funkcijo F (x).

C) Fourier-Stieltjesova transformacija preslika konvolucijo v produkt.
Ce sta torej F (x) in G (x) porazdelitveni funkciji, f(t) in g (t) pa njuni ka-
rakteristiéni funkciji, je za porazdelitveno funkcijo

H (2) =fF(x—y)dG(y)

—0

karakteristi¢na funkcija

h(®) =75 g®

Ker je H (x) porazdelitvena funkcija vsote dveh med seboj neodvisnih slué¢ajnih
spremenljivk, porazdeljenih po zakonih F (x) in G (x), lahko opiSemo lastnost C)
tudi tako: Karakteristi¢na funkcija vsote dveh meodvisnih sluc¢ajnih spre-
menljivk je enaka produktu karakteristi¢nih funkcij obeh ¢&lenov. Kajpada
velja to ne le za vsoto dveh neodvisnih ¢lenov, ampak je ¢lenov lahko poljubno
konéno Stevilo. O¢itno je ravno lastnost C) razlog za to, da so karakteristi¢ne
funkeije tako pripravno orodje pri sumiranju neodvisnih sluéajnih spre-
menljivk.

1. Neomejeno deljive porazdelitve

Porazdelitvena funkcija F (x) je neomejeno deljiva, ¢e je mogoce sludajno
spremenljivko &, porazdeljeno po tem zakonu, izraziti pri vsakem naravnem
Stevilu n kot vsoto n med seboj neodvisnih in enako porazdeljenih é&lenov:

=&t éb+...T & (10)

Opisimo to definicijo Se s karakteristinimi funkcijami. Naj po f(t)
karakteristiéna funkcija slué¢ajne spremenljivke & in f, (t) karakteristi¢éna funk-

cija za slutajne spremenljivke & (k= 1,2,...,m) v relaciji (10). Zaradi last-
nosti C) karakteristi¢nih funkcij je med f(t) in f, (t) zveza
F (@) = (Fn ()" 1)

7



Torej je porazdelitev F (x) s karakteristi¢tno funkcijo f (t) neomejeno deljiva,
Ce je za vsako naravno $tevilo n

fu ) =Vi® (12)

tudi karakteristina funkcija. Seveda je treba vzeti v (12) za ]/f (t) tisto nje-
govo zvezno vejo, za katero je f, (0) = 1. Poslej bomo to storili brez posebnega
dogovarjanja.

Oglejmo si nekaj primerov.
1. Za normalno porazdelitev N (a,02) z matematiénim upahjem a in
disperzijo o®> je karakteristi¢na funkcija

] 10 s
f(t_)zelat—gozt

Za vsako naravno $tevilo n je

iat o*t?

fn (t) = il/m= e 17_%

To je spet karakteristi¢na funkcija, in sicer za normalno porazdelitev N (% ; :l—z !
Torej je normalna porazdelitev neomejeno deljiva.

2. Slu€ajna spremenljivka & je porazdeljena po Poissonovem zakonu,
éejezak=0,1,2,..
1k o—4
P =a+ bk)=

(>0

Pri tem sta @ in b 5= 0 realni konstanti. Za karakteristi¢no funkcijo f (t) Poisso-
novega zakona velja
In f (t) = iat + 2 (efbt —1)

(Za logaritem je treba vzeti glavno vrednost.) Tudi tu je za vsako naravno
stevilo n

iat 1
In f (8) = 3‘;— + (et —1)

Ta relacija kaZe, da je f, (t) spet karakteristi¢na funkcija nekega Poissonovega
zakona, in sicer s parametroma a' = a/n in ¥ = i/n, parameter b pa ostane
celo nespremenjen. Torej je Poissonova porazdelitev neomejeno deljiva.

3. Porazdelitev gama je definirana z gostoto

0 =0
P = —_'6 xo—1 g—bx x>0
I'(a)

Parametra ¢ in f sta poljubni pozitivni §tevili. Karakteristi¢na funkcija za to
porazdelitev je

8



ﬁ a
f) = (5__n)

Od tod sledi za vsak naravni n

. B\
fn (t) = (ﬁ——it)

torej karakteristi¢na funkcija za porazdelitev gama s parametroma a/n in p.
Zato je tudi porazdelitev gama neomejeno deljiva.

Podobnih primerov bi lahko nasteli Se ve¢. Toda oglejmo si nekaj splosnih
lastnosti neomejeno deljivih porazdelitev.

1. Karakteristicna funkcija neomejeno deljive porazdelitve mima no-
bene nicle.

Res je nima: Naj bo F (x) poljuben neomejeno deljiv zakon in f (t) nje-
gova karakteristicna funkcija. Tedaj je tudi f,(t), dana z relacijo (12), ka-
rakteristi¢na funkcija. Ker je f (0) = 1 in je f (t) zvezna, obstaja tak ¢ >0, da
iz |t| < a sledi f(t) 30 in seveda tudi f, (t) 3= 0. Za vsak |t| < a je torej za
vse dovolj velike n vrednost | f, (t) | = [/| f(t)| tako blizu 1, kot le hoemo.

Naj bosta {1 in {2 neodvisni slucajni spremenljivki, porazdeljeni po
poljubnem zakonu G (x) s karakteristiéno funkcijo g (t). Koli¢ina ¢ = {1 — (o
ima karakteristicno funkcijo

g* (t) = Mettt:—td = Meith: Me—ith = g (t) g (t) = | g () |?
Iz tega sprevidimo, da je kvadrat absolutne vrednosti karakteristi¢ne funkcije
tudi karakteristi¢na funkcija, in sicer realna.

Vsako realno karakteristi¢no funkcijo h (t) je mogode zapisati v obliki

h.(t) = f cos tx dH (x)

pri Cemer je H (x) ustrezna porazdelitvena funkcija. Za funkcijo h (t) velja pri
vsakem. realnem t ocena

1—h(2t)=f(1—cosétx)dH(x) =2fsin2de(x)=

—c —c0
<]

= 2f(l—costx) 1+ costx)dH £ 4J.(1—-coﬁst:c) dH (x) =4 (1 —h (1)

—c —c0

Potemtakem je za karakteristiéno funkcijo | f, (t) | pri vsakem realnem t
1—|f @O S 4 —|fa(®) )
Ce je torej n tako velik, da je pri danem &> 0 za vsak |t|<a
1—|f@)i<e



je za take t in n
1—[fR) [ S1—[fHECHEZ4A—[fHOPR) S8A—[f @) ]) <8¢

Ker je & poljubno majhen, je potemtakem za vse dovolj velike n in vse
|t| <20 funkeija fn(t) in z njo tudi f(t) razliéna od 'ni¢. S prav takim
sklepom ugotovimo, da f(t) ni enaka ni¢ na intervalu [—4a, 4a], in tako
naprej. Izrek je dokazan. _

Izreka I ni mogoce obrniti. Obstajajo namre¢ karakteristi¢ne funkcije,
ki niso neomejeno deljive, pa so vendar povsod razli¢ne od nié.

V cem je pomen izreka I? Zagotavlja nam, da je funkcija fr(t), ki
ustreza relaciji (12) in je zvezna in ima v to€ki 0 vrednost 1, natanko dolodena
s funkcijo f (t) ali z njeno porazdelitveno funkcijo F (x).

II. Porezdelitvena funkcija vsote konénega S$tevila med seboj meodwvisnih
sluéajnih spremenljivk, porazdeljenih neomejeno deljivo, je neomejeno deljiva.

Dovolj je, da se prepri¢amo o tem za vsoto dveh med seboj neodvisnih
neomejeno deljivih slucajnih spremenljivk. Naj bosta & in % taki sluéajni
spremenljivki, { = & + 7, njihove karakteristiéne funkcije pa zapovrstjo f (t),
g (t) in h (t). Za vsak naravni n je

F@ =G @™ g = (g.@®)"

Pri tem sta f,(t) in gu(t) karakteristiéni fumnkeciji in kajpada tudi h. (t) =
= fu (t) gn (t). OCitno je h (t) = (h, (t))® pri vsakem n in izrek je dokazan.

Tudi tega izreka ni mogode obrniti. Obstajajo namreé¢ take med seboj
neodvisne sluéajne spremenljivke, ki niso porazdeljene neomejeno deljivo, nji-
hova vsota pa ima kljub temu neomejeno deljiv porazdelitveni zakon.

11 Ce je F® (x), k=1,2,3,... zaporedje neomejeno deljivih porazde-
litvenih funkcij in konvergira to zaporedje proti porazdelitveni funkciji F (x)
povsod, kjer je ta zvezna, je F (x) tudi neomejeno deljiva.

Zares: Naj bo f ® (t) zaporedju F®) (x) ustrezno zaporedje karakteristi¢nih
funkecij. Zaradi lastnosti B) karakteristi¢nih funkcij je zaporedje f® (t) na
vsakem konénem intervalu enakomerno konvergentno in je

f(®) = lim 09 (t)

K->

karakteristiéna funkcija limitne pcorazdelitvene funkcije F (x). Pri vsakem
naravnem k in n je

2 (1) = Vi% ()
karakteristiéna funkcija. Zaradi enakomerne konvergence je

fr (t) = lim £, (2)
Kk->o

zvezna funkcija. Zvezna limita zaporedja karakteristiénih funkecij pa je sama
karakteristicna funkcija. Za vsak n torej obstaja taka karakteristi¢na funkcija
fn (t), da je f (t) = (f2 (£))*. To pa je ravno tisto, kar je bilo treba dokazati.
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IV. Porazdelitvena funkcija F (x) je meomejeno deljiva natanko takrat,
kadar je ali konvolucija koncnega Stevila Poissonovih porazdelitev ali limita,
proti kateri konvergira zaporedje Poissonovih porazdelitev povsod, kjer je
F (x) zvezna.

Dokazimo! Da je konvolucija konénega Stevila Poissonovih porazdelitev
in limita zaporedja takih porazdelitev neomejeno deljiva, sledi iz izrekov II
in III in iz resnice, da je Poissonova porazdelitev neomejeno deljiva. Treba je
torej le Se ugotoviti, da je mogoce imeti vsako neomejeno deljivo porazdelitev
F (x) ali za konvolucijo kon¢nega Stevila Poissonovih porazdelitev ali za limito
zaporedja teh porazdelitev.

Naj bo torej f(t) karakteristiéna funkcija poljubne neomejeno deljive

porazdelitve. Tedaj je pri vsakem naravnem n funkcija f,(t) = ']'/f (t) ka-
rakteristiéna in zato obstaja taka porazdelitvena funkcija Fy (x), da je

0 -

(6 = [ e dF, ) (13)
Otitno je -
1
limn (fa () — 1) = limn (i'/f(_t)—l) = limn (e."l f(t)_1) -

= limn (1 +ilnf(t)+o(}-)—l) = In f (t)
n n

n-=>cw

Ker je integral (13) konvergenten, obstaja tako zaporedje delitev realne osi
s to¢kami ¢, < c; <...<<cp na podintervale, da je

fa () = Lim > eftek (Fy (ci) — Fa (ci—1)

m->w k=1
Postavimo
ar ="n (Fn (Ck) _ Fn (ck—l))
pa dobimol
m
Inf(t) = Lim > a (eite— 1)
m->o k=1

Pri vsakem m je vsota na desni strani zadnje relacije logaritem karakteri-
stiéne funkcije za konvolucijo m Poissonovih zakonov in je zato tudi sama
logaritem karakteristi¢ne funkcije nekega Poissonovega zakona. Torej je f(t)
res limita zaporedja karakteristi¢nih funkecij za Poissonove zakone. Kajpak je
to zaporedje lahko od nekega m naprej stacionarno. Tedaj je f(t) karakteri-
sti®éna funkcija neke konéne konvolucije Poissonovih zakonov. Izrek IV je
dokazan.

Zadnji izrek nam sicer kaZe izvir neomejeno deljivih porazdelitev, vendar
se iz njega ne da spoznati, kakS$na je njihova eksplicitna oblika. Ta za
porazdelitvene zakone same tudi ni znana. Pa¢ pa vemo, kakSno obliko ima.
karakteristiéna funkcija neomejeno deljivega zakona.

11



V. Funkcija f(t) je karakteristicna funkcija neomejeno deljive po-
razdelitve natanko tekrat, kadar je mogoce izraziti njen logaritem v obliki

o

Inf(t) =iyt +f (eitz—l-—

—c0

itz ) 1+ 22 4G (2) (14)

2
i 28
Pri tem je y poljubna realna konstanta, G (2) omejena nepadajoda funkcija,
v tocki z = 0 pa je integrand definiran s predpisom

[( itz )1+z2] t2
e ] — P
1+ 22 22 lz-p 2

Reprezentacija In f (t) s formulo (14) je enoliéna.

Relacija (14) je Lévyjeva formula, izraZava In f(t) z Lévyjevo formulo
pa se imenuje kanonska reprezentacija karakteristi¢ne funkcije f (t).

Dokaz izreka V bi bil za ta sestavek preve¢ zamuden.

Tudi dokazovanje, da konvergira porazdelitveni zakon slucajnih spre-
menljivk (8) z rastotim n proti nekemu neomejeno deljivemu zakonu, bi bilo
v sploSnem primeru, ko =zahtevamo od spremenljivk &, le to, da so
v vsaki vrstici med seboj neodvisne in asimptotiéno konstantne, preve¢ za-
pleteno. Zato se bomo tu omejili na tako dvojno zaporedje slug¢ajnih spre-
menljivki

£ty E18, 01wy G101
6217 5227 “eey 52762

512]7 Eﬂ?; LIRS Eﬂkn

v katerem slufajne spremenljivke &,5 ustrezajo zahtevam:

1) pri vsakem n so spremenljivke &z (1 < k < k;) med seboj neodvisne;
2) pri vsakem n je

Déyg +Dépe+ ... + Dépg, S C << o0 (15)

3) velja relacija
lim max D&y =0 (16)
n>w  1<k<kn
Tako dvojno zaporedje se imenuje elementarni sistem. Za prihodnjo rabo se
domenimo: za vsak n in 1 <k <k, naj bo Fu(x) porazdelitvena funkcija
sluéajne spremenljivke &ur in Fyuz" (x) porazdelitvena funkcija spremenljivke
Ent® = Eng — Mépy. Ustrezni karakteristiéni funkciji naj bosta fux (t) in fur® (£).
Dokazimo:

VI. Porazdelitvena funkcija vsote
M="Em + nz+ ...+ Enr, (X))
12



clenov iz elementarnega sistema konvergira proti meki porazdelitveni funkciji
natanko takrat, kadar konvergirajo proti tej funkciji neomejeno deljivi zakoni
s kanonsko reprezentacijo

kn o
yn (t) = Z(z t M Enx +f(eitx — 1) dFu"* () (18)
k=1 —c

Za dokaz se najprej prepri¢ajmo, da je z (18) res dan logaritem karakte-
ristiéne funkcije za neki neomejeno deljiv zakon. S tem namenom postavimo

Vn = i M &ng Ky (2) = i f 22 dFpr* ()
k=1

k—1 —c

Funkcija K, (2) je nepadajota. Tudi omejena je, saj je nenegativna in je
zaradi (15)

©

kn kn kn
Ku()= > [@dFw’@ = > Déw'= > DémSC<
k k=1 k=1

=1 —c
Nadalje je
kn
. 1
D @)= dKa (@)
X
k=1
in ker je za vsak k
f 2 dFut () = M En* = 0 (19)

—_—

velja relacija

© kn )
1
f E (et — 1) dF i () = f (eitr — 1 —itx) — dK, (2)
X
— k=1 —c

Torej je za vsak n

- 1
wnlt) = iynt + f (e — 1 —itz) — dK, ()
2

To ni ni¢ drugega kot posebna oblika Lévyjeve formule, ée v njej postavimo

z
Ky (2) = f 1+ x?)dG (x)
Torej je z izrazom (18) res dan logaritem karakteristitne funkcije nekega
neomejeno deljivega zakona.
Zaznamujmo s f, (t) karakteristiéno funkcijo sluéajne spremenljivke (17)
in s @ (t) karakteristi¢no funkcijo porazdelitve, proti kateri konvergira po-
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razdelitveni zakon slucajne spremenljivke (17). Na vsakem konénem intervalu
za t je enakomerno

iing fn () = @ (t)

Izrek VI bo dokazan, ko ugotovimo, da je na vsakem kcnénem: intervalu za t
enakomerno

lim|Infu(t) —wa(t)]| =0 (20)
n—>
ZapiSimo najprej
kn kn
Infa(®) =In [] far ® = > Infu (0
k=1 k=1
Ker je za vsak k od 1 do ky

fur (t) = eftMénk f,.* (1)

je tudi
kn kn
Infy () =it > M&m+ > Infu () 1)
k=1 k=1
Postavimo
far* () —1 = ank an = Max | ank |
1<k<kn
Zaradi (19) velja relacija
o — f (it — 1 — itx) dF " (x) (22)

Vzemimo poljuben T >0 in naj bo |t| < T. Ce uporabimo v (22) oceno
2

5 g a
jelt—1—ia| < —
2

ki velja za vsak realni a, dobimo

co

T T
| anr | < = f x? dFpi* (x) = 1 Dén (23)

—_—c0

Od tod in iz (16) sledi, da je na intervalu |t| < T enakomerno

lima, =0 (24)

n—>e
Od zadosti velikega n naprej je torej za take t za vsak k od 1 do k,
| o | < 3 (25)
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in zato
2 Qe
In for" (t) = In (1 + aw) = ank_? + ?— o
Naj bo Ry = Inf, (t) — wx (t). Zaradi (18) in (21) je

kn kn kn kn
Rp=it > Méw+ > Infu’ () —it > Mém— > (" () —1) =
k=1 k=1 k=1 k=1

kn
= > (nfus’ (1) — ans)
k=1

Za vse zadosti velike n sledi iz ocene (25)

kn o | ] kn l | kn kn
ank |* 1 = ank 2
R.|< E E Al g oy L E ' < 'Z_
| B s 2/, 1—|an] S e
k=1 s=2 k=1, k=1 k=1

Uporabimo Se oceno (23) in relacijo (15):
| Re | <3 CT2 0y

Iz te neenacbe in iz (24) pa Ze sledi relacija (20), ki jo je bilo treba dokazati.
Iz izreka VI se brz dobi tale posledica.

VII. Vsaka porazdelitev, proti kateri konvergirajo porazdelitve vsot v ele-
mentarnem sistemu, je neomejeno deljiva in ima konéno disperzijo. Vsaka;
neomejeno deljiva porazdelitev s konéno disperzijo je limitna porazdelitev vsot
iz nekega elementarnega sistema.

Res: Iz izreka VI sledi, da je vsaka porazdelitev, proti kateri konvergirajo
porazdelitve vsot (17), hkrati limita zaporedja neomejeno deljivih porazdelitev,
in je zato pol izreku III neomejenc deljiva. Da ima limitna porazdelitev konéno
disperzijo, sledi iz lastnosti (15) elementarnega sistema. Drugi del izreka VII
pa je impliciran v definiciji neomejeno deljive porazdelitve.

2. Stabilne porazdelitve

Dana porazdelitvena funkcija F (x) je stabilna, ¢e je mogode za poljubna
a1 >0, a2 >0 in za kakrSna koli realna by in by najti tak ¢ >0 in realen b,
da je

F(aix + by) *F (a2 x + bg) = F (ax + b) (26)

Leva stran v tej relaciji je konvolucija porazdelitvenih zakonov F (a; x + by)
in F (a2 x + bg), se pravi,
[ P@a+vi—y) ar @y + v

—c0
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Stabilno porazdelitev lahko definiramo tudi drugade. Naj bo & sludajna
spremenljivka, porazdeljena po zakonu F (x), in f (t) njena karakteristi¢na funk-
cija. Leva stran v relaciji (26) je tedaj porazdelitvena funkcija vsote neodvisnih
sluéajnih spremenljivk # in {, od katerih je prva porazdeljena tako kot
sluéajna spremenljivka (§ — bi1)/ay, druga pa kot (& — bg)/ag, in sta zato njuni
karakteristiéni funkeiji

T ) t .
fa () = § (—)e—“hml fe () = f (—)e—"mm
[¢23

ay

Potemtakem ima porazdelitvena funkcija na levi strani (26) karakteristi¢no

funkcijo
' t b, b,
(@) 1 (@) e l=e G 2))
ay Qs ax (¢

Karakteristi¢éna funkcija desne strani v (26) pa je f (%) e~itbla, Oznadimo izraz
b b]_ bz
a a1 az

na kratko kar z b. Potem lahko retemo: Porazdelitveni zakon F (x) s karakte-
ristiécno funkcijo f (t) je stabilen, ¢e je mogole za poljubni pozitivni Stevili
a1 in az najti tako pozitivno $tevilo a in tako realno Stevilo b, da je za vsak t

2 1) -1 ()=
ay a a

Oglejmo si nekaj primerov.
1. Slucajna spremenljivka & je porazdeljena po nepravem zakonu, &e

obstaja tako realno Stevilo ¢, da je P (& = c¢) = 1. Karakteristi¢na funkcija za
to porazdelitev je f (t) = eict. Za poljubna pozitivna a; in ag je

f (i) f (i) = eitcla, pitcla,
a; Ay,

Ce postavimo a;~! 4 ezt = a~!, dobimo

(CRCRESE

Neprava porazdelitev je torej stabilna.
2. Normalna porazdelitev N (y, 0%) ima karakteristitno funkcijo

loz 12

i
fg=e" 3
Ce sta a; in ag poljubni pozitivni $tevili, je
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