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RACUNANJE S p-ADICNIMI STEVILI

MARI VENCELJ

" Pred kratkim je izSel v Obzorniku ¢lanek J. Grassellija o p-adi¢nih
&tevilih [1]. V njem smo izvedeli, kaj so p-adi¢na Stevila, si ogledali nekatere
njihove lastnosti in videli, da se dajo koristno uporabiti pri reSevanju nedoloce-
nih enadb. Med drugim je bilo povedano, da tvorijo vsa p-adi¢na Stevila obseg
(imenovali ga bomo @,) in da je ta obseg poln metri¢ni prostor. p-adi¢na
$tevila torej lahko med seboj se$tevamo, odStevamo, mnoZimo in delimo ter
na njih gradimo matematino analizo. V pri¢ujotem ¢lanku bomo z zgledi
ilustrirali aritmetiko v @,, si ogledali nekaj analize — predvsem kako je
s konvergenco nekaterih vrst — in za konec prihranili poglavje o refevanju
algebrai¢nih enaéb v @,, toéneje, ogledali si bomo, kako je z reSitvami enacbe
x2—a =0, a €Z v @y, in dokazali zanimiv izrek o Stevilu reSitev krozno de-
litvene enadbe xP1—1=0 v Q. ]

V ta namen se najprej seznanimo z nekaterimi pojmi in dejstvi, po-
trebnimi za nadaljnje razumevanje. Teorija p-adiénih $tevil se da Se precej
posplogiti. Izkoristili bomo priloZnost in podali potrebne definicije in dokaze
nekoliko splosneje, kot jih bomo kasneje potrebovali. Tako si bomo v prvem
razdelku ogledali osnove teorije realnih valuacij, oziroma tisti njen del, ki bo
za nas bistvenega pomena. Istoasno bomo na kratko povzeli nekatere ugoto-
vitve, ki smo.jih Ze sredali v [1] v. specialneji obliki. V ¢em bo omenjena
posplogitev, bo razvidno iz teorije same.

1. Realne valuacije

Naj bo k poljuben obseg in R obseg realnih Stevil. Realna. valuacija
obsega k je taka upodobitev v obsega k v obseg R, ki izpolnjuje naslednje
pogoje:

2@ =20inv@=0&==a=0

20 v (ab) = v (a) v (b)

3 v(a+b)Zv(e)+ v(b)

Mi bomo realne valuacije imenovali preprosto kar valuacije.

Iz pogojev 1°—3° hitro sledi, da je v (1) =1, v (—a) = v (a) in v (a™) =
= 1/v (a), kjer je 1 v oklepaju na levi strani prve enacbe identiteta obsega k.

Ako valuacija ustreza Se dodatnemu pogoju

30 v (a + b) < max (v (a), v (b))

govorimo o nearhimedski valuaciji. Nas bodo predvsem zanimale nearhimedske
valuacije.

7
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Naj bo sedaj k obseg racionalnih $tevil Q. Primerjava s ¢lankom [1] pove,
da se pojem valuacije obsega @ ujema s tam definiranim pojmom metrike in
da so torej edine valuacije obsega @ funkcije f,, f; in fp. Ali pa je katera teh
valuacij tudi nearhimedska? fi, to je obitajna absolutna vrednost, oéitno ni.
Nadalje je trivialno, da je f, nearhimedska valuacija. Kaj pa ostale? Pokazali
bomo, da je f, za vsako prastevilo p- nearhimedska valuacija. Domenimo se,
da bomo namesto f,(a), a€ Q, raje pisali |alp, da bo v kasnejgih razdelkih
manj tezav s pisavo, funkcijo samo pa bomo imenovali p-adi¢na valuacija.
Povejmo Se enkrat, kako jo dobimo! .

Naj bo ce R, 0 <c<<1* fiksno $tevilo in p fiksno prastevilo. Za vsak
ulomek a € @, ¢ 3= 0 je z zapisom a = p” /B, kjer sta a in B celi $tevili tuji s p,
enoli¢no doloceno celo Stevilo n. p-adi®na valuacija je potem funkcija, dolotena
s predpisom _

lap=ct in [0),=0

Ker je p €@, lahko izratunamo tudi | p |,. Dobimo

Ip sz =
in tedaj lahko piSemo za vsak a€ @, a == 0,

lalb=ip|p

PokaZimo >sedaj, da so p-adi¢ne valuacije obsega @ res nearhimedske, da
torej velja i
[a+b|p§max({a|p,|b[p) (1)

Dokaz. Namesto, da bi preverili (1), bomo dokazali ngslednjo ekvivalentno
trditev
. lepS<1=s|1+a,<1 : 2)

Najprej dokazimo ekvivalenco pogojev (1) in (2). Ce je izpolnjen pogoj (1),
potem iz |aiy < 1 sledi |1 + a |, < max (1, |a|y) =1, torej (2). Naj bo sedaj (2)
res. V pogoju (1) lahko vzamemo b==0, ker bi sicer ne bilo kaj dokazowvati.
Razen tega lahko brez izgube splosnosti privzamemo, da je |a], < |b ], Potem
pa je |a/b |,, <1 in iz veljavnosti pogoja (2) sledi

torej veljavnost pogoja (1).
Dokazimo sedaj trditev (2) za vsak ulomek ¢ in vsako prastevilo p! Iz
definicije p-adi¢ne valuacije za a==0 neposredno sledi, da mora biti n =0,

¢e je |alp < 1. Torej lahko tak ulomek o pifemo v obliki a — alB, kjer je
ulomek okraj$an kolikor mogode in je 8 tuj s p. Oglejmo si

l+a=1+0a/f=(+ BB
Tudi v 1+ a je imenovalec tuj s p in je torej |1 + a b < 1. Ker je za a =0

pogoj (2) trivialno. izpolnjen, je s tein dokaz naSe trditve, da so p-adiéne
valuacije nearhimedske, popoln.

* V [1] je ¢ = %.
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Povrnimo se spet k sploSnemu obsegu k in dokaZimo naslednji izrek.
‘Izrek 1. Ce je v mearhimedska valuacija in v (a)=Ev (b), potem velja
v pogoju 3% enadaj:

v (@ + b) = max (v (a), v (b))
Dokaz. Naj bo v (a) > v (b). Potem je
v (@) = v ((a + b) — b) < max (v (¢ + b), v (b))

Seveda mora biti na skrajni desni v (@ + b) > v (b), ker bi sicer bilo v (a) < v (b)
v nasprotju s predpostavko. Ce to upo$tevamo, dobimo

v(a) £ v (a + b) < max (v (a), v (b)) = v (a)
in od tod
v (a + b) = v (a) = max (v (a), v (b))

kar je bilo treba dokazati. Ce vstavimo a = —b, hitro vidimo, da iz v (¢) = v (b)
enacaj ne sledi.

Naj bo sedaj v poljubna valuacija na k; ni nujno, da je nearhimedska.
Potem lahko smatramo k za metriéni prostor, v katerem je razdalja d (x, ),
x, Yy € k, definirana takole:

d(x,y) =v(x—y)
Iz definicije valuacije takoj sledi, da je d res razdalja:

lLd@xy)=v@E—y)=0ind(x,y) =0 =1y

2.d@y)=vE@—y =v@H—x)=d(y,x)

3.d@)=v@x—2)=v((@—y)ty—P=vEE—y) toly—2) =
=d(x,y)+d(y,z) '

Ce je v nearhimedska valuacija, potem ustreza razdalja ultrametri¢ni neenadbi
d (x,2) < max (d (x, y), d (¥,2))

Kot zanimivost si oglejmo izreku 1 analogen izrek v ultrametriénih prostorih,
to je prostorih, katerih razdalja ustreza ultrametriéni neenacbi. Ni se tezko
prepricati, da za poljubne tri to¢ke x, y, z ultrametri¢nega prostora iz d (x, y) ==
==d (y, 2) sledi

d (x, 2) = max (d (x, y), d (¥, ?))

kar geometrijsko pomeni, da je vsak trikotnik v takem prostoru enakokrat,
z osnovnico, ki ni nikoli dalj$a od kraka.
Ko smo tako preko valuacije metrizirali obseg k, lahko uvedemo pojem
konvergence. _ '
. Pravimo, da zaporedje { a, } elementov iz k konvergira po valuaciji v
k elementu a € k, in ga imenujemo konvergentno zaporedje, ako za vsako realno
Stevilo ¢ > 0 eksistira tako naravno S$tevilo N, da je v (a,—a) <<e za wvsak
n>N. Stevilo e imenujemo limita zaporedja { aa} in pifemo ¢ = lim a,.
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Obicajne lastnosti limite, ki jih poznamo iz primera realnih ali kompleksnih
Stevil, veljajo tudi v tej splos$nej$i situaciji, ker zadoSca valuacija istim
pogojem kot obic¢ajna absolutna vrednost (in na katerih temelje dokazi o last-
nostih obi¢ajne limite).

Zaporedje { a,} elementov iz k je Cauchyjevo po valuaciji v, ako limitira
v (@n—am)—> 0, ko gresta m,n— co. Kot vedno, je tudi tukaj vsako konver-
gentno zaporedje Cauchyjevo. Ce pa je tudi narobe res, da ima torej vsako
Cauchyjevo zaporedje limito v k, potem je obseg k poln glede na valuacijo v.

V ¢lanku [1] smo videli, da obseg @ ni poln za nsbeno p-adi¢no valuacijo,
in si ogledali dopolnitveni proces — konstrukcijo obsega p-aditnih Stevil Qyp.
Vsako p-adiéno Stevilo je bilo dano z zaporedjem racionalnih $tevil, ki je
Cauchyjevo glede na dano p-adi¢no valuacijo. Taka dopolnitev je moZna za
vsak obseg k in vsako valuacijo v tega obsega. Velja naslednji izrek.

Izrek 2. Za vsak obseg k in vsako valuacijo v eksistira tak obseg k,
enoli¢no doloten do kongruence, da je k povsod gost v k in je k poln obseg
glede na neko valuacijo, ki je nadaljevanje valuacije v.

Izreka ne bomo dokazovali. Oglejmo si le glavne korake dopolnitvenega
procesa:

Da se videti, da je mnoZica vseh Cauchyjevih zaporedij obsega k kolobar
z identiteto, imenujemo ga A, za naslednji dve operaciji:

{an}+{bn} = {an+ b}
{an}{bn} = {anbn}
Nadalje se izkaze, da je mnozica McC A vseh nigelnih zaporedij, to je zaporedij,
ki so konvergentna z limito 0, ideal v A, in sicer maksimalni ideal. Torej je
faktorski kolobar A/M.obseg in sicer ravno tisti, ki ga i3¢emo — dopolnitev
obsega k. V njem je valuacija definirana takole

w(e)=w({a}+ M =1limv(a,), a€A/M

Ni teZko preveriti lastnosti 1°—3° in se tako prepricati, da je w res valuacija.
Nadalje velja, da je w nearhimedska, ¢e je bila v nearhimedska. Takoj se tudi
vidi, da je w nadaljevanje valuacije v, torej w (a) = v (a), ako smatramo A/M
za razdiritev obsega k v smislu injekcije a - {n} + M, a € k, kjer smo z { v}
oznadili zaporedje, v katerem so vsi ¢leni enaki a.

V polnih obsegih lahko uvedemo pojem konvergence neskon®ne vrste
2 a,-na obifajen nadin. Med drugim mora biti lim a, = 0, &e naj vrsta kon-
n=1
vergira. Ako pa je v nearhimedska valuacija, velja tudi obratna trditev:

Izrek 3. Ce je k poln obseg glede na nearhimedsko valuacijo v in je

{an} =zaporedje elementov iz k z lastnostjo lim an — 0, potem wvrsta X a,
n=1
konvergira.
Dokaz. Naj bo s, = a1 + ...+ @y in sm = a1 + ... +an, m <n. Potem je

V(Sp—8m) = v (tn + ...+ ant1) £ max v (a;)
m+15ign

Izraz na desni limitira proti ni¢, ko gresta m, n — co. Zaporedje delnih vsot je
torej Cauchyjevo in, ker je obseg k poln, tudi konvergentno. Torej nafa vrsta
res konvergira. Velja Se:
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Izrek 4. Ce je k poln obseg glede na valuacijo v in je { ax }, an €k, tako
zaporedje, da konvergira vrsta iz wvaluacij X v (an), potem konvergira tudi

oo n=1
vrsta 2 ap.

]goii‘az je direkten in ga lahko bralec izvede sam.

Preden preidemo na na§ poseben primer p-adi¢nih Stevil, si oglejmo Se
nekatere stvari, ki veljajo za nearhimedske valuacije. Naj bo kot prej k obseg,
v valuacija obsega k, k dopolnitev obsega k glede na v in w valuacija obsega k.

Izrek 5. Ce je v mearhimedska valuacija na k, potem je v (k) = w (f)
Za vsak element iz k torej lahko v k najdemo tak element, da bo vrednost
valuacije pri obeh ista.

Dokaz. Naj bo a€k. Ce je a = 0, je w (0) = 0 in dzrek o¢itno drZi. Pred-
postavimo sedaj, da je a = 0. Ker je k gost v k, eksistira Cauchyjevo zaporedje
a,}, an€k, tako da je

lima, =a
Ce sta a,beV, torej v (a) = 1in v (b) < 1, potem iz
v(ab) =v(@v )1
Ker je v nearhimedska, pa je za zadosti velike n
v (an) = w (@) = w (¢ + (@ —0)) = max (w (a), w(an—0a)) = w (a)

po izreku 1. Vemo namred, da w () == 0, medtem ko w (a, — a) lahko poljubno
zmanj$amo, &e le n vzamemo zadosti velik. Torej je

: w (a) = v (an)
kar potrjuje izrek.
Naj bo v & vedno nearhimedska valuacija obsega k. Oglejmo si mnoZico

V={aek:v(@ <1} 3)
v(@—D>b) <max(v(a),v(d) =1

sledi, da je tudi ab€wv in a—Db e V. Torej je V kolobar in sicer z identiteto,
ker je v (1) = 1.

Nadalje naj bo
P={ack:v( <1} 4)

Jasno je, da iz a,b€P sledi a + b € P. Nadalje naj bo a€P in b€ V. Potem
je v (ba) = v (b) v (@) <1, torej ba€P. To pa pomeni, da je P ideal v V.
Se vet. Ce je a €V in a ¢ P, potem je v (o) = 1. Torej je tudi v (a7?) = 1 in tedaj
a—t € V. Vsi elementi kolobarja V, ki niso v idealu P, imajo torej v V inverzni
element. To pa pomeni, da je P edini maksimalni ideal v V in, ker je 1€ v,
je P tudi praideal. ZdruZimo vse te ugotovitve v izrek.

Izrek 6. Ce je v nearhimedska valuacija obsega k, potem je mmnoZica
V c k, doloena s (3), kolobar z identiteto. MnoZica PCV, doloéena s (4), je
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edini maksimalni ideal v V, torej praideal. Kolobar V imenujemo valuacijski
kolobar po valuaciji v. Faktorski kolcbar V/P je v tem primeru obseg, imenovan
residualni obseg.

2. Aritmetika v p-adiénih obsegih

Dopolnitev obsega @ glede na p-adi¢no valuacijo | |» smo imenovali
obseg p-adi¢nih $tevil in ga oznadili s ®@p. Domenimo se, da bomo oznako | |»
uporabljali tudi za nadaljevanje valuacije na Qp.

V clanku [1] smo spoznali pojem. celih p-adiénih $tevil in videli, da jih
lahko piSemo v posebni, tako, imenovani kanoni¢ni obliki z zaporedji. NaSa
prva naloga bo, pokazati, da lahko zapiSemo v kanoni¢ni obliki ne le cela,
ampak prav vsako p-adiéno Stevilo.

Oznatimo z V valuacijski po valuaciji | |, na @, s P edini maksimalni
ideal v V, V naj bo valuacijski kolobar po | |, v @, in P njegov edini maksi-
malni ideal. O¢itno velja

PcPinVcV
Iz definicije p-adi¢ne valuacije imamo ;
1@l ={lplp :nez)
Nadalje vemo, da je p-adi¢na valuacija nearhimedska. Zanjo torej velja izrek 5
in je tudi
|@lo = {|plp :nez)

Naj bo sedaj a €Q, poljubno od ni& razli¢no p-adiéno §tevilo. Po zgornjem
je torej

lels =ipip ()

kjer je n neko fiksno celo $tevilo, seveda $e¢ odvisno od a. Oglejmo si
Stevilo f = a/p™. Ker je |Blp=1, sledi g €V. Toda B je p-adi¢no Stevilo.
Torej eksistira neko tako zaporedje {ck ), cre @, da je B = limcy. Za vse
zadosti pozne Clene tega zaporedja velja, da je |B—ck Ip <{1. Naj bo cy neki
tak zadosti pozen &len. Potem je

ICN[p = Iﬂ + (exv —p) Izr == max([ﬁ]p, |CN—.5|zr) = lﬁlp= 1
Ker je bil cy€ @, sledi od tod cy€V. Oznadimo sedaj cy = b, kjer je n
isti kot v (5). Za b, imamo relaciji |bul, =1 in |f—Dba|, <1, Kar pomeni
br€VcCVin f—b,€eP. Od tod pa sledi

B+P=b,+P (6)

Seveda je b, ulomek. Naj bo b, = e,/d,, kjer sta e, d» celi Stevili in tuji
s p, kar je mogode, ker je | b |'p = 1. Potem pa eksistira tako celo §tevilo x, da
je xdy =1 (mod p). Dobimo )

en %I\T“ dnx)

— —epr = ——= = 0 (mod p)
d, dy
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Torej je
bp—ex€P C P . )

Ce oznadimo a, = e,x in zdruzimo (6) in (7), dobimo
ﬂ+§=bﬂ+§=an+1—)—

Kjer je B€Qp, bn€Q in a, € Z. Torej je an— f € P ali, kar je isto, | an— B |, <1.
To nam da |a, p"— B p* |, <|p" |, ali

a=fP"=anp"+ (f—an) P* = @ D" + y1

kjer je y1=(B—an)p" in (1|, <|pfp. Ker je 0<|plp <1 (po definiciji
p-adi¢ne valuacije), imamo |y1|, = | p|p za m>mn. Za y1 smo torej dobili re-
lacijo istega tipa, kot smo z njo startali za a v (5). Ponovimo ves postopek za
y1. Po k korakih dobimo ’

a = ap P" SR P LI S i MY N p’n-l—k—1 + i

kjer so ai€Z, |a;l,=1 ali ;=0 in je |yz|p <|p[ft*. Ker pa limitira
| [g+’°—>0, ko gre k—>co, smo s tem dokazali naslednji izrek, ki olitno velja
tudi za a = 0.

Izrek 7. Vsako p-aditno §tevilo lahko zapiSemo v obliki

a=2a;p ®)
j=n
kjer so a; € Z in je n tak, da je |a|y = | plp. Koeficienti v (8) so enoli¢no do-
loéeni le do kongruence po modulu p. Ce pa dosledno izbiramo a; tako, da je
0 < a; < p—1, potem imenujemo (8) kanoni¢ni zapis p-adi¢nega Stevila.
Namesto vrste (8) desto uporabljamo enostavnejsi zapis

0= QpAnil... 0o, A1 A2 ... (P) (©)]
Ce ima o € @, kanoniden zapis z n = 0, torej
a = G, 01 0z . . . (D)

potem je a celo p-adi¢no Stevilo, definirano v €lanku [1]. To je tedaj in le
tedaj, ako je |a|p = |p|pz n = 0, oziroma, ko je |a |, < 1. p-adi¢na cela Stevila
so torej natanino vsi elementi valuacijskega kolobarja po valuaciji | |
obsega Qp.

Ilustrirajmo nasa izvajanja na zgledu! Recimo, da bi radi zapisali
$tevilo 3/8 v @5 v kanoniéni obliki. Ker je bil dokaz izreka 7 konstruktiven,
nam bo vodilo pri nasem delu.

Iz |3/8]5=|5|2 = 1 dobimo n = 0. Reditev kongruence 8z = 1 (mod 5)
je x =2 in ker je 2.3 = 1 (mod 5), dobimo a, = 1. Potem je y1 = (3/8 —1) =
=—5/8 in | —5/8 |5 = lS]é , kar pove, da a; == 0. Nadalje je (—5/8:5) = —1/8
in spet je reSitev kongruence 8 x =1 (mod 5) enaka x = 2. Ker je 2.(—1) = 3
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(mod 5), dobimo a; = 3. Nadaljujmo! v2 = (—1/8 —3) 5 = —125/8. Torej je

lyals =5 |§, od koder sledi az =0, a3=3=0. Iz y2/5 — —1/8 dobimo, da je (kot
pri a1) ag = 3. Hitro se vidi, da je

4 =0qg=0ag=...= 0

s =Qr=0a9=...=3

Torej je 3/8 = 1,303030 ... (5). Dobili smo, da je kanoni¢ni zapis ulomka 3/8
v @s perioditen. Je to sluéaj, ali velja morda to splosneje, tako kot npr. vemo,
da je poljubno realno $tevilo racionalno natanéno takrat, ko je njegov decimalni
zapis periodi¢en? No, res velja naslednji izrek, Cigar dokaz pa bomo zaradi
obseZnosti opustili.

Neki element a € Qp je racionalen tedaj in le tedaj, de je njegov kanoniéni
zapis periodicen.

Napravimo Se nekaj zgledov za aritmeti¢ne operacije v @, Naj je
a= Emaj pfin B = s bj pl. Potem dobimo o + 8 s seStevanjem po komponentah

j=n j=m

in af tako, da vrsti formalno mnoZimo in zdru¥imo koeficiente pri istih
potenzah p-ja, to je tvorimo obidajen Cauchyjev produkt. OdStevanje in de-
ljenje sta potem ustrezni inverzni operaciji.

Pri naSih posebnih primerih bomo p-adi¢na $tevila pisali v obliki 9) in
pri racunanju razen pravkar povedanega upostevali e naslednje zveze

Un-veBoye o2 it ... =0Qn... 0o, ...(a; + P)(aiy1—1)...(p)
Un-veQoyee s Qilitl ... = Qn...0Qo,...(0;— D) (@iy1+ 1)...(p)
0=00...0p(p—1)...c0—1),(p— 1) (p—1)...(p)

ki slede neposredno iz identitet

@i P+ @ip1 pHH = (@i + p) !+ (@141 —1) pitt =
= (ai—p) p* + (@iy1 + 1) pitt

Sestevanje. V @y seStej: 452,137612
37,5213152
413,0613303
MnozZenje. V Qy zmnoZi: 12,314 . 1,203
12314
246211
362451

14,0464551
Od3tevanje. V @5 odstej: 221,43021
— 134,231422

141,64323244 . . .
141,10423244 . . .

Tu smo upostevali, da je 0 = 054,444 ... (5) in to niélo najprej pristeli
minuendu.
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Deljenje. V @5 deli 32,13 s 43,12! Prva S§tevilka koli¢nika bo najmanjse
tako pozitivno celo Stevilo n, da bo 4n = 3 (mod5). Analogno dobimo tudi
ostale $tevilke koliénika. Radun:

32,13 @ 43,12 2,024420 024420
32 34

03344..

3234

11044 ..
10241

134244 ..
10241

323244 ..
3234

003344 ..

3. Nekaj analize v Q,

V tem razdelku si bomo ogledali potencne vrste v @p, posebej eksponen-
cialno, logaritemsko in binomsko vrsto.
Potenéna vrsta v @, imenujemo vrsto oblike

S an x", an€ @y (10)
n=0
Ker je @, poln obseg glede na nearhimedsko valuacijo | |, sledi iz izrekov 3
in 4 prvega poglavja, da konvergira vrsta (10) za neki x & Qp tedaj in le tedaj,
ako je lima,ax™ = 0. Nadalje naSa vrsta konvergira, Ce konvergira vrsta
n->co
X | an X" lp. Mnozico vseh x € Qp, za katere vrsta (10) konvergira, imenujemo
n=0
konvergentno obmotje potencéne vrste. Kot v primeru realnih ali kompleksnih
vrst in obiéajne absolutne vrednosti, se tudi tu hitro vidi, da vrsta konvergira
za | x |, <7 in divergira za |x |, > 7, kjer je

=1§n—nl/la'%§p

Primer [ac |,, = r je tukaj laZe analizirati zaradi nearhimedskega znacaja
valuacije. Za |x |, = r vrsta konvergira, ¢e je lim | @y |;r® = 0, in divergira za
Limi | &by [pr™ == 0.

Tudi drugi rezultati so podobni onim pri realnih in kompleksnih Stevilih.
V mnogih primerih pa je dokaz enostavnej$i, ker je | |, nearhimedska valua-
cija. Tako iz konvergence vrst = a,x” in 2 b,x" sledi konvergenca vrst
3 (ar. £ by) ™ in je rezultat enak = a, 2® + 2 b, 2" Podobno konvergira for-
malni produkt vrst in je enak produktu = a,x".X b, x™.

Vpeljemo lahko tudi pojem odvoda potencéne vrste. Ako je

f(x) = s an X"

n=90

dana potenc¢na vrsta, imenujemo njen odvod potenéno vrsto oblike



f (x) = s na, xnt
n=9

Velja, da f (xr) konvergira povsod na konvergenénem obmodju vrste f ().
Res: ako f(x)za neki x € @, konvergira, potem je Jim @, x" =0, torej
lim|a,a™|, = 0 in tudi lim|a, ™|, = 0. Ker je n celo Stevilo, je |n, < 1.
Ce vse to upostevamo, dobimo | na, xn— lo < | an x|, -0, torej f (x) res kon-
vergira.

Med f (x) in ' (x) pa velja tudi naslednja zveza

§ (2) = lim JE TN — @

y->0 Y

’ yEQP) y=|:0'

Dokaz tega rezultata je enako preprost kakor pri realnih potené¢nih vrstah.
Eksponencialna vrste imenujemo vrsto

E(x) = 3 z"/n!

n=0

Za razliko od konvergence v realnem, eksponencialna vrsta v @, ne konvergira
vselej. Velja naslednji izrek.

Izrek 8. Ce je p liho prastevilo, potem je konvergenéno obmodje
eksponencialne vrste E (x) v Qp mnoZica vseh x, za katere je | x|, <1, torej
ravno P, maksimalni ideal valuacijskega kolobarja V v @, V Q2 pa E(x)
konvergira tedaj in le tedaj, ako je | x|z <<|2 .

Dokaz. Naj bo najprej p=F2 in ocenimo |n![,. V ta namen poglejmo,
kolikokrat nastopa p v n! kot faktor. Recimo, da nastopa k-krat. Ogitno je

k=[np]l+[np+...+ WPl nl/p+...+ 1/p)<n/(p—1),
kjer smo z oglatim oklepajem oznaéili celi del ulomka in je j tako celo 3tevilo,
da je p! < n<<pi*l Torej je

|ntly=|plp>|p g ® " ¢5)

Naj bo sedaj | x|, <<1, ali, kar je isto, |x |, < |p|p. Za n-ti ¢len vrste potem
velja

n
p o
ST lp?lnlklzf—n = |p|pP 72D
p

To pa res konvergira proti ni¢, ko n— oo, ker p=F2. Kaj pa, ¢e je [:c o = 12
Ker je za n oblike pi
) i —1
k=pit+p24 . 41=""" 12)
p—1 .
in tedaj

| @/t |, = 1/ | p |EDIP=D

za take n ne limitira proti ni¢, vrsta za | x|, = 1 ne konvergira. S tem je prvi
del izreka dokazan.
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Naj bo sedaj p = 2. Formuli (11) in (12) veljata tudi v tem primeru.
Potem pa dobimo za [xp<|2

|zt e <|2 3| 215 —0
inza |xlz =2 ter za n =2
| x?/nlly = |2]z4>0

od koder sledi drugi del izreka.

Prediskutirajmo rezultat! Ce je p liho prastevilo, potem vrsta E (x) kon-
vergira le za taka cela Stevila x, ki so deljiva s p. Ako pa je p = 2, pa mora
biti  celo deljiv s 4, da bo vrsta konvergirala.

Logaritmicna vrsta. ‘

Izrek 9. Konvergenéno obmodéje logaritmiéne vrste

log (1 + 2) = = (— 1) xn/n
n=1
vV @y je mnoZica vseh x, za katere je |z, <<1.
Dokaz izreka je preprostejsi kot pri eksponencialni vrsti in ga ne bomo
izvajali. Zaradi obseZnosti bomo tudi opustili izpeljavo naslednjih relacij
- logE(x) =z
Elglt+a)=1+x
ki veljajo za vse x s skupnega konvergen¢nega obmodéja obeh vrst.

Binomska vrsta. Naj boy€ Q, tak, da je |y|, <1, torej celop-adi¢no
Stevilo. Ce je n naravno §tevilo, imenujemo binomski simbol naslednje p-adiéno
Stevilo :

@ _y(y—l)...(y——n+ 1))
iy n! ’
Definirajmo e (J) = 1.
Binomska vrsta je potem podana takole

A+ zy=3Ean
n=0

Izrek 10. Binomska vrsta konvergira za vse x z | x l»<<1.
Dokaz: Ker je |y |, <1 in je za cela $tevila vrednost p-adi¢ne valuacije
< 1, imamo

[ =|1nl|p{ylp.max(ylp 1)... max((ylp |[n—1]p) < |1nl),
Tako je |(3) ™|, < | x™/n! |,. Za desno stran te neenatbe smo Ze pri eksponen-
cialni vrsti videli, da gre — 0, &e je | x|, <1. Potem pa za take x tudi binom-
ska vrsta konvergira.
Za binomsko vrsto velja formula
A+ a1+ x)¥2= 1+ )V (13)
za |x|p<1 in !'!Jl!p: |’y2|p§ 1.
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Kot primer si oglejmo vrsto (1 — 5)%: — 3 () (—5)" v Q. Ker je [1/2]5 = 1
n=9

in |—5]5=]55<1, vrsta v @ konvergira. Po formuli (13) je 1 —5)"~. (1 —
—5)": = (1 —5)!. Vrednost vrste na desni pa je racionalno $tevilo, in, sicer —4.
To pa pomeni, da vrednost prvotne vrste ustreza enac¢bi x® + 4 — 0, torej
je ta enacba v @5 resljiva.

4. Newtonova metoda v polnih obsegih

Naj bo k poln obseg glede na nearhimedsko valuacijo v in V pripadajoéi
valuacijski kolobar. Potem lahko razdirimo Newtonovo metodo za dolocanje
korenov algebrai¢nih enacb na ta primer v smislu naslednjega izreka.

Izrek 11. Naj bo f(x) polinom s koeficienti iz V in vodilnim koeficien-
tom 1. Ako eksistira tak ai€ k, da je

v(f(a)) <1 in v (f (a) =1,
potem zaporedje
az = ar— f (a1)/f’ (1)
a3 = o2 — f (a2)/f (a2) (14)
konvergira h korenu a €V enacbe f(x) = 0.
Velja pa tudi naslednji izrek z nekoliko spremenjenimi predpostavkami.
Izrek 12. Naj bo f(x) polinom s koeficienti iz V in vodilnim koeficien-
tom 1. Ako eksistira a1 € k, tak da je

v (f(a) <1, f(a)F0, v (f (a1) =1
in
v (f (a)/f (a1)?) <1

potem. zaporedje (14) konvergira h korenu a€ V enadbe f(x) = 0.
Oglejmo si zanimivo uporabo teh dveh izrekov v p-adi¢nih obsegih. Po-
stavimo si vpraSanje, kdaj lahko v @, re$imo enacbo

x2—a=0 (15)
kjer je a€ Z in nedeljiv s p2.

Naj bo najprej a deljiv s p, torej {a|, = |p|,. Ce bi imela enatba (15)
refitev |/ a v @,, potem bi bilo

o o) s
Val=Velh= Il
v nasprotju z dejstvom, da je za vsak o€ @, v zapisu |a|p =]|p|p eksponent n
celo 3tevilo. Ce je torej a deljiv s p, enatba (15) v Q) ni resljiva.
Naj sedaj p ne deli a. Ozna¢imo f (x) = x® — a. Zanima nas, ali eksistira
kak tak a1 €Z, da bodo izpolnjene predpostavke izreka 11:
[f@p=lot—alp,<1 in |[f@p=|2a=1
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Prvi pogoj pomeni, da mora biti a;? = a (mod p), torej kvadrat po modulu p,
drugi pa, da 2 a1 ne sme biti deljivo s p. Za p = 2 drugega pogoja obitno ne
moremo izpolniti.

Naj bo torej najprej p==2 in predpostavimo, da je a1 = a (imod p). Ker a
ni deljiv s p, tudi oy ne more biti deljiv s p in prav tako ne 2 a1, ker je p=£ 2.
Enacba (15) ima torej v @, dve reitvi, ée je a kvadrat po modulu p.

Ce pa je'a nekvadrat, se hitro vidi, da v @, ni nobene refitve. Naj bo
namre¢ a€Q, tako Stevilo, da bo o?—a = 0. Ker je a € Z in ni deljiv s p,
je |alp = -I-l/]alp = 1. Kanonski zapis §tevila a se torej zatne z n = 0, kar
pomeni, da eksistira neki tak b€ Z, da je a =b (mod p). Potem pa je a*=b?
(mod p), oziroma a = b?(mod p), v nasprotju z dejstvom, da je a nekvadrat
po modulu p. Torej velja

Izrek 13. Ce je p liho prastevilo, potem enacéba x> —a =0zaa€Zin
nedeljiv s p?

(1) nima resitve v @, Ce je a deljiv s p

(2) ima, dve ali pa nobene resitve v @, odvisno od tega, ali je a kvadrat
ali nekvadrat po modulu p, eko a ni deljiv s p.

Kaj pa, ¢e je p = 2? V tem primeru bomo uporabili izrek 12. I$¢emo torej
tak a1 € Z, da bo

a?—ap<<l in (a2 —a)ldas2p <1
| .

Ker ¢:® ni deljivo z 2, bosta oba pogoja izpolnjena, ako bo a2 —a = 0 (mod 8).
ReBiti moramo torej kongruenco x? = a (mod 8) s takim i, da bo o =1 (mod 2),
to je o1 mora biti lih. Toda za vsako liho Stevilo oy velja ai® = 1 (mod 8). Za
a =1 (mod 8) lahko'torej uporabimo poljubno liho Stevilo o;, pa bomo za-
dovoljili zahtevam, izreka 12. Za take a je torej enatba (15) vedno resljiva.

Velja pa tudi narobe. Ako je a refitev enatbe (15) v @, je |a |2» =1, ker
je a por predpostavki nedeljiv z 2. Kanonski zapis ima torej obliko

a=14+a1.2+a.224+...

in eksistira tako celo Stevilo b =1+ a3.2 + a2. 22, da je a= b (mod 8). Torej
a = ¢® = b? (mod 8). Ker pa je b konstrukeiji lih, dobimo od tod, da mora biti
a =1 (mod 8). ZdruZimo vse ugotovitve v izrek!

Izrek 14. Enacba x2—a = 0, kjer je a € Z in ni deljiv s 4

(1) v @ nima resitve za sode a

(2) ima v Qg dve ali nobene resitve glede na to, ali je a = 1 (mod 8) ali
ne, ¢e je a liho $tevilo.

Ocitno je obseg @, topolosko razliten od obsega @, za p=Fq. V obsegu
Qp namre¢ zaporedje p,p?% ..., p"%... konvergira k ni¢ medtem ko v @, ni
konvergentno. Z uporabo izrekov 13 in 14 pa lahko pokaZemo, da sta obsega
tudi algebrai¢no 1azliéna. Velja namred

Izrek 15. Ako sta p in q razliéni prastevili, potem obsege @, in Qg
nista izomorfna.

Dokaz. Oglejmo si najprej primer, ko sta p in g lihi prastevili, recimo
p>gq. Ce bi eksistiral izomorfizem med @, in Q, potem bi si adifivni in
multiplikativni identiteti obeh obsegov ustrezali in kot posledica bi bilo isto
z vsemi elementi racionalnega podobsega. To pa pomeni, da bi bila vsaka enacba
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oblike 2 —a = 0, kjer je a€ @, hkrati ali refljiva ali neresljiva v @, in v Q,
(ker si pri izomorfizmu koreni izomorfnih enaéb ustrezajo). Lo¢imo dva pri-
mera. Ako je p kvadrat po modulu ¢, potem ima enat¢ba 22— p =0 po
izreku: 13 reSitev v @, toda nima refitve v @,. Ako pa je p nekvadrat po mo-
dulu q, si izberimo nekvadrat n po modulu q takc, da bo n<q. Tak = res
eksistira, ker g==2. Potem je np kvadrat po modulu g in ima enadba
x?—mnp = 0 reSitev v @, toda ne v @, ker iz n<<q<p sledi, da np ni
deljivo s p?. S tem je izrek za poljubni razli¢ni lihi prastevili dokazan.

Naj bo sedaj p poljubno liho prastevilo in ¢ = 2. Ce je 2 kvadrat po
modulu p, potem ima enatba x? — 2 = 0 refitev v @, nima pa je v Qz. Ako je 2
nekvadrat po modulu p, izberimo lih nekvadrat n po modulw p, ki oditno
eksistira (ako je namre¢ m sod nekvadrat, je m + p lih nekvadrat). Potem je
2n kvadrat po moduiu p in ima enalba x?—2n = 0 refitev v @,. Nima pa
refitve v @g,’ker je 2 n sodo $tevilo in ni deljivo s 4.

Na$ izrek ‘je tako v celoti dokazan.

5. Krozno delitvena enacba v @,

Kot zadnje bomo pokazali, da ima enadba
xP1—1=0 (16)

v @y toéno p — 1 razliénih korenowv.
'~ Naj bo a poljubno od §tevil 1, 2,... p—1 in si oglejmo vrsto.

a + (aP —a) + (aP* —aP) + ... = lim a?" 7y

Hitro se vidi, da je vrsta konvergentna v @,. Izratunajmo namret¢ n-ti &len
aP™tl __ gP" —qP" (gP™P—1) 1) (18)
Ker sta a in pn*! tuji Stevili, sledi po Eulerjevem izreku iz teorije §tevil, da je
aP™p—1) = 1(mod pn+?) : (19)
To pa pomeni, da limitira n-ti ¢len vrste (17) po p-adi¢ni valuaciji proti nié,

vrsta torej konvergira in je a€ @,. Tako dobljeni o pa je ravno reSitev
enacbe (16). Res: iz (17) sledi, da je

aP-1 — lim aP(P—1)
in zaradi (19)

Pl =1

Naj sedaj a pretete vsa Stevila 1,2,...,p—1. Potem dobimo z relacijo
(17) p—1 razliénih korenov enaébe (16). Da so koreni med seboj res razlié¢ni,
sledi iz naslednjega sklepa. '
Naj bosta ¢ in f dva korena
a=a-+ (@ —a)+...
f=0b+BP—Db)+ ...
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kijer a=b in je 1<a, < p—1. Razliki a—a in f—b sta zaradi (18)
in (19) deljivi s p, torej je tudi

(¢ —a) — (f—b) = 0 (mod p)

Ce bi bilo @ = 8, bi od tod sledilo a¢ = b (mod p), kar je nemogode.

V. obsegu @, smo tako nasli p—1 razli¢nih korenov enaébe (16). Ker pa
je @p obseg, ima enatba (p — 1) — te stopnje v njem kveéjemu p — 1 korenov,
torej jih ima natanéno p — 1.
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RAZVOJNE POTI V SODOBNI MATEMATIKI
JEAN DIEUDONNE

Komaj leto dni je tega, kar sem precej lahkomiselno sprejel povabilo,
da bi napisal to kramljanje, toda prav kmalu in vedno bolj sem spoznaval, da je
pred menoj polno pasti in da sem bil zares lahkomiseln. Obravnavati bom moral
toliko razliénih podro¢ij, o katerih bi bil moral izmenjati misli z marsikom, ki
to podrocje bolje pozna kakor jaz, pa se bo zato po vsej pravici lahko
obregnil ob moje povrine pripombe. Se bolj pa se bojim kriti¢nih puséic, ki bodo
letele name zaradi izbire snovi. Jasno je, da je za tako kratek pregled izbira
snovi nujna, pa sem pa¢ moral ugotavljati, kaj je vaZno in kaj ne. Ker nisem
imel na razpolago nobenega zanesljivega kriterija, sem se pa¢ ravnal po
lastnem obé¢utku. Pri tem nisem maral posnemati nekaterih nagih kolegov, ki
ofarani nad lepoto prav majhnega koti¢ka na podrodju, kjer so povsem doma,
smatrajo to za edino vaZno stvar na svetu. Po drugi strani pa sem spet pri-
sluhnil mnenju najboljsih sodobnih matematikov, da bi se izognil subjektiv-
nosti. Priznam, da to ni ravno demokrati¢no, a jaz prav malo verujem v de-
mokracijo, Se posebej v znanstvenih stvareh. Da bi bilo vse bolj jasno, sem kot
vidne mejnike v sodobni matematiki izbiral re§itve nekaterih najbolj imenitnih
problemov, ki so nam jih kakor v dedii¢ino zapustili matematiki prej$njih
generacij.

Sodobna matematika jo v glavnem ubira po dveh poteh. Nekateri matema-
tiki — imenujmo jih taktike — si razbijajo glavo nad enim samim problemom,
uporabljajo samo staro in dobro preizkuSeno orodje ter grebejo v svoji razbori-
tosti, kako bi mimo tradicionalnih dokazov na$li novo pot do refitve, ob kateri
so se razbili vsi prejénji poizkusi. Drugi pa — imenujmo jih stratege — si ne
dajo miru vse dotlej, dokler vseh pojmov, ki jih problem vsebuje, ne razélenijo
tako temeljito in njihove povezave ne osvetle v tako Zarki luéi, da se do-
kon¢na resitev izludéi v pravcati preproséini. Pri tem pa je treba razvijati dolge
in dolgocasne teorije, ki bi se zdele marsikomu odmaknjene od zacetnega
vpraganja.

Mislim, .da sta obe poti za matematiko koristni in plodni. Pretirana
samozavest, ki ne upoSteva prej$njih metod in ‘se ne ozira na druge, se utegne
navsezadnje izjaloviti, saj je preve¢ usmerjena na ozko in preve¢ poveli¢evano
teorijo. Nasprotno pa tisti, ki so preveé¢ zaljubljeni v splo$nost, ¢esto izgubljajo
nit lastnega dokazovanja, ker se paé¢ spuStajo v brezkonéno meSanico vedno
bolj praznih teorij. Kako moreta biti obe prizadevanji sre¢no zdruZeni v ubrano
ravnovesje in bogato celoto, nam je najlepsi zgled Hilbert. Naj poudarim, da
v svojem nadaljnjem razmotrivanju Se zdale¢ ne mislim prisojati vi§je vrednosti
niti prvi niti drugi od pravkar omenjenih poti.

Ze takoj v zaletku naj pojasnim, kaj mislim z izrazom »novej$i« razvoj.
Da bi dobili prav$no ozadje, moramo iti — vsaj tako jaz mislim — nazaj tja do
konca druge svetovne vojne. Bodoéi zgodovinarji utegnejo razmi$ljati ob
¢udnem dejstvu, da je koncu obeh svetovnih vojn sledil bohoten razcvet znan-
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stvene ustvarjalnosti, ter bodo iskali sociolosko in psiholosko razlago za ta
pojav, ne da bi kdo dvomil o njem. Jaz pa bi med drugim rad poudaril, da
detudi je matematika od leta 1945 sem naravno nadaljevanje prejSnjega dela,
vendarle vsebuje povsem nova podro€ja, ki po mojem mnenju napovedujejo
novo obdobje v njej. Ozrimo se najprej na novej$e uspehe, ki smo jih dosegli
pred 30 ali 50 leti! Med najzanimivej$e sodijo Rothovo jasno pojmovanje
Thue-Siegelovega aproksimacijskega teorema v teoriji Stevil, ali pa bleSCece
delo J. Thompsona o definitnih grupah, zlasti njegov dokaz dolgo casa ne-
dognane Burnsidove domneve o nekomutativnih grupah. Menim, da je dobrSen
del tega dokaza odkril e Frobenius ali pa Schur na zacetku 19. stoletja. Prav
tako smemo verjeti, da primer, kako je Novikov ovrgel slavno Burnsidovo
domnevo, res ne potrebuje ve¢ nikakrnih sodobnih sredstev. Kon¢no smemo
Steti sem marsikatero in ponovno predstavo, ki se je pojavila v algebrajski
topologiji in ji vrnila njeno prvotno geometri¢no privla¢nost. Toda to je kaj
te¥ko loditi od drugih razvojnih pojavov na tem podrocju, ki pa so povsem
druga¢nega izvora, zato naj to odloZim za/poznej§i odstavek v tem mojem
pripovedovanju.

Tem zanimivim primerom, kako se je povsem nova razlaga lotila starih
problemov, naj sledi .zelo pestro in obsirno podro¢je, ki bi ga-rad opisal kot
trdo prisluzen plod neizmernih naporov v ¢asu tik pred razdobjem, o ka-
terem pravkar razmigljamo in katero je pomoglo matematiki do sodobnih
vidikov in skovalo u¢inkovito orodje novemu rodu. Ne bi hotel vzbujati vtisa,
¢es da za pridobitev tega orodja ni bilo treba velikanskih naporov. Primeri, ki jih
bom navedel, bodo v hipu razprsili take nespametne pomisleke. In vendar se
mi zdi, da teh lepih uspehov nikdar ne bi mogli dose¢i niti jih ustrezno izraziti
brez osnovnih pojmov moderne algebre, topologije in topoloskih vektorskih
prostorov, ki smo jih utemeljili v letih 1920—1940.

Kot znadilen primer naj takoj navedem Gleasonovo in Montgomery-
Zippinovo resitev petega Hilbertovega problema, v kateri se' pojavi Haarova
meritev in Rieszova opredelitev konéno dimenzionalnega vektorskega prostora
— kot »deus’ex machina«. Druga uporaba Haarove meritve je morda manj
znano, a po mojem mnenju $e bolj pomembno delo o grupah, ki ga je napisal
Tamagawa; razvijajo& prej$nje ideje A. Weila, Iwasawe in Tata dodaja glavnim
teoremom klasi¢ne teorije algebrajskih $tevil — izredno preproste in prese-
netljive formulacije. Ta izrazava pa — kot navadno — odpira neposredno pot
do neslutene posploditve. Na tem mestu nikakor ne bi hotel prezreti tesno
sorodnih in ni¢ manj znamenitih uspehov, ki sta jih leta 1961 dosegla A. Borel
in Harish-Chandra v podgrupah Lievih grup, s &imer sta osvetlila in povezala
razli¢ne teoreme iz »aritmetiéne teorije formc.

Izredna rast teorije parcialnih ena¢b v zadnjih 10 letih je prav tako lep
primer, kako splogna teorija topologkih vektorskih prostorov vpliva na klasi¢no
analizo. Tu je nedvomno imela glavni vpliv teorija distribucij, éeprav se je
dobrgen del tehnike ohranil od prej. Schwarzova teorija je sicer imela vec
predhodnic, toda najlaze jo primerjamo s ‘tako imenovanim infinitezimalnim
radunom: jasno je, da bi slavni evropski matematiki okrog leta 1650, torej davno
pred Newtonom in Leibnizom, mogli resiti ve¢ino problemov, ki danes sodijo
v elementarni infinitezimalni radun. Toda namesto da bi si ustvarili pripravno
in splodno uporabno racunsko orodje, so se morali v vsakem primeru posebej
zatekati v posebno razmigljanje. Podobno je vefina problemov, ki sodijo v
teorijo distribucij, bila obdelana in bistveno reSena Ze pred Schwarzom, toda
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nikomur se ni posreéilo odkriti metodo, po kateri bi bili posamezni dokazi za
posebne primere odveé. To pa je mogla dosedi le teorija topoloSkih vektorskih
prostorov, kajti navzlic temu, da je bilo Ze prej ve¢ poizkusov v teoriji distribucij,
po mojem mnenju noben ne daje tolike uporabnosti in mo¢i kot izvirna
Schwarzova razlaga. Zaradi velike uporabnosti, pa izredne globine in obsez-
nosti so se te nove ideje kaj kmalu uveljavile povsod. Naj omenim le dela
Gardinga, Hérmanderja, Malgrangea, Ehrenpreisa, Lojasiewicza, Calderona in
drugih, ki so v toliki meri osvetlili splogne lastnosti parcialnih diferencialnih
enacb. Mislim, da bi nih¢e ne mogel resno trditi, da bi ti uspehi mogli dosedi
svoj cilj in splo$nost, e Ze ne bi bilo tega v novih osnovnih idejah funkcio-
nalne analize. x

Isto moremo trditi za teorijo grup v neskoné¢énih dimenzionalnih prostorih,
ki se je prekrasno razvila v letu 1950 po zadetnih naporih von Newmana in
Gelfandove $ole, ki je zgradila potrebno algebrajsko-topologko ogrodje. Cas mi
ne dopu$ca, da bi se spustal v podrobnosti, vendar se mi zdi, da viSek teh
naporov predstavljajo obseZzne — in $e nedokoné¢ane razprave — Harish-Chandra
o Lievih grupah, ki se po globini in izvirnosti morejo meriti z vsako sodobno
matemati¢no razpravo, saj druZijo v velicastno sintezo (v kateri je teorija
distribucij osnovno orodje) Lievo algebro, harmoniéno analizo in parcialne dife-
rencialne enacbe.

Dalje naj omenimo algebrajsko geometrijo, ki spada v Weil-Zariskijevo
dobo okoli 1945—1955. Tu je bil glavni problem — zgraditi algebrajskc geome-
trijo za poljubne prostore, ne toliko zaradi &m vedje posplo§itve, kot zaradi
boljSega umevanja diofantske analize. Tu je bilo najteZje najti dobro nadome-
stilo za globoko geometrijsko pojmovanje prej$njih generacij, tako da bi znan-
stveno delo na tem obsirnem podroéju potekalo lepo povezano, hkrati pa da
bi bilo zasnovano na manj majavih osnovah. Prejsnji poizkusi, zlasti van der
Waerdena niso dosegli cilja. Najvedja teZzava je bila s teorijo presekov, ki jo je
dokon¢no ugnal A. Weil. Med tem pa je hodil Zariski povsem drugo pot:
skrbno in potrpezZljivo je raziskoval nove algebrajske in topologke pojme, ki
utegnejo imeti — kakor se zdi — $e velik pomen. Tudi tu ne morem nagteti
vseh podrobnosti, ki so sledile temu delu. Najvidnejsi uspeh predstavlja vse-
kakor Weilov slavni dokaz tako imenovane »Riemannove hipoteze o krivuljah
v omejenem prostoru«. Druga velika pridobitev nove algebrajske geometrije
predstavlja razvoj teorije algebrajskih grup, ki je praktiéno ni bilo vse do
leta 1945, ki pa je povsem dozorela v zadnjih petnajstih letih. Tu so zasluni
predvsem trije mozje: A. Weil, ki je sam ustvaril splo$no teorijo Abelovih
variacij na polju poljubne karakteristike, pa A. Borel in C. Chevalley, ki je
napravil isto za linearne algebrajske grupe, s tem da je njihovo teorijo povzdig-
nil tako visoko, kakor sta to storila pred 30 leti E. Cartan in H. Weyl za Lieve
grupe v realni in kompleksni ravnini. Na ta naéin pa se je nenadoma odprlo
novo podro¢je, na katerem so dosegli Ye¢ mnogo lepih uspehov, drugi pa nas
gotovo Se ¢akajo.

Da bi ostal zvest svojemu naértu, bom zdaj govoril o razvoju analiti¢ne
in diferencialne geometrije v letih 1945—1953, odkar sta bili naravno nadalje-
vanje prej$njih temeljnih del Oka in H. Cartana, pa Se E. Cartana, Whitneya,
Cherna, Pontrjagina idr. Tu pa ni mogode zaznati tako ogitne razlike kakor
med obema dobama algebrajske geometrije. Zato nameravam o njima kram-.
ljati kot o celoti.

114



Gotovo je Se prezgodaj izreti o tem dokonéno sodbo, vendar si upam
trditi, da je najveéje dejanje naSega ¢asa, ki ga bodo najbolj poudarjali bodoci
zgodovinarji matematike, izredni vzpon in prevrat v nekdaj imenovani alge-
brajski topologiji. Da bi pravilno ocenili veli¢ino te spremembe, se nam je
treba le spomniti na dejstvo, da v vsakem zvezku sodobnih matematiénih revij
sre¢ujemo homologi¢no algebro in diferencialno topologijo. Prve pred 20 leti
sploh ni bilo, druga pa se je omejevala zgolj na De Rhamove in Hodgejeve
teoreme. Skoraj ne mine leto, ne da bi prineslo reSitve kakega slavnega starega
problema, ki se je zdel prej neizmerno teZak: Hauptvermutung — so ovrgli
(Mazur-Milnor), Poncréjeva domneva je postala teorem — z izjemo tretje in
tetrte dimenzije (Smale-Stallings); vemo, da sfere utegnejo imeti veé razliénih
diferencialnih struktur, in v mnogih primerih celo lahko izra¢unamo njih
§tevilo (Milnor-Smale). Na drugi strani pa obstajajo topoloSske mnogoterosti,
ki sploh nimajo diferencialnih struktur (Kervaire); to¢no Stevilo linearno ne-
odvisnih vektorskih polj je zdaj na krogli docela dognano (J. Adams). Tako
obstajajo vzporedljive krogle in take, ki dopus¢ajo kompleksno strukturo. Dan-
danes imamo vedno veé in boljsih kriterijev za reSevanje problemov, za raz-
vozlavanje mnogoterosti itd. Poudariti pa moramo, da vsi ti dosezki temelje
predvsem na osnovnih pojmih, ki so se razvili pred letom 1945 (homotopija
grup, Whitneyevo delo o diferencialnih mnogoterostih in Morsejeva teorija va-
riacijskega rac¢una). Kot Ze re¢eno — velik del novejSega napredka temelji na
boljsi in globlji uporabi tega matemati¢nega orodja (slovito Thomsovo delo,
Bottova in Smaleova znamenita uporaba Morsejeve teorije in najnovejsa. Mil-
norjeva razprava). Taksna je torej nova geometrijska smer v diferencialni
topologiji, ki sem jo Ze prej omenil. Pred njo zasledimo ze velike dosezke, ki so
jih v 3-dimenzionalni geometriji poZeli: Moise, Bing in Papakyriakopoulos.
Njim so sledili novi uspehi v kombinatorijski topologiji z deli Whiteheada,
Mazura, Stallingsa, Mortona Browna in drugih. Malo prej — okrog leta 1950
se je algebrajska topologija mo¢no obogatila z vpeljavo cele mnozice pomoZnih
rac¢unskih sredstev, kot Bocksteinovih operatorjev, Postnikovega sistema, Eilen-
berg-Mac Lanejevih prostorov, zanjkastih prostorov in Whiteheadovih  pro-
duktov.

Vse to pa je Sele polovica celotne zgodbe in v naglici nametanih dosezkov,
kajti boljda in udinkovitej$a polovica 3ele sledi. Nove metode in pojmi, ki sem
jih omenil, so dejansko topologki, saj smo jih vpeljali samo zato, da bi resevali
topoloske probleme. Cesar v letu 1940 sploh e nismo pricakovali, pa je to, da
moremo metode algebrajske topologije kratko in malo presaditi na prenekatero
matemati¢no podro&je v algebri in analizi. Tu mislim seveda na homolosko
algebro, ki je zdaj na tem, da bo vdrla v celotno matematiko, kakor pred 50 leti
teorija grup in linearna algebra.

Homologi¢éna algebra je vznikla — kot znano — kot neka zvrst proslule
linearne algebre, s tem, da je vpeljala nove pojme kot ext- in tor-funktorje, ki
nam znatno pomagajo v klasi¢ni linearni algebri. Podobnost s homologijo grup,
ki nam pri¢a, kako nas lahko zavajajo predsodki, je danes — povsem ofitna.
Toda $e mnogo vode je moralo pretedi, da se je ta podobnost uveljavila in bila
matemati¢no izraZena: Sele H. Cartan in Eilenberg sta zbrala razmetane doseZke
in jih zvarila v splogno teorijo. Sele leta 1955 pa sta se toliko opogumila, da sta
o tem napisala prvo knjigo. Zivljenjska mo¢ in uspe$nost te teorije se najlepSe
vidi v tem, da je bilo treba knjigo napisati znova in upostevati v njej kopico
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novih pripomockov, ki so bili od tedaj vpeljani v homolosko algebro, zlasti
Grothendiekove grupe in obrode.

Verjetno bi te nove ideje ne vdrle tako presenetljivo na druga matema-
titna podroéja, ¢e ne bi bil isto¢asno J. Leray vpeljal pojem sveZnja ali snopa,
s ¢imer je mod¢no poudaril njihov pomen, saj so prvi¢ dale ustrezno matematiéno
izrazoslovje za intuitivno zamisel strukturnih variacij. Lerayu je §lo v glavnem
za uporabo v topologiji mnogoterosti, pri tem pa je vpeljal tudi pojem spek-
tralne zapovrstnosti, ki sodi med najmocnejSe pripomo¢ke v homologi¢ni
algebri. Da je bil moZ na pravi poti, so potrdili Stevilni in veliki uspehi in
dosezki, ki so neposredno sledili v homologki teoriji, v homotopiji grup itd.
Ze v nekaj letih je izredna elasti¢nost in uporabnost teh novih pripomodkov
razburkala $e mnoga druga podroéja. Tako sta v analiti¢ni geometriji H. Cartan
in Serre ob tesnem sodelovanju nagla &udovito uporaben pojem koherentnega
snopa, kar je spet naglo vodilo k resitvi mnogih kljuénih problemov. Homologka
algebra pa se da s pridom uporabiti marsikje (Tateova formulacija teorije
polja, Galoisova kohomologija, linearne parcialne enacbe, uporaba grup v elip-
tiénih enacbah itd.). Izkus$nje zadnjih desetih let nam dajo misliti, da upravi-
¢eno lahko pri¢akujemo e veliko in vaZnih posledic teh novih idej in da bo
homoloska algebra osvojila $e druga matemati¢na podrocja, ki se jih do danes
Se ni dotaknila. H koncu bi $e rad nekaj pripomnil. To in predvsem to bi rad
poudaril, da navzlic silni razburkanosti in precej zaskrbljujo¢emu nenapovedlji-
vemu razvoju v zadnjih 20 letih matematika $e nikdar ni bila tako enotna kot
je danes. Oc¢itni primeri za globoko in tesno sorodstvo med posameznimi
podrodji matematike ni ostalo skrito Ze v klasi¢nih Casih, kakor tudi ne takrat,
ko je Dirichlet posegel v teorijo &tevil in ko je Riemann vpeljal topologijo
v funkcijsko teorijo. Mi pa smo danes dospeli e tako dale¢, da v literaturi
s kakega vecjega matemati¢nega podro&ja kratko in malo ne moremo veé
uporabljati starih izrazov kot: algebra, analiza ali celo — geometrija. Algebra-
i¢na in analiti¢na geometrija sta si skoraj dvojéici. Vsak najmanjsi napredek
v eni se prav kmalu zlije s teoremom iz druge. Na drugi strani sta se komuta-
tivna algebra in algebrajska geometrija e domala zdruzili, teorija algebrajskih
Stevil pa jim utegne slediti Ze v nekoliko letih. Do nekaterih najvaznej$ih teo-
remov prihajamo s tem, da skrbno in uspeino primerjamo dve navidez ne-
sorodni teoriji. O tem bi pa¢ lahko navedli nesteto lepih in zanimivih primerov.

Na tem mestu torej stojimo danes in ve¢ kot gotovo je, da ta zgodba Se
dolgo ne bo konéana. Upam, da sem dovolj jasno pokazal, kako zapleteni in
plodni so danes medsebojni vplivi matemati¢nih idej, pa naj prihajajo s ka-
terega koli podroéja.

Véasih se — zlasti mlaji Studentje — boje, da utegnejo te silne tendence
po popolni zdruZitvi vseh matemati¢nih podroéij pokondati same sebe, ¢e§ da
je cisto nemogofe hkrati z razumom dojeti toliko razliénih idej in teorij.
Videti pa je, da kakor je bilo v vseh podobnih razdobjih »Sturm in Drang«
v zgodovini naSe znanosti, tako nas k sre¢i tudi zdaj zaskrbljujoéa mnoZica
novih pojmov povsem naravno sili, da i¥¢emo in si prizadevamo, kako bi
poenostavili nezaZeleno zmedo. V tem trenutku se zdi, da nam bodo prinesli
reditev novi pojmi kategorij in funktorjev, ki sta jih vpeljala Ze leta 1940
Eilenberg in Mac Lane, in tudi pokazala njihovo koristnost in uporabnost.
Mnogo mladih matematikov se zdaj ubada, kako bi vse zdruzili in poenostavili
— in tako se — seveda na vi§ji ravni — ponavlja zgodovina algebre in topo-
logije izpred 40 let. Cena pa je kajpak — v vedno hujsi abstrakciji. K sredi je

116



ta pojav Ze dobro znan: da, kar je za seédanjo generacijo matematikov zelo
abstraktno, bo Ze za prihodnjo — vsakdanja modrost. Tu in tam seveda lahko
sliS$imo krik groze, ki pa prihaja od starejsih ljudi, ki Zal ocitno ne morejo veé
drzati koraka z mlajsimi. Vendarle ljudje vobée vedno manj radi poslusajo take
in podobne vzklike ¢loveske slabosti — kot npr. pred 30 leti, in obidajne Sale
o trdih in dobrosrénih matematikih so Ze precej zbledele. Ni¢ lazjega ni kot
iz kupa aksiomati¢ne navlake, ki jo vsako leto namecejo nesre¢ni javnosti
ljudje, ki bi na vsak nacin hoteli biti matematiki, izbrati nekoliko posebno
nesmiselnih spisov in jih razstaviti kot znadilne proizvode sodobne matematike.
Sami razsodite, ali je tako pocetje Se v skladu's trohico razumske ¢&asti in ali
se tistim, ki temu pritrjujejo, ne bi spodobilo, da bi moléali in se pobrigali, da
bi se o tem bolj natan¢no poudili.

Ob koncu bi e rad poudaril, kako malo je novejsa zgodovina bila voljna
poslusati pobozne plehkosti tistih prerokov, ki nas obdobno svarijo pred stras-
nimi posledicami, ¢e§ da se matematika skuSa odtrgati od sleherne uporabnosti
v drugih znanostih. Ne bi hotel trditi, da je tesna povezava z drugimi podroéji
— kot npr. s teoreti¢no fiziko — nekoristna za obe strani. Jasno pa je, da med
vsemi napredki, o katerih sem govoril, ni nobenega, ¢e morda izvzamemo
teorijo distribucij, ki bi imel kaj opraviti z uporabami v fiziki. Tudi v teoriji
parcialnih enac¢b je dandanes ve¢ poudarka na notranjih in strukturnih pro-
blemih kot na vpraSanjih, ali imajo morda kak neposreden pomen za fiziko.
Pa tudi ¢e bi matematiko nasilno lo¢ili od drugih podrocij ¢loveske dejavnosti,
bi nam paé e za stoletja ostalo dovolj miselne hrane v velikih problemih
naSe znanosti, ki nas Se éakajo — nereSeni.

Upam, da sem vam podal vsaj medlo sliko silnega napredka, ki smo ga
bili deleZni v zadnjih 20 letih. Lahko redemo, da nobeno drugo razdobje v nasi
zgodovini ni bilo tako bogato z novimi idejami in tolikimi uspehi, pa z vso
pravico lahko upamo, da se bo v bodo¢nosti vedno bolj izpolnjevalo Hilbertovo
geslo »Spoznavati moramo, da bomo spoznali.. .«

(Iz »The American mathematical monthly« — prevedel Francé Sudtersi¢)
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NOVICE

RAZISKOVALNE NALOGE MATEMATICNEGA ODDELKA IMFM

V okviru raziskovalnega dela matemati¢nega oddelka IMFM so njegovi
¢lani v zadnjih letih prijavili na Sklad Borisa Kidri¢a in univerzitetni sklad
za znanstveno-raziskovalno delo ve¢ nalog. Vetina teh nalog predstavlja 3ele
skromen zaCetek raziskovalnega dela, kar je pripisati pomanjkanju izkuSenih
in plodnih raziskovalcev na podrodju matematike pri nas. To velja predvsem
za naloge ra¢unskega centra, saj imajo le-te bolj izobraZevalni in metodologki
kot pa pravi raziskovalni znadaj. Oglejmo si izvletke iz posameznih izdelanih
elaboratov ali predlogowv.

Vse teoretitne naloge matematiénega oddelka so s podro¢ja funkcionalne
analize. Tri naloge so Ze konéane, ena pa je v delu.

Posplositev Fourier-Laplaceove transformacije

Nosilec naloge je bil A. Suhadolc, sodelavec pa J. Vrabec. Nalogo je finan-
ciral Sklad Borisa Kidri¢a, Konéana je bila, 1. 1964.

Klasi¢na Fourierova transformacija je definirana na Hilbertovem pro-
storu L? (— oo, -+ o0) merljivih in s kvadratom. integrabilnih funkcij, tj. takih,

) o
za katerde eksistira integral {|f(x)|? dz. Fourierova transformacija preslika
prostor L* nase. Za funkcije, ki so istc¢asno v L2 in L, zd katere eksistira torej
+
tudi integral {|f (x) | d, je Fourierova transformacija dana s predpisom F (f) =
+ o .

Vé—: J f () e!*¥ dx. Za klasi¢no Fourierovo transformacijo velja Plancherelov
3

—co
izrek, ki trdi, da je Fourierova trasformacija povratnoenoli¢na preslikava pro-
stora L? nase in v obe smeri zvezna, torej homeomorfizem prostora L2 nase.
Ohranja tudi »dolZinox, saj velja Parsevalova enadba

Slf@pde=(F )k

Pri uporabi Fourierove transformacije v teoriji in praksi so posebno
pomembne naslednje lastnosti

1. F (xf (x)) = —i;;—/ F (f (x))

2. F(f (x)) = — iyF (f (x))
3. F (™= f (x)) = F (f (x)) (y — k)
4. F (f (x —k)) = e*¥ F (f (x))

+ o
5. F (f*g) = F (f) F (9), kjer pomeni (f*g) (x) = [ f(t) g (x —1t) dt
Nastete lastnosti veljajo le za nekatere funkcije f (x) € L? in le za realne vred-

118



nosti parametra k. Formula 1. na primer velja le, ¢e sta oba integrala
+ oo B ]
{]f(x) [Pdx in §|xf (x) |* dx kontna, formula 2. pa le, ¢e je funkcija f(x) od-

vedljiva in njen odvod tudi s kvadratom integrabilen.

Cilj teme je bil tale: ugotoviti, ¢e eksistira tak prostor, na katerega je
mogode posplofiti klasiéno Fourierovo transformacijo tako, da bodo za elemente
novega prostora veljale formule od 1. do 4. brez dodatnih predpostavk.

V delu je konstruiran tak prostor; H in taka posplositev klasiéne Fourie-
rove transformacije. IzkaZe se, da H vsebuje izomorfno L? kot svoj podprostor
in L? je v H gost v smislu primerne lokalnokonveksne topologije v H. Na
funkcijah iz L? nova in klasi¢na transformacija sovpadata. Za vse elemente
iz H in za vsa kompleksna $tevila k veljajo enacbe 1. do 4. Ne velja pa vet
enacba 5.

Pri reSevanju naloge je uporabljena teorija lokalnokonveksnih pro-
storov, teorija Schwartzovih distribucij in teorija analitiénih funkcij.

Ideje za nalogo in njeno resitev je dobil nosilec med Studijem pri prof.
H. G. Tillmannu v Heidelbergu; delo pri prvi verziji je vodil prof. I. Vidav,
dokaz gostote L2 v H pa je originalen doprinos sodelavea J. Vrabca. A. Suhadolc
je o tem delu porotal na IV. kongresu matematikov, fizikov in astronomov
v Sarajevu 1. 1965.

Problemi lastnih vrednosti z vel parametri in uporaba v teoriji
diferencialnih enacb

Nosilec naloge je bil Z. Bohte. Nalogo je financiral Sklad Borisa Kidrica.
Konc¢ana je bila 1. 1964.

Cilj naloge je bil obravnavati sistem enacb

n
A +24iCp)exk=0,1=1,2,...,.1n

i=1
kjer so Ay in Cy sebi adjungirani operatorji v Hilbertovem prostoru, 4; pa
razpoloZljivi parametri, ki jih je treba tako dolociti, da ima sistem netrivialno
reSitev x;z =0 za vsak k. Rezultat dela sta dva eksisten¢na izreka v primeru

n = 2. Pri dokazovanju je bila uporabljena perturbacijska metoda.
Nosilec je najprej obravnaval sistem

Ar+e¢(uBi+Cx =4z
Ay +euB:+Coy=12y

kjer so vsi nastopajoéi operatorji sebi adjungirani in razen operatorja A tudi
omejeni. Ce je 4, enostavna izolirana tctka spektra operatorja A z lastnim
vektorjem xo, || o || = 1, in je izpolnjen pogoj

((B1— Bg) Zo, o) =0

se pri dovolj majhnem ¢ izrazajo reSitve v obliki potencnih vrst po potencah e:

=<} [=-] o« [=-]
A=3Arek, u=Zurck, x=2Japek, y=3Jype*
k=0 k=0 k=0 k=0
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V delu je izpeljan algoritem racunanja koeficientov v potenénih vrstah in
ocenjen konvergen¢ni polmer teh vrst.
Na podoben natin je nosilec obravnaval tudi sploinej$i problem

Ar+ @A+ uB+Cx=ceuBi+Cp)x
Ay+ A+ uB+C)y=cuBz+ Co)y

Pogoji za eksistenco resitve so tu precej bolj komplicirani.
Ker je problem z vet parametri zelo tezak in $e slabo obdelan, se niso
dali dobiti taki rezultati, ki bi jih lahko uporabili v teoriji diferencialnih enaib.
Idejo za nalogo je dal prof. I. Vidav, ki je tudi vodil raziskovalno delo.
O tem delu je nosilec porotal tudi na IV. kongresu matematikov, fizikov in
astronomov v Sarajevu 1. 1965.

Seminar iz fukcionalne analize

Seminar je financiral univerzitetni sklad za znanstveno-raziskovalno delo.
Vodja seminarja je bil prof.I. Vidav, sodelovali pa so §e Z.Bohte, J. Grasselli,
N. Prijatelj, A.Suhadolc in G.Tomsi¢. Porotilo je bilo oddano 1. 1964. ,

Namen seminarja je bil pripraviti potrebno osnovo za raziskovalno delo
na podro¢ju funkcionalne analize. Delo v seminarju je potekalo tako, da je vsak
izmed imenovanih sodelavcev izbral po eno poglavje iz funkcionalne analize
" ali iz sorodnih podroéij, ga obdelal, napisal kratko porocilo in o tem referiral
v seminarju. Teme so bile naslednje:

1. Z. Bohte: Invariantni podprostori.

Problem invariantnih podprostorov omejenih operatorjev v Banachovem
prostoru Se ni v. celoti refen. Predavatelj je poro¢al o eksistenci invariantnih
podprostorov za kompaktne operatorje, ki sta jo dokazala Aronszajn in Smith.

2. J. Grasselli: O nekaterih pojmih pri kategorijah.

3. N. Prijatelj: O kategorijah in funktorjih.

Predavatelja sta obdelala osnovne pojme o kategorijah in funktorjih, ki
so vse bolj in bolj pomembni v funkcionalni analizi, saj je teZise raziskav
v funkcionalni analizi danes v tej smeri. 5

4. A. Suhadolc: Posplositev Laplace-Fourierove transformacije.

V zvezi s svojim delom na posplofitvi Laplace-Fourierove transforma-
cije je predavatelj obdelal lokalno konveksne topoloske prostore in distribu-
cije kot robne vrednosti analiti¢nih funkecij.

5. G. Tomsi¢: R-§tevilske algebre.

Sistem tako imenovanih r-§tevil je neka neasociativna komutativna alge-
bra nad obsegom realnih Stevil. Znadilen primer za tako algebro je mnoZica
sebi adjungiranih operatorjev Hilbertovega prostora. Predavatelj je porocal
o izsledkih, ki so bili doseZeni v konéno razse’nih r-$tevilskih algebrah.

~ 6. I. Vidav: Homogeni operatorji in homogene spektralne mere.

Prof. 1. Vidav je obravnaval homogene operatorje v Hilbertovem pro-
storu in porofal o nekaterih problemih, ki se pojavljajo v zvezi z definicijo,
eksistenco in ekvivalenco homogenih operatorjev in homogenih spektralnih mer.

IzraZanje pozitivnih funkcionalov v involutivnih algebrah
z 2k generatorji
Nosilec naloge je G. Toms&i¢. Naloga je bila predlagana v odobritev
Skladu Borisa Kidri¢a in je Se v delu.
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Cilj naloge je posploSitev Vidavovih rezultatov, ki se nanaSajo na izra-
zanje pozitivnih funkcionalov v involutivnih algebrah z dvema generator-
jema, na algebre z 2 k generatorji.

Raziskovalne naloge rafunskega centra so bile namenjene predvsem
izobraZevanju ¢lanov na podrotju numeriéne matematike in izpopolnjevanju
biblioteke rafunalnika Z-23, tj. izdelavi programov za reSevanje osnovnih
problemov numeriéne analize.

Studij numeriénih metod in izdelava osnovnih podprogramov
za racunalnik Z-23

Nosilec naloge je bil Z. Bohte, sodelavei pa E. Zakraj$ek, J. Vrabec,
J. Lesjak in A. Suhadole. Nalogo je financiral univerzitetni sklad za znan-
stveno-raziskovalno delo. Naloga je bila koncana 1. 1964.

V okviru, te naloge je bilo izdelanih 18 samostojnih podprogramov za
ratunalnik Z-23 predvsem iz podrodja numeri¢nih metod algebre. Pri izdelavi
teh programov so bile prou¢ene mnoge znane metode in izmed njih izbrane
najprimernejSe za reSevanje sistemov linearnih enacb, reSevanje algebrai¢nih
in transcendentnih enalb ter za reSevanje problema lastnih vrednosti matrik.
Poleg temeljite in podrobne prouditve izbranih metod je bilo treba uvesti
marsikatero izboljSavo in prilagoditev za programiranje. Velik trud je bil
vlozen v skrbno programiranje, tako da so izdelani programi glede racional-
nega izkoriS¢anja spomina in hitrosti delovanja skoraj optimalni. Seznam
izdelanih programov je naslednji:

1. Osnovne aritmeti¢ne operacije v dvojni dolzini (20 decimalk).

2. Osnovne aritmeti¢ne operacije v povetanem obsegu (7 decimalk, obseg
do 102450), :

3. ReSevanje algebraiénih enalb po prirejeni Newtonovi metodi.

4. ReSevanje algebrai¢nih enaéb s kompleksnimi koeficienti po Muller-
jevi metodi.

5. ReSevanje algebrai¢nih enatb po Muller-Newtonovi metodi.

6. ReSevanje algebrai¢nih enalb, ki imajo samo realne korene. .

7. Program za ugotavljanje $tevila realnih korenov algebrait¢ne enatbe po
Sturmovi metodi.

8. Program za lokalizacijo realnih korenov algebrai¢nih enacb.

9. Ratunanje vseh realnih korenov poljubne algebraine enadbe.

10. ReSevanje algebrai¢nih enalb do &etrte stopnje po Cardanovih in Fer-
rarijevih formulah.

" 11. ReSevanje transcendentnih ena¢b po sekantni metodi.

12. ReSevanje sistemov nelinearnih ena¢b po Newtonovi metodi.

13. ReSevanje sistemov linearnih enatb po Gaussovi metodi z izbiro glav-
nega elementa.

14. ReSevanje normalnih sistemov ena¢b po metodi kvadratnih korenov.

15. ReSevanje sistemov linearnih enacb s tridiagonalno matriko.

16. RaCunanje karakteristicnega polinoma matrike po Le Verierjevi
metodi.
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17. Ra¢unanje lastnih vrednosti in lastnih vektorjev simetrié¢nih matrik
po Jacobijevi metodi.

18. ReSevanje problema lastnih vrednosti poljubnih matrik po metodi
Danilevskega.

Numeritno reSevanje raznih problemov iz matematiéne analize
na rac¢unalniku Z-23

Nosilec naloge Z. Bohte, sodelavca E. ZakrajSek in M. Vencelj. Nalogo je
financiral Sklad Borisa Kidri¢a. Kon¢ana je bila 1. 1965.

Ta naloga je nadaljevanje prejSnje, kjer sta Studij metcd in izdelava
programov razSirjena na mpodrocje matematiéne analize. Izdelanih je bilo
11 programov iz podro¢ja numeritnega reSevanja diferencialnih enacb in
aproksimacije funkcij. Biblioteko smo poveéali za naslednje programe:

1. ReSevanje navadne diferencialne enacbe prvega reda po Mersonovi
metodi.

2. ReSevanje navadne diferencialne enalbe prvega reda po Milneovi
metodi.

3. ReSevanje sistema navadnih diferencialnih enaéb prvega reda po Mer-
sonovi metodi.

4. ReSevanje navadne diferencialne enacbe reda n po Mersonovi metodi.

5. ReSevanje linearnega robnega problema drugega reda po Cauchyjevi
metodi.

6. ReSevanje enatbe u; = Uy z linearnimi robnimi pogoji po diferenéni
metodi. : '

7. Razvoj analitiéno podane funkcije v vrsto po polinomih CebySeva.

8. Enakomerna aproksimacija tabelaritno podane funkcije z linearno
kombinacijo danih funkcij po metodi linearnega programiranja.

9. Srednjekvadrati¢na aproksimacija tabelariéno podane funkcije v ekvi-
distantnih to¢kah z ortogonalnimi polinomi. _

10. Srednjekvadrati¢na aproksimacija tabelari¢éno podane funkcije v ne-
ekvidistantnih totkah z ortogonalnimi polinomi.

11. ReSevanje sistema linearnih enalb po metodi najmanjsih kvadratov.

Aproksimativne metode matematiéne analize

Nosilec naloge: Radunski center pri IMFM Univerze v Ljubljani. Delo
na tej nalogi [je potekalo v seminarski obliki. V okviru seminarja so predawvali
Z. Bohte, A. Kmet, S. Pahor, A. Suhadolec, J. Vrabec, M. Vencelj, G. Tom§ié&,
E. Zakrajsek, J. Grad, C. TrampuZ in M. Petri§i¢. Temo je financiral univerzi-
tetni sklad za znanstveno-raziskovalno delo.

Ta tema je po svoji naravi razlitna od vseh drugih, ki obravnavajo
‘kak nov matemati¢ni problem ali reSujejo konkretne matemati¢ne naloge. Njen
namen je bil izobraZevanje ¢lanov ratunskega centra. Odkar imamo v Ljubljani
elektronski ra¢unalnik, potrebujemo tudi precej ljudi, ki poznajo aproksima-
tivne metode matemati¢ne analize in znajo tudi programirati. Ker predavanj
za matematike iz tega podro¢ja do pred nekaj leti ni bilo, je imela vedina
matematikov, ki delajo v raunskem centru le pomanjkljivo znanje iz tega
predmeta. Seminar je imel namen to vrzel v znanju zapolniti.
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Seminar je potekal v obliki predavanj, ki so trajala 4 semestre po 2 do
3 ure tedensko. Podroben pregled dela seminarja obsega ¢ez 100 tipkanih
strani in je bil narejen kot poroé¢ilo skladu. Predavanja so bila iz naslednjih
podrocij: .

. Enaébe matemati¢ne fizike.

. Integralne enacbe.

. Variacijski racun.

Konformne preslikave.

. Asimptoti¢ni razvoji.

. Specialne funkecije. :

. Analiza napak v algebrai¢nih procesih.

Ostalo je Se vet zanimivih podrodij uporabne matematike, ki niso bila
vkljuena v program seminarja, kot mreZne metode reSevanja parcialnih di-
ferencialnih enagb, aproksimacije s polinomi Ceby$eva in podobnc. Zato ima
radunski center v naértu prirediti kdaj pozneje podoben seminar. .

S I R N

Numeriéno reSevanje integralskih enacb

Nosilec naloge A. Suhadolc, sodelavec J. Vrabec. Temo smo prijavili na
univerzitetni sklad za znanstveno-raziskovalno delo. "

Namen teme je preftudirati obSirno literaturo o numeriénih metodah
reSevanja integralskih enacb. Velik del literature je Ze zbrane. Izmed vseh
metod je treba izbrati tiste, ki so primerne za uporabo na elektronskem
ra¢unalniku, posebno na nafem. Za izbrane metode nameravamo napraviti
programe in jih preskusiti.

Numeriéno reSevanje problema lastnih vrednosti matrik

Nosilec naloge Z.Bohte, sodelavec E. ZakrajSek. Naloga smo prijavili na
Sklad Borisa Kidrica.

Cilj naloge je §tudij najmodernej$ih metod za reSevanje problema lastnih
vrednosti matrik in izdelava programov za ratunalnik Z-23. Pri prejdnjih
nalogah se je pokazalo, da je problem -lastnih vrednosti za nesimetri¢ne
matrike zelo teZak problem, posebno pa raunanje lastnih vektorjev. TeZziS¢e
Studija in raziskave bo Francisova QR metoda za lastne vrednosti in inverzna
iteracija za lastne vektorje.

i Ti, ¢eprav skromni, zaletki raziskovalnega dela nam dajejo upanje, da
bomo séasoma uspeli tudi pri nas razviti raziskovalno dejavnost na enem ali
ve¢ podro¢jih matematike. Zanimanje za raziskovalno delo nasploh in Se po-
sebej za matematiko stalno nara3¢a, sredstev zaenkrat ne manjka, uéni uspehi
pri $tudiju matematike dokazujejo, da je talentiranih in prizadevnih mladih
matematikov &edalje ved, torej so skoraj vsi pogoji za uspeSen razvoj izpolnjeni.

Z. Bohte in. A. Suhadolc
INVARIANTNOST PROTI KONJUGACIJI NABOJA?
V fiziki delcev zopet posvedajo precejinjo pozornost inverziji prostora,
obratu ¢asa in konjugaciji naboja.
V Kklasi¢ni fiziki je treba pri inverziji prostora nadomestiti koordinate

kake tocke x,y,z z —x,—Yy,—= in pri obratu Casa vstaviti namesto Casa t
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negativno vrednost —t. Enalbe gibanja (enacbe, ki sledijo iz Newtonovega
zakona) so invariantne proti inverziji prostora. S tem hofemo povedati tole:
¢e v kako re§itev enac¢b gibanja postavimo —x, —y, —z namesto x, y, z, dobimo
eno izmed moznih resitev teh ena¢b. Enacbe gibanja so invariantne tudi proti
obratu ¢asa. Ce v kaki reSitvi enadb gibanja postavimo —t namesto t, dobimo
zopet eno izmed moZnih resitev. Preprosto povemo to ugotovitev drugade: samo
z opazovanjem filma o kakem pojavu, npr. o trku delcev, ki jih opiemo
klasi¢no, ne moremo presoditi, ali je film pravilno obrnjen ali pa sta leva in
desna stran zamenjani. Prav tako ne moremo presoditi, ali tede film od zadetka
proti koncu ali pa obratno. Zadnja trditev velja samo, ¢e je $tevilo delcev

970000

a b ¢ -4 ] f

1 & e W — spin /a",/(’;‘,', rl//na)

=D vijotnos! 1 <«—)=> vijjoénos! -1
(desn/ sveder) ( /ev/; sveaer)

Sl1. 1. Razpad f (a) in slike tega razpada po inverziji prostora (b), po konjugaciji naboja
(c), po obratu ¢asa (d), po hkratni inverziji prostora in konjugaciji naboja (e) in po
hkratni konjugaciji naboja in inverziji prostora in obratu &asa (f). Pojavov (b) in (c)
ne opazijo v maravi. Na sliki je osamljeno jedro. Narisana smer hitrosti delca, ki
odleti ali prileti, je smer, v katero odleti ali iz katere prileti ved¢ina delcev.

majhno. Za makroskopski sistem z zelo velikim Stevilom delcev, kar opifemo
statisticno, v wveliki ‘veéini opazovanj po filmu uganemo, kateri trenutek je
prejsnji in kateri poznejsi. To je posledica entropijskega zakona.l

V elektrodinamiki se navedenima transformacijama pridruzi konjugacija
naboja, pri kateri je treba v enaébah spremeniti predznake vseh nabojev.
Enatbe elektrodinamike (Maxwellove enac¢be in enacbe, ki izhajajo iz njih)
so invariantne proti konjugaciji naboja. To pomeni, da dobimo eno izmed
mo?nih resitev teh enach, ¢e v neki regitvi upostevamo vse naboje z nasprotnim
znakom.

Delce moramo seveda opisovati kvantnomehansko. Zato se moramo pri
njih drugace lotiti navedenih transformacij, ki sicer obdrZijo svoj osnovni
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pomen. Podrobnosti tu niso bistvene in jih prihranimo za konec sestavka.
Glavni zaplet nastane namre¢ zaradi nekega drugega dejstva: interakcija med
delci je sestavljena iz treh delov, ki se pri teh transformacijah vedejo prav
razlicno. Ti deli so: moc¢na (jedrska), elektromagnetna in Sibka interakcija, ce
se ne menimo za gravitacijsko interakcijo.

Znano je, da Sibka interakcija ni invariantna proti inverziji prostora.l;2
Ce npr. pri razpadu B (sl.la), ki ga povzro¢a $ibka interakcija, izvriimo
inverzijo prostora, ne dobimo pojava, ki bi ga opazili v naravi (sl.1b). Isti
poskus pokaZe, da Sibka interakcija tudi ni invariantna proti konjugaciji
naboja. Po zamenjavi delcev z antidelci namre¢ ne dobimo pojava, ki bi ga
opazili v naravi (sl. 1c¢). Po hkratni inverziji prostora in konjugaciji naboja pa
dobimo pojav, ki ga opazimo v naravi (sl. 1d). Zato je Sibka interakcija veljala
za invariantno proti hkratni inverziji prostora in konjugaciji naboja. Razpad
mezonov K° pa je moZno pojasniti, ¢e Sipka interakcija ni invariantna proti
hkratni inverziji prostora in konjugaciji naboja. Ugotovili so namreé, da raz-
pade na dva piona majhen dele? dolgoZive komponente K3, za katero so spo-
cetka mislili, da lahko razpade samo na dva piona.l:3

Iz splo$nih predpostavk® sledi, da je vsaka izmed treh interakcij in-
variantna proti hkratnem obratu ¢asa, inverziji prostora in konjugaciji naboja.
Sibka interakcija torej ne bi bila invariantna proti obratu éasa, ¢e ne bi bila
invariantna proti hkratni.inverziji prostora in konjugaciji naboja. Po drugi
strani pa je meoZno pojasniti razpad Ko v dva piona tudi drugade, tako, da ni
treba podvomiti v invariantnost Sibke interakcije proti obratu &asa in proti
hkratni inverziji prostora in konjugaciji naboja. V zvezi s tem je bilo izredenih
ve¢ domnev.l»? V zadnjem dasu je vzbudila najve¢ pozornosti domneva, da
elektromagnetna interakcija med hadroni (deleci z moé¢no interakcijo, to je
mezoni in barioni) ni invariantna proti konjugaciji naboja.l»4 5 Na kratko bomo
opisali merjenja, s katerimi so poskus$ali potrditi ali ovre¢i to domnevo. Za ta
merjenja je veliko zanimanje, deprav si njihovi rezultati $e nekoliko na-
sprotujejo in Se ni mozen dokoncen sklep niti o invariantnosti elektromagnetne
interakcije med hadroni proti konjugaciji naboja niti o pravem vzroku razpada
Ks® na dva piona. Na koncu bomo beZno omenili teoreti¢no novost pri obravna-
vanju omenjenih transformacij, ki je sprozila te poskuse.

Mnogo eksperimentalnih dejstev kaze, da je elektromagnetna interakcija
med delci, med katerimi ni moéne interakcije, to je med leptoni ali med leptoni
in hadronom ali npr. med elektromi in jedrom v atomu, invariantna proti
konjugaciji naboja. Novej§i poskusi kaZejo tudi, da je mo¢na interakcija
invariantna proti konjugaciji naboja. Mimogrede omenimo te poskuse, ker so
sorodni s poskusi, ki nas zanimajo. Po konjugaciji naboja preide reakcija
p + p—a~+ at + nevtralni delei v p + p—nt + 2~ + nevitralni delci. (1)
Transformirana reakcija se ne razlikuje od prvotne. Ce je moé¢na interakcija,
zaradi katere pride do anihilacije protonskega para v mirovanju (1), invariantna
proti konjugaciji naboja, morata biti nabita piona popolnoma enakopravna. Pri

* Enac¢be vsake lokalne teorije polja, ki je v skladu s specialno teorijo relativ-
nosti (in so zato enacbe invariantne proti zveznim Lorentzevim transformacijam), so
nujno invariantne tudi proti hkratnemu obratu ¢asa, inverziji prostora in konjugaciji
naboja. (V lokalni teoriji polja je v neki tocki v Stiridimenzionalnem prostoru
treba poznati samo vrednosti polja in odvode v tej toc¢ki. Ni¢ pa niso vaine tocke
v okolici.)
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velikem $tevilu reakcij (1) izmerijo kineti¢ni energiji nabitih pionov. Ce je
moc¢na interakcija invariantna proti konjugaciji naboja, mora biti Stevilo
reakcij, pri katerih ima negativni pion veéjo kineti¢no energijo kot pozitivni,
v okviru dosezene natancénosti enako §tevilo reakcij, pri katerih ima pozitivni
pion vedjo kinetin¢o energijo kot negativni. Ce bi bilo prvih reakcij veé kot
drugih ali obratno, bi morali sklepati, da mo¢na interakcija med hadroni ni
invariantna proti konjugaciji naboja.

Merjenja so pokazala, da je bilo v okviru doseZene natanénosti (1 9o)
obojih reakcij enako mnogo. Preiskali so tudi reakcijo p + p—K* + K+ +
+ nevtralni delci, ki preide po konjugaciji naboja v p +p K-+ Kt +
+ nevtralni delci. Tudi pri tej so v okviru dosegljive natan¢nosti (2 %) ugoto-
vili, da je bilo reakcij, pri katerih je imel mezon K~ vecjo kineti¢no energijo
kot mezon K+, enako mnogo kot reakcij, pri katerih je imel K+ veéjo kineti¢no
energijo kot K—.% Ta merjenja so izvedli z namenom, da se prepri¢ajo o in-
variantnosti mocéne interakcije proti konjugaciji naboja. Tudi ta neinvariantnost
bi namre¢ pojasnila razpad Ko® na dva piona. Vendar se je zdelo Ze spocletka
manj verjetno, da moc¢na interakcija ni invariantna proti konjugaciji naboja.

Precej bolj sumljiva je bila elektromagnetna interakcija med hadroni.
Ker ni bilo $e nobenega poskusa, ki bi zagotavljal njeno invariantnost, so se
lotili novih poskusov. Neinvariantnost elektromagnetne interakcije med
hadroni proti konjugaciji naboja bi lahko pojasnila razpad K,® v dva piona.
Potekal bi v dveh korakih: v prvem bi zaradi elektromagnetne interakcije ob
sevanju in absorpciji virtuelnih fotonov majhen delez Ko? preSel v neko vmesno
stanje. To vmesno stanje, ki bi se pri konjugaciji naboja vedlo drugace kot
prvotno stanje, bi v drugem koraku zaradi $ibke interakcije razpadlo v dva
piona. Sibka interakcija bi bila v tem primeru invariantna proti hkratni
inverziji prostora in konjugaciji naboja.

Za preulevanje elektromagnetne interakcije med hadroni je najprimer-
nejsi® razpad mezona 7

No>a+a® +at. (2)

Razpadni ¢as je vecji kot 10722s in je zato prekratek, da bi bil lahko razpad
posledica . §ibke interakcije. Sprva so mislili, da je treba razpad (2) pripisati
mocni interakciji. Pozneje se je pokazalo, da povzroca razpad (2) 'elektro-
magnetna interakcija.* Po konjugaciji naboja preide (2) v

=gt + a7+ a; (2"

ki se ujema z (2). Ce je elektromagnetna interakcija med hadroni invariantna
proti kon]ugacm naboja, morata biti pozitivni in negativni pion pri razpadu
mezona popolnoma enakopravna.

* Na to so pomislili, ko so ugotovili, da je razpolovna Sirina resonance % dosti
manj$a od razpolovne S§irine drugih resonanc, ki razpadejo po moéni interakeiji
(manjsSa razpolovna S$irina pomeni ve¢ji razpadni ¢as). Pozneje so to potrdili, ko so
ugotovili, da se pri razpadu (2) ne ohrani izospin, kar je znacilno za elektromagnetno
interakcijo. Mezon 7 ima izospin 0, posamezen pion pa izospin 1. Pri razpadu mezona
7 pa nastanejo trije pioni v stanju s skupnim izospinom 1. To ugotovimo iz merskih.
podatkov na podlagi znanega spina mezona 7 in pionov (0) in dejstva, da mora biti
skupna valovna funkcija treh pionov zaradi celega spina pionov simetri¢na proti
zamenjavi dveh pionov.
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Stevilo razpadov (NT), pri katerih ima pozitivni pion veéjo kineti¢no
energijo, se mora v okviru natanénosti merjenja ujemati s $tevilom razpadov
(N7), pri katerih ima negativni pion vedjo kineti¢no energijo. Popretna asime-
trija, kakor imenujejo razmerje A = (N* — N-)/(N*+ + N-), je v tem primeru
enaka ni¢. Po drugi strani bi od nié¢ razliéna poprec¢na asimetrija pomenila, da
elektromagnetna interakcija med hadroni ni invariantna proti konjugaciji na-
boja. Popretna asimetrija bi bila vedja. od ni¢, ¢e bi imel v vedini razpadov
pozitivni pion veéjo kineti¢no energijo kot negativni in manj$a od ni¢ v na-
sprotnem primeru.

Prvi sta izra¢unali popre¢no asimetrijo iz starih podatkov o razpadih me-
zona 7 skupina z univerze Duke in skupina z vedjega §tevila amerigkih univerz.
Dobljeni vrednosti sta bili veéji kot ni¢. Dalo se ju je celo spraviti v sklad s teo-
reti¢no predvideno vrednostjo 0,05, ki bi pojasnila razpad Ko° v dva piona. Zato
. so nestrpno pricakovali rezultate merjenj, ki so se jih lotili nalag¢ v ta namen.
Rezultati Baltaya, Franzinija in sodelavcev- so izzvali precejénje razburjenje,
ker so se lepo ujemali z napovedjo.?

Curek pozitivnih pionov s kinetiéno energijo okoli 690 MeV, ki so ga
dobili s sinkrotronom, so usmerili na mehuréno celico. 74 cm dolga mehuréna
celica je bila postavljena v magnetno polje in napolnjena s tekodim devterlJem
Pozitivni pioni so v njej reagirali z devteroni. Pri delu reakcij je nastal mezon 7
in takoj nato razpadel:

at+d>pt+p+un, noa +a+at. 3)

Fotografirali so 435 000 reakcij v mehuréni celici. Izmed teh so izbrali 54 000
fotografij, pri katerih so iz ene totke izvirale vidne sledi dveh protonov in
pionskega para, Ce ne Stejemo sledi pozitivnega piona, ki je sprozil rakcijo.
Takoj so izlo¢ili 12 000 reakcj, ker se je eden od nastalih protonov po kratki
poti v devteriju ponovno sipal, tako da po ukrivljenosti sledi niso mogli za-
nesljivo dolo¢iti njegove kineti¢ne energije. Preostale reakcije so podrobno
premerili in doloéili kineti¢ne energije in gibalne kolidine delcev, ki so za-
pustili vidne sledi. Najprej so z upoStevanjem ohranitve gibalne koli¢ine in
kineti¢ne energije poiskali mirovno energijo nevtralnega delca, ki pri reakeciji
at +d->p+ p+ a + at + delec ni zapustil vidne sledi. Izlo¢ili so reakcije,
pri katerih se mirovna energija nevtralnega delca ni ujemala z mirovno
energijo nevtralnega piona. S tem so se znebili reakcij, pri katerih poleg obeh
protonov in pionskega para ni nastal noben delec ali je nastal foton ali pa
nevtron. Za preostale reakcije so nato izra¢unali mirovno energijo delca ’, ki je
nastal pri reakciji #t + d—p + p + delec ’. Izloéili so vse reakcije, pri katerih
se mirovna energija delca " ni ujemala z mirovno energijo mezona #. Izmed
preostalih 1441 reakcij je 90 reakcij poteklo naravnost, to je brez nastanka
mezona 7 (#* + d—>p + p + 7~ + 7° + zT) in 1351 z nastankom mezona 7 (3).
Za preiskanih 1351 razpadov mezona 7 se je pokazalo, da je imel v vedini
primerov pozitivni pion v teZi§¢nem sistemu treh pionov; to je v teZi§¢nem
sistemu mezona 7, vecjo kineti¢no energ1]o od negativnega piona. Za popreéno
asimetrijo so dobili 0,07, pri ¢emer so ocenili efektivno napako s =+ 0,03.

Zdelo se je, da je uganka razpada Kg® na dva piona reSena: da je razpada
kriva elektromagnetna interakcija med hadroni, ki ni invariantna proti kon-
jugaciji naboja, in da je Sibka interakcija invariantna proti hkratni inverziji
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prostora in konjugaciji naboja.»1® Polozaj se je zapletel, ko je objavila svoje
rezultate skupina iz CERN. Cnops, Finocchiaro in sodelavei so pri merjenju
ubrali drugacno pot.® Curek negativnih pionov s kineti¢no energijo okoli
580 MeV, ki so ga dobili s sinkrotronom, so usmerili na taréo s tekodim vo-
dikom. Pri nekaterih reakcijah je nastal mezon 7, ki je takoj nato razpadel:

a~+p->n+y p>a+a®+at. 4)

Pozitivni in negativni pion, ki sta nastala pri razpadu mezona 7, je zaznala
80 cm dolga iskrna celica v magnetnem polju. Iskrna celica se je sprozila, de
je eden izmed 14 nevtronskih scintilacijskih &tevcev.zaznal nevtron z dolo¢eno
kineti¢no energijo. To so ugotovili po ¢asu, ki ga je nevtron potreboval za
prelet od tarée do nevtronskega $tevca.

V celoti so fotografirali 300 000 reakcij v iskrni celici. Izbrali so 21 600
reakcij, pri katerih sta bili vidni sledi pionskega para in je istodasno nastal
nevtron s pravo kineti¢no energijo. Pri teh reakcijah so natanéno dolo¢ili
kineti¢ne -energije in-gibalne koli¢ine obeh pionov in nevtrona. S podobnim
postopkom kot pri prej$njem poskusu so najprej izlodili reakcije, pri katerih
sta nastala nevtron in pionski par ali proton in negativni pion ali proton
ter negativni in nevtralni pion. Naposled so izlodili Se reakcije, pri katerih je
poleg mezona # nastal foton. Od preostalih 11415 reakcij jih je 750 poteklo
naravnost, to je brez nastanka mezona #: (z~ + p—n + 7~ + 7° + zt), 10 665 pa
z nastankom mezona # (3). Za preiskanih 10 665 razpadov v okviru doseZene
natanénosti niso mogli ugotoviti nobene asimetrije. Za popre¢no asimetrijo so
namret dobili samo 0,003, pri ¢emer so ocenili efektivno napako z 0,01.

Pozneje so porocali Se o nekaterih neobjavljenih merjenjih.!! Dobljene
poprecne asimetrije so zbrane v-razpredelnici. Ena izmed skupin je dobila celo
znatno negativno vrednost, medtem ko druga v okviru doseZene natanénosti ni
mogla ugotoviti nobene asimetrije. Najbrz je treba verjeti rezultatom CERN,

Stevilo opazovanih Popreéna asimetrija

Laboratorij razpadov mezona # z efektivno napako
Duke 565 0,041 + 0,041
Columbia-Berkely- .

Purdue-Wisconsin-Yale!? 1300 0,058 & 0,034
Columbia-Rutgers? 1351 0,072 + 0,028
CERNS 10 665 0,003 *+ 0,011
Saclay-Rutherford 705 —0,060 = 0,040
Skupaj 14586 0,013 + 0,016

za kar govori predvsem veliko $tevilo preiskanih razpadov. Tudi popreéje vseh
merjenj ne kaZe, da bi obstajala znatna asimetrija. Cetudi bi se pokazalo, da
je resni¢na asimetrija nekaj tisocink, bi bilo to premalo, da bi mogli pojasniti
razpad K2’ na dva piona na opisani nadin. Pripravljajo poskuse, pri katerih
bodo asimetrijo dolodili §e natan¢éneje. Meriti nameravamo tudi popre¢no asime-
trijo pri fotonskem razpadu mezona %: n—n— + nt + y. Neinvariantnost elek-
tromagnetne interakcije med hadroni bi se morala pri tem razpadu pokazati
v ve€ji meri kot pri razpadu, pri katerem ne nastane foton.

V raéunih z navedenimi transformacijami so v kvantni mehaniki uporab-
ljali tri operatorje. Operator inverzije prostora P prevede valovno funkcijo
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nekega delca v valovno funkcijo v invertiranem prostoru. Operator C prevede
valovno funkcijo nekega delca v valovno funkcijo njegovega antidelca. Opera-
tor T prevede valovno funkcijo nekega delca v valovno funkcijo z obrnjenim
Zasom. Lee je namesto teh treh vpeljal devet operatorjev Cm, P, Ti; Cey Pe, T
Cy, Py, Te.1 45 Operatorji imajo podoben pomen kot prej, le' da se tisti z in-
deksom m nanagajo na mocéno, z indeksom e na elektromagnetno in z indeksom
§ na &ibko interakcijo, pri ¢emer si je treba misliti preostali dve interakeiji
vselej izkljuéeni. Sodeé po dosedanjih eksperimentalnih dejstvih je vsaka izmed
interakeij invariantna proti trem operatorjem, ki se nanaSajo nanjo.* KaZe
tudi, da je vsaka izmed treh interakcij invariantna proti katerikoli trojici
CiPiT, (i =m,e,3), od koder sledi, da je CnPnTn = C.P. T = Cy P; T:. Last-
nosti interakcij pri treh transformacijah so dolodene s povezavami med de-
vetimi operatorji.
Ena izmed moZnosti je

P, Cn T o
P,” ~ Tp, C* =~ Yo, T,F =Ty

Osnovnici v prvih dveh trikotnih povezavah da opazovanje razpada fi. Preostali
potrebni podatek za prvo trikotno povezavo dobimo iz nekaterih drugih po-
skusov v jedrski fiziki. Razpad Kg? v dva piona kaZe, da celotna interakcija ni
invariantna proti transformaciji Cm Pm.** V drugi trikotni povezavi je izrazena
neinvariantnost elektromagnetne interakcije proti Cm (Cum == Ce). Iz invariant-
nosti vseh treh interakcij sledi tretja trikotna povezava. Ker pri razpadu
mezona 7 niso na$li dovolj velike asimetrije, bo treba morda upoStevati
Cp = C.. Vzrok za razpad Kg? v dva piona bo treba verjetno iskati med pre-
ostalimi moZnostmi za povezave devetih operatorjev.
J. Strnad
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. NEKAJ O POUKU MODERNE MATEMATIKE V ITALILJI

Na osnovi priporoc¢il zborovanja matematikov v Dubrovniku leta 1960 in
kasneje v Bologni je ministrstvo za prosveto v Italiji izdalo dovoljenje, da se
organizirajo eksperimentalne Sole oziroma razredi v raznih krajih Italije.
Ze leta 1962 so priredili seminar za 40 predavateljev matematike. Izbrali so
najboljSe, in sicer po oceni, doseZeni na diplomskem izpitu. Po 20-dnevni pri-
pravi je vseh 40 profesorjev pricelo Ze v Solskem letu 1962/63 s poukom
moderne matematike.

, Poskus je vodila posebna komisija pri ministrstvu za prosveto, v kateri
je poleg strokovnjaka iz ministrstva sodelovala veéja skupina univerzitetnih
profesorjev in profesorjev srednjih Sol.

Eksperiment se je iz leta v leto razSirjal in izpopolnjeval.

V Solskem letu 1962/63 je sodelovalo 40 razredov,

v Solskem letu 1963/64 je sodelovalo 160 razredov,

v Solskem letu 1964/65 je sodelovalo 200 razredov in

v Solskem letu 1965/66 eksperimentira 250 razredov.

Preden se seznanimo s poukom moderne matematike, preglejmo sistem
sploSnoizobraZevalnega Solstva v Italiji, da bo laZe razumljivo kasnejSe izva-
janje.

Starost Osnovna S$ola
6 let 1. razred

7 let 2. razred

8 let 3. razred

9 let 4. razred
10 let 5. razred

Scuola media (niZja enotna srednja $ola)

11 let 1. razred

12 let i 2. razred
13 let 3. razred
Klasi¢na Realna Utiteljisée

14 let 4. gimnazija 1. licej 1. letnik
15 let 5. gimnazija 2. licej 2. letnik
16 let 1. licej 3. licej 3. letnik
17 let 2. licej 4. licej 4. letnik
18 let 3. licej 5. licej
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Reforma predmetnikov' in uénih naértov je zajela v Solskem letu 1965/66
Ze 3. razred Scuola media. Torej po novem ulnem naértu dela Ze osnovna
Sola in Scuola media. Klasi¢na gimnazija, realna in uditeljis¢e delajo po starih
programih.

Reforma viSjih razredov srednje Sole predvideva 5-letni licej, tako da
bosta prvi dve leti skoraj povsem enotni, ostala tri leta pa nastopi furkacija,
in sicer v klasi¢ni, realni, pedagogki, jezikovni in umetnostni licej.

Struktura liceja bi bila potem takale:

Starost
14 let 1. razred : enotni dvoletni licej
15 let  2.razred (biennio unico)
triletni licej (triennio liceale)
16 let 3.razred | klasi¢ni realni pedagoski| | jezikovni umet-
17 let 4.razred | (classico) (scien~ (pedago- (lingui- nostni
18 let 5. razred tifico) gico) stico) (artistico)

Na osnovi eksperimentalnega dela in na pobudo profesorjev srednjih
Sol, ki so pri tem eksperimentu sodelovali, pa tudi na pobudo dijakov, so Ze
sestavili osnutek novega ufnega na¢rta za matematiko.
Kakor sem Ze omenil, bo imel reformirani licej prvi dve leti enoten
uni nacrt in Sele nato se bo dijak odlo¢il, katero smer si bo izbral za
naslednja tri leta.’
Za prvi dve leti eksperimentatorji predlagajo ministrstvu za prosveto na-
slednji uéni naért iz matematike:
1.razred: Elementi.teorije mnozic. Kartezijski produkt mnoZic. Zveze med
mnoZicami.
Osnovne operacije in njihove lastnosti. Primerjalna $tudija opera-
cije z naravnimi, celimi (relativnimi) in racionalnimi Stevili. Pojem
grupe, kolobarja in obsega. Kolobar celih $tevil in obseg racionalnih
Stevil, ki jih prikazujemo z ulomki. Osnovne enakosti.
Medsebojne povezave $tevil in njih grafi¢na upodobitev,
Ekvivalentne relacije.
Osnovni odnosi med elementi v ravnini, presek in vzporednost, smer,
translacije, vektorji in centralna simetrija.
Urejene mnoZice. B
TopoloSke lastnosti: lastnosti usmerjene premice in delitevt ravnine.
Daljice, konveksni liki: koti in mnogokotniki. )
Lastnosti urejenosti mnoZice naravnih, celih (relativnih) in racio-
nalnih $tevil. Neenakosti.

2.razred: Intuitivni uvod v realna $tevila na osnovi mestnih vrednosti ali

- Steviléne premice ali grupe translacij. Lastnosti obsega realnih $te-

vil in racunanje s priblizki. Metri¢ne lastnosti ravnine: pravokotne
premice, osna simetrija, grupa kongruenc. DolZina daljice in veli-
kost kota (osnovne mere). Uporaba pri mnogokotnikih.
Kolobar polinomov' na kolobarju celih $tevil in na obsegu racional-
nih in realnih Stevil.
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