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ZO KATEGORIJAH IN FUNKTORJIH

IVAN VIDAV

Zadnjih dobrih deset let srečujemo v matematični literaturi vse bolj

pogosto dva nova pojma, ki sta tesno povezana: to sta pojma kategorije in

funktorja. Zrastla sta v algebri in topologiji, kjer igrata posebno pomembno

vlogo. V topologiji se je dal marsikateri težek problem rešiti s konstrukcijo

primernega funktorja. Homološka algebra pa študira funktorje na podoben

način kakor klasična analiza funkcije.

S kategorijami in funktorji se bomo laže seznanili, če si bomo najprej

ogledali pojma ploščine in prostornine. Ta dva pojma namreč nekoliko spo-

minjata na vlogo funktorjev v topologiji in z njima rešujemo nekatere naloge

iz elementarne geometrije podobno kakor probleme iz topologije.

1. Trikotnik ABC razrežimo na manjše trikotnike in odstranimo nekaj

delnih trikotnikov! Iz preostalih trikotnikov prav gotovo ne bomo mogli več

sestaviti trikotnika, ki bi bil skladen prvotnemu trikotniku ABC. Toda zakaj ne?

Odgovor na to vprašanje je lakeh: zato ne, ker je skupna ploščina vseh pre-

ostalih delnih trikotnikov očitno manjša od ploščine trikotnika ABC.

Pojma ploščine in prostornine sta najbrž toliko stara kolikor naša civiliza-

cija. Pa se skušajmo vživeti v položaj, da teh pojmov ne poznamo, pač pa nam

je sicer znana elementarna geometrija, tako da vemo, kaj je trikotnik, mnogo-

kotnik, polieder, skladnost likov itd. Mislim, da bi bili v precejšnji zadregi,

če bi hoteli dokazati, da iz delnih trikotnikov ne moremo več sestaviti celega

trikotnika. Zakaj vsak trikotnik lahko razdelimo na neskončno različnih načinov

in nimamo pregleda, kakšni liki se dajo sestaviti iz delov. Verjetno bi morali pri

reševanju te naloge odkriti pojem ploščine, če ga ne bi že od prej poznali.

Oglejmo si zdaj natančneje ta pojem! Opravka imamo z določenimi geo-

metrijskimi predmeti, namreč mnogokotniki. Ploščina mnogokotnika je neko

pozitivno število. Ker pripada vsakemu mnogokotniku določena ploščina, je

ploščina pravzaprav funkcija; njeno definicijsko območje je množica vseh mno-

gokotnikov, funkcijske vrednosti pa so števila, Ta funkcija ima te dve osnovni

lastnosti:

1. Če razrežemo kak mnogokotnik M na dva mnogokotnika M, in M,,

je njegova ploščina p (M) enaka vsoti ploščin obeh delov p (M,) in p (M,):

p(M)<pP(M) + p(M) (1)

2. Sklada mnogokotnika M in M' imata isto ploščino:

p(M') = p(M), če je M'm M. (2)

Običajno določimo ploščino najprej za pravokotnike, nato za trikotnike in

poljubne mnogokotnike. Z integralom in teorijo mere pa določamo ploščine

1 1



še nekim splošnejšim likom. Vidimo torej, da se ukvarjamo z definicijo in

računanjem ploščine od elementarne geometrije do sodobne matematike. Toda

kakor hitro se nam je posrečilo na kakršen koli način definirati, pa čeprav

samo za trikotnike, tako funkcijo p (M), ki je pozitivna in ustreza pogojema (1)

in (2), smo s tem že rešili v začetku zastavljeno nalogo.

Imenujmo zdaj vsako funkcijo p (M), ki je definirana za vse mnogokotnike

M in ustreza enačbama (1) in (2), ploščino mnogokotnika. Tu ne zahtevamo več,

da bi bilo število p (M) pozitivno. Ker sta enačbi (1) in (2) homogeni, zadošča

tema enačbama hkrati s p (M) tudi funkcija p (M) = kp (M), pri čemer je k

poljubna konstanta. Toda funkciji p(M) in p' (M) nista v bistvu različni, le

enoti za ploščino sta drugače izbrani. Dva mnogokotnika M, in M, z isto plo-

ščino p se ujemata tudi v ploščini p', zakaj iz p(M,) = pP(M,) sledi p (M,) =

= p (M,), ker je p (M) = kp (M). Dve ploščini p in p' bi imenovali bistveno

različni, če bi eksistirala taka mnogokotnika M, in M,, ki se ujemata v prvi

ploščini, v drugi pa ne. Velja pa tole: Dana sta dva trikotnika z isto navadno

ploščino. V tem primeru lahko enega izmed njih razrežemo na manjše trikotnike

tako, da se da iz njih sestaviti drugi trikotnik, Dokaz, da je to res, ni posebno

težek. Pravimo, da sta trikotnika z isto navadno ploščino enaka po razdelitvi.

Od tod pa sklepamo, da imata dva taka trikotnika enako tudi vsako drugo

ploščino p'. Zato je vsaka druga ploščina funkcija navadne ploščine p (M) in ni

bistveno od nje različna.

Prostornina poliedra P, označimo jo z v (P), je neka funkcija, ki je de-

finirana za vse poliedre. Ustreza enačbama: 1. v(P) < v(P) tv(P, in

2. v (P') = v (P), ki sta podobni enačbama (1) in (2). V prvi pomeni P polieder,

ki sestoji iz poliedrov P, in P,. V drugi pa sta poliedra P in P' skladna. Vemo,

da eksistira običajna prostornina, ki je za vsak polieder pozitivna. Če torej

razrežemo kak polieder na manjše kose — poliedre in vzamemo proč kak kos,

ne bomo mogli iz preostalih delov sestaviti poliedra, ki bi bil skladen

prvotnemu. |

Izkaže pa se, da eksistirajo pri poliedrih še druge prostornine, namreč

takšne, ki se bistveno razlikujejo od navadne prostornine. Seveda. imenujemo

prostornino vsako funkcijo v (P), ki ustreza enačbama iz prejšnjega odstavka.

Da eksistirajo take »patološke« prostornine, so matematiki odkrili šele pred

dobrimi petdesetimi leti, navadni pojem prostornine pa je znan že, od kar

ljudje pomnijo.

Vemo samo za obstoj patoloških prostornin. Ne poznamo pa nobene me-

tode, s katero bi mogli, vsaj v principu, določiti kako patološko prostornino za

vsak polieder. Toda že obstoj take prostornine zagotavlja, da eksistirata vsaj

dva poliedra z enako navadno prostornino in različno patološko prostornino.

Če razrežemo enega izmed teh poliedrov na manjše dele, ne bomo mogli nikoli

sestaviti iz teh delov drugega poliedra. Ta poliedra torej nista po razdelitvi

enaka, čeprav imata isto navadno prostornino. Primer za to sta kocka in pra-

vilni tetraeder, ki si nista nikoli po razdelitvi enaka."

Vidimo, da je skupen način reševanja omenjenih geometrijskih problemov

tale: Neka naloga ni rešljiva zato, ker bi morala imeti, če bi bila rešljiva, dva

lika isto ploščino, v resnici pa imata različno ploščino. Pri podobnih nalogah

s telesi vzamemo prostornino. Tu pa eksistirajo, poleg navadne, tudi patološke

prostornine. Če bi bila neka naloga rešljiva, bi se morali dve telesi ujemati

* Glej članek N. Prijatelja, O enakosti poliedrov. OMF V (1957), str. 58—62.



v vseh prostorninah, tudi v patoloških. Problem je globlji, če se dve telesi sicer

ujemata v navadni prostornini, eksistira pa neka patološka prostornina; v kateri

se ne ujemata.

2. Dana je krožna plošča K (sl.1). To ploščo lahko na razne načine

upodobimo vase. Pri taki upodobitvi pripada vsaki točki T v notranjosti ali

na robu kroga K neka točka T", ki tudi leži v notranjosti ali na robu. Posebno

zanimive so zvezne preslikave ali transformacije. Pri taki transformaciji se dve

bližnji točki preslikata v dve bližnji točki. Identična preslikava, pri kateri se

vsaka točka preslika vase, je že primer zvezne transformacije. Drug tak primer

dobimo, če iz neke zunanje točke O projiciramo vse točke kroga K na rob

APB. Točke na loku APB se pri tej preslikavi ohranjajo.

Zastavimo si zdaj tole vprašanje: Ali eksistira taka zvezna tranformacija,

ki preslika vse notranje točke kroga K na rob kroga, točke na robu pa ostanejo

na svojem mestu? Pri projiciranju iz točke O preidejo

res vse: notranje točke na rob, točke na loku APB se A

tudi ohranjajo, točke na komplementarnem loku AGB pa 4 |

se ne ohranjajo, temveč se projicirajo na lok APB. Če aPA

se v to vprašanje nekoliko vživimo, dobimo kmalu ob- C

čutek, da take preslikave ni. Mislimo si, da imamo okro- V /
glo gumijasto membrano, ki je pritrjena na robu. Ne V k Je
moremo te membrane tako deformirati, da ostane ves BA

čas pritrjena na robu in da je na koncu vsa stisnjena PF

na rob. Seveda, če bi jo pretrgali, bi to šlo, toda to ne Slika 1

bi bila' več zvezna deformacija." S tem pa nismo še ma-

tematično neoporečno dokazali, da ne eksistira zvezna transformacija, ki

prevede vsako notranjo točko kroga K na rob, robne točke pa ohranja.

Proučevanje zveznih transformacij sodi v posebno panogo matematike,

v topologijo. Krog K je topološki prostor. Obravnavamo pa vprašanje, ali

eksistira zvezna preslikava tega prostora vase z določenimi lastnostmi. Vzemimo

zdaj dva poljubna topološka prostora X in Y ter neko zvezno transformacijo

prostora X.v prostor Y! Kaj je topološki prostor, tega tu ne bom razlagal.

Bralcu, ki ne pozna tega pojma, naj pomeni topološki prostor kak takle geome-

trijski lik: premica, krožnica, krožna dli eliptična plošča, krogelna površina,

notranjost krogle, ves navaden tridimenzionalni prostor itd. Možnosti je zelo

veliko. Zvezna preslikava je zvezna v navadnem smislu: sosednje točke pro-

stora X se preslikajo v sosednje točke prostora Y.

Denimo, da eksistira taka transformacija f prostora X v prostor Y, ki je

povratno enolična, kar pomeni, da je vsaka točka prostora Y slika ene in le ene

točke prostora X. Tedaj eksistira tudi obratna prislikava f! prostora Y na

prostor X. Nadalje naj bosta preslikava f in njen obrat fr! zvezni transformaciji.

V tem primeru imenujemo prostora X in Y homeomorfna. Krožna plošča in

eliptična plošča sta na primer homeomorfna prostora, krožna plošča in kolobar

pa ne. Povratno enolično in v obeh smereh zvezno preslikavo imenujemo topo-

* Obstoj zvezne deformacije pomeni pravzaprav nekaj več kakor obstoj zvezne
preslikave. Dana je zvezna preslikava 7” = f(T). Zvezna deformacija je enoparame-
trična družina preslikav g(T,t), ki je zvezno odvisna od točke T in parametra t za
OStsl Prit = 0 je g(7,0) = T, pri t = 1 pa 9(T,1) = j(T) = T. Točka g(T,t)
je seveda ves čas v notranjosti ali na robu plošče. Ko gre parameter t od 0 do 1
potuje torej slika g(T, t) zvezno od začetne točke T do končne točke T". Pri krožni
plošči eksistira taka zvezna deformacija g (T,t) za vsako zvezno preslikavo f(T).



loško transformacijo. Topološka transformacija prevede vsak prostor v ho-

meomorfen prostor. Topologijo zanimajo predvsem tiste lastnosti, ki se ohra-

njajo pri poljubni topološki transformaciji. Primer za topološko lastnost je

dimenzija prostora. Dva prostoraz različno dimenzijo nista nikoli homeomorfna,

npr. krožnica in krogelna površina.

Naj bosta X in Y poljubna topološka prostora. V splošnem lahko na

nešteto načinov zvezno upodobimo prostor X v prostor Y. Te preslikave bomo

označili s črkami f, g, h itd. in pisali f: X— Y, kar pomeni, da f upodobi prostor

X v prostor Y. Množico vseh zveznih preslikav prostora X v prostor Y bomo

zaznamovali s Hom (X, Y). Torej:

Hom (X, Y) = množica vseh zveznih preslikav prostora X v prostor Y.

Vzemimo tri prostore X, Y, Z. Izberimo v množici Hom (X,Y) kak

element f, v množici Hom (Y, Z) pa kak element g! Element f pomeni zvezno

transformacijo. prostora X v prostor Y. Poljubni točki x eX pripada potem

točka y = f (x) kot slika v prostoru Y. Ker je g zvezna transformacija prostora

Y v Z, lahko dobljeno točko ye Y upodobimo v neko točko z € Z, pri čemer

je z = g (v). Tako smo našli neko preslikavo prostora X v Z, ki je sestavljena iz

preslikave f prostora X v Y in preslikave g prostora Y v Z. Sestavljeno trans-

formacijo označimo z goj. Poljubno: točko x € X preslika gof v točko z =

= (gof) (x) = g[f (x)]. Ker je transformacija g of očitno zvezna, pomeni neki

element množice Hom (X, Z), ki vsebuje vse zvezne transformacije prostora X

v prostor Z. Spoznali smo torej: Med elementi množice Hom (X, Y) in množice

Hom (Y, Z) eksistrira neka binarna operacija. Ta operacija priredi vsakemu paru

f,g, pri čemer je f element iz množice Hom (X,Y) in g element iz množice

Hom (Y, Z), kompozitum ali produkt gof, ki je element množice Hom (X, Z).

Naj poudarimo, da eksistira ta binarna operacija med elementi množic

Hom (X,Y) in Hom (T, Z) le v primeru, če sta prostora Y in T enaka, če sta

različna, pa ne. Zato pri tej operaciji ne moremo govoriti o komutativnostnem

zakonu. Zakaj produkt f o g bi pomenil operacijo elementov množice Hom (Y, Z)

z elementi množice Hom (X, Y), ta pa je definirana le v primeru, če je Z — X.

Pač pa velja zakon asociativnosti

ho(gof) < (kogof (3)

Res! Naj bodo f,g in h tele zvezne preslikave:

f: X—Y, g: Y—>Z, h: Z>T

Postavimo y = f(x), z < g(y) in t= h (z). Potem je točka y v prostoru Y,

točka z v prostoru Z in točka t v prostoru T. Leva in desna stran enačbe (3)

pomenita neko preslikavo prostora X v T in obe preslikata točko x v točko t.

Ker je bila točka x e X poljubna, sta obe preslikavi enaki. Asociativnostni zakon

velja splošno pri vseh preslikavah, ne samo pri zveznih.

Množico Hom (X, X) sestavljajo zvezne transformacije prostora X vase.
Med njimi je identična transformacija ix (x) = x za vsako točko x e X. Očitno

veljata enačbi fotx = f in ixog = g, če pomeni f poljuben element množice

Hom (X,Y), g pa poljuben element množice Hom (Y, X).
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"Tako smo se srečali z neko strukturo, ki ji pravimo kategorija. Objekti te
kategorije so topološki prostori. Poljubno izbranima topološkima prostoroma

X in Y pripada neka množica Hom (X,Y). To množico sestavljajo vse zvezne

transformacije prostora X v prostor Y. Med elementi množic Hom (X,Y) in

Hom (Y, Z) pa eksistira neka binarna operacija, ki priredi transformacijama f

in g kompozitum gof.

3. Preidimo zdaj od topologije k algebri! Eden izmed osnovnih algebrajskih

pojmov je grupa. Ponovimo definicijo tega pojma! Dana je neka množica G

in v njej neka binarna operacija, po kateri pripada vsakemu urejenemu paru

x,v elementov iz množice G neki element, ki ga označimo z xy in imenujemo

produkt elementov x in y. Produkt xy je zmerom v množici G. Ta operacija

naj ustreza temle trem pogojem:

a) Velja zakon asociativnosti, tako da je (xy) z — x (yz).

b) V G eksistira enota e, to je tak element, da je ex = ze = x za vsak

a iz G.

c) Vsakemu elementu zeG pripada inverzni element 47!, to je tak
-element, da je ax! <alixs<e.

Če so vsi našteti pogoji izpolnjeni, pravimo, da je množica G za to binarno

operacijo grupa.

Primeri grup: 1. Množica pozitivnih racionalnih števil, pri čemer je binarna

operacija množenje števil. 2. Množica vseh kompleksnih števil z absolutno

vrednostjo 1, pri čemer je binarna operacija spet množenje. 3. Vse permutacije

z n elementi, pri čemer je binarna operacija komponiranje permutacij. Prvi dve

grupi sta komutativni, ker velja za množenje števil zakon komutativnosti:

xy = UZ. Permutacijska grupa ni komutativna, če je n => 3. Prvi dve grupi

imata neskončno elementov, zadnja končno število, namreč n!.

Naj bosta dani grupi G in G'. Taka upodobitev grupe G v grupo G", pri

kateri se preslika produkt poljubnih elementov grupe G v produkt ustreznih

elementov grupe G', imenujemo homomorfizem. Zaznamujmo to preslikavo z f,

tako, da je slika elementa x enaka f (x). Tu je element x v grupi G, slika f (x)

pa v grupi G'. Slika produkta xy je enaka f (xy), produkt slik pa f (x) f (v).

Preslikava f je torej homomorfizem, če velja za vsak par x,y elementov

grupe G enačba

f (eey) — f(a) f (v) (4)

Preslikajmo vse elemente grupe G v element e', ki je enota v grupi G'!

Ta preslikava je očitno homomorfizem. Imenujemo ga trivialni homomorfizem.

Od tod sklepamo, da eksistira vsaj en homomorfizem grupe G v grupo G' pri

poljubno izbranih grupah G in G'. Zaznamujmo s Hom (G, G') množico vseh

homomorfizmov grupe G v G'! Množica Hom (G, G'") torej nikoli ni prazna.

Posebno se odlikuje homomorfizem, ki je povratno enoličen. V tem pri-

meru je vsak element grupe G' slika enega in samo enega elementa grupe G.

Tak homomorfizem imenujemo izomorfizem, grupi G in G' pa izomorfni.

Izomorfni grupi sta v abstraktnem smislu enaki. Poljubno izbrani grupi G in G'

seveda v splošnem nista izomorfni.



Grupi G in G' se smeta ujemati. Če je G' — G, imenujemo izomorfno

upodobitev grupe G nase avtomorfizem. Identična preslikava i, pri kateri je

i(x) = x za vsak z e G, je že primer za avtomorfizem.

Naj bodo G, G', G" tri poljubne grupe. Vzemimo kak element f iz mno-

žice Hom (G, G') in kak element g iz množice Hom (G', G")! Ker je f homo-

morfizem grupe G v grupo G', pomeni x = f(x) neki element grupe G'. Po

drugi strani je g homomorfizem grupe G' v grupo G” in je zato x" = g (x) neki

element grupe G". Preslikava, ki prevede element x € G v element x" = g [f (4)],

je kompozitum g of homomorfizmov f in g. Hitro ugotovimo, da je ta kompo-

zitum h = gof tudi homomorfizem. Vzemimo namreč v G poljubna elementa

a in y! Postavimo x = f(x), UW = f(y)! Potem je h (x) = (gof) (x) — g (x) in

h(y) = (go) (v = 9 (v). Ker je f homomorfizem, imamo f (xy) = f (x) f (y) =
—ay. Kompozitum h<—gof preslika produkt xy v element h (xy) =

= glf(ew] = 9 (x v) = 9(x)9 (y) = h (x) h (u). Ta enačba pove, da je h = go}
homomorfizem. Torej je gof element množice Hom (G, G"). Spet smo našli

binarno operacijo, po kateri pripada vsakemu, paru f, g homomorfizmov — tu je

f element iz množice Hom (G, G') in g element iz množice Hom (G', G"') —

kompozitum gof, ki je v množici Hom (G, G"). Za komponiranje homomor-

fizmov velja, kakor pri vseh transformacijah, zakon asociativnosti (3).

Identični avtomorfizem ig grupe G ustreza pogojema foig = f in igog =

= g za vsak element f iz množice Hom (G, G") in za vsak element g iz množice

Hom (G', G). |

Tako smo našli drugo kategorijo: Objekti te kategorije so grupe. Po-

ljubno izbranima grupama G in G' pripada neka množica Hom (G,G'", ki jo

sestavljajo vsi homomorfizmi grupe G v grupo G'. Med elementi množic

Hom (G, G') in Hom (G', G") eksistira neka binarna operacija, namreč komponi-

ranje homomorfizmov. Kompozitum gof je element množice Hom (G, G").

Doslej smo obravnavali poljubne grupe. Če je grupa komutativna, če je

torej xy = UZ za vse elemente x,y iz grupe G, imenujemo grupo G Abelovo.

Dostikrat pišemo: Abelovo grupo aditivno, to se pravi, da zaznamujemo kom-

pozitum elementov x in y z x + y in ga imenujemo vsota. Namesto enote e je

zdaj element 0, namesto inverznega elementa x! pa nasprotni element — x.

Potem velja za vsak x iz grupe G, da je x -0— x in z+(—z2)=0. Če jef

homomorfizem aditivne grupe G v aditivno grupo G', je izpolnjena za vsak par

x, y iz G enačba

faTu =7(q) tiv) (5)

Pri trivialnem homomorfizmu pripada vsem elementom grupe G kot slika

element nič grupe G'.

Oglejmo si nekoliko podrobneje množico Hom (G, G') vseh homomorfizmov

aditivno pisane Abelove grupe G v aditivno pisano Abelovo grupo G'! Ta mno-

žica je namreč spet komutativna grupa. Naj bosta f: in g poljubna elementa

iz Hom (G, G'), torej homomortfizma: Če je x kak element iz G, preslika f ta

element v f (x), g pa v g (a). Sliki f (x) in g (x) sta elementa grupe G'. Zato je

tudi vsota f (4) -- g (x) element v G'. Tako lahko priredimo vsakemu elementu x

grupe G vsoto f (x) + g (2) kot sliko v grupi G'. To preslikavo imenujemo vsoto

homomorfizmov f in g in jo označimo zf + g = h. Torej je h(x) = (ft g) (x) =

= f(x) + g (x). Vsota h = f + g je spet homomorfizem. Res, po definiciji pre-

slikave h je

h(e £y<f(etuyw tg(atw



Ker sta f in g homomorfizma, velja f(z +) —f(x) tf(y in g(e tr y —

= g (4x) + g (v). Zato je

h(zx + gy) =}(a) +f(u2) + g(a) + g(u2) = h(a) + h (u)

S tem smo dokazali, da je vsota h = f + g homomorfizem grupe G v grupo G',

torej f + g e Hom (G, G'". Takoj vidimo, da veljata za seštevanje homomorfizmov

zakona komutativnosti in asociativnosti, Vlogo elementa nič igra tu trivialni

homomorfizem, ki preslika vsak element grupe G v element 0 grupe G'. Na-

sprotni homomorfizem —/ pa je homomorfizem, ki preslika element ze GQ

v element — f (x), tj. v nasproti element slike f (x). Torej je množica Hom (G, G')

res komutativna grupa.

Abelove grupe, ki jih po navadi pišemo aditivno, nam dajo spet kategorijo.

Objekti le kategorije so posamezne komutativne grupe, množica Hom (G, G') pa

sestoji iz vseh homomorfizmov grupe G v grupo G'. Ta množica je tudi neka

komutativna grupa.

4. Spoznali smo že nekaj primerov kategorij. Postavimo zdaj splošno de-

finicijo tega pojma:

Kategorijo K določajo tile podatki:

I. Objekti neke določene vrste,

Zaznamovali jih bomo z velikimi latinskimi črkami A, B, X, Y itd. Pomen

teh objektov je seveda od kategorije do kategorije različen.

IL. Vsakemu urejenemu paru X, Y objektov kategorije K pripada neka

množica, kt jo označimo s Hom (X,Y).

Elemente te množice imenujemo morfizme. To, da je f element v množici

Hom (X, Y), zapišemo pogosto tudi v obliki f: X —->Y in pravimo, da je f

morfizem objekta X v objekt Y. Množici Hom (X, Y) in Hom (Y, X) sta v sploš-

nem različni, če je ČE Y.

III. Naj bodo X, Y, Z poljubni objekti kategorije K. Med elementi množic

Hom (X,Y) in Hom (Y, Z) eksistira neka binarna operacija. Če je f: X —Y kak

morfizem objekta X v objekt Y in g: Y—Z kak morfizem objekta Y v Z,

priredi ta operacija paru f, g natančno določen element gof, ki je v množici

Hom (X, Z) in pomeni zato morfizem objekta X v objekt Z. Morfizem gof je

kompozitum morfizmov f in g. Kompozitum morfizmov naj ustreza dvema

pogojema:

a) V množici Hom (X, X) eksistira tak element ix (identični morfizem), da

je fotix = J za vsak morfizem f: X—>-Y in ixog =g za vsak mortizem g:

Y—X.

b) Velja asociativnostni zakon

ho(goj) = (hogof

vselej, kadar ima ta enačba pomen. Če je npr. f: X—Y, g: Y > Z in h: Z>—T, je

kompozitum ho(gojf) v množici Hom (X, 7).



Če so pogoji I, II in III izpolnjeni, govorimo o kategoriji danih objektov

in ustreznih morfizmov. Doslej smo spoznali tri kategorije. Prva je bila katego-

rija topoloških prostorov in zveznih preslikav. V kategoriji grup so bili objekti

grupe, morfizmi pa homomorfizmi ene grupe v drugo. Tretja je bila kategorija

Abelovih grup, njeni objekti so bili (aditivno pisane) komutativne grupe.

Po navadi ne moremo združiti vseh objektov dane kategorije v množico.

Množica vseh grup spominja namreč na množico vseh množic, ki je privedla

na razna protislovja. Ker moremo uvesti v vsaki množici strukturo grupe, lahko

rečemo, da je množica vseh .grup ravno tako obsežna kakor množica vseh

množic in zato protisloven pojem. Isto velja za množico vseh topoloških pro-

storov. Posamezne grupe oziroma topološki prostori pa so dobro definirani
objekti in prav tako množica homomorfizmov med dvema danima. grupama ali

množica zveznih preslikav med dvema danima topološkima prostoroma. Zato

je kategorija dobro definirana matematična struktura, čeprav včasih ne moremo

združiti vseh objektov kake kategorije v množico, ker bi morda dobili proti-

sloven pojem.

5. V prejšnjem razdelku smo se seznanili s kategorijami. Oglejmo si zdaj

pojem funktorja!

Dani sta kategoriji K in K'. Objekte prve bomo označili z X, Y itd.,

objekte druge za z X', Y' itd. Funktor F je najprej predpis, po katerem pripada

vsakemu objektu X kategorije K neki natanko določen objekt X' kategorije K'.

Zvezo med ustreznima objektoma X in X' pišimo v obliki

X' = F(X) (6)

Vzemimo v kategoriji K poljubna objekta X in Y. Naj bo f kak element

množice Hom (X, Y), torej morfizem objekta X v objekt Y. Funktor F priredi

nadalje vsakemu takemu morfizmu f: X > Y neki morfizem f = F (f) objekta

F(X) v objekt F (Y):

FG:F(X)>FE(M (0)

Pri tem morata biti izpolnjena pogoja:

a) Funktor F preslika identični morfizem ix objekta X v identični morfizem

ix objekta X' = P(X).

b) Če sta f: X—Y in g: Y—Z dva morfizma in go]: X > Z njun kom-

pozitum, je

Fgoj)<F(MoF (f) (8)

S temi predpisi smo pravzaprav definirali kovariantni funktor.

Kontravariantni fjunktor F pa je določen takole: Spet pripada vsakemu

objektu X kategorije K neki objekt X' = F (X) kategorije K Vsakemu morfizmu

f: X—Y pa priredi kontravariantni funktor neki morfizem objekta F (Y) v

objekt F(X). Iz f: X —Y sledi torej F (7): F(Y)—F (X), tako da kontra-

variantni funktor obrne puščice morfizmov. Temu ustrezno prevede kompozitum

gof v kompozitum F(f)oF (9), torej

F(goj—-F(oF (g) (8")



Poiščimo kak preprost primer za funktor! Izberimo si neko aditivno pisano

Abelovo grupo A! Spoznali smo, da je za vsako komutativno grupo X množica

Hom (A, X) vseh homomorfizmov grupe A v grupo X spet komutativna grupa.

Postavimo zdaj

F (X) — Hom (A, X)

Po tem predpisu pripada komutativni grupi X objekt Hom (A, X), ki je spet

neka komutativna grupa.

Naj bo f: X —Y kak homomorfizem grupe X v grupo Y. Vzemimo po-

ljuben element g iz množice Hom (A, X)! To je homomorfizem grupe A v grupo

X. Kompozitum fog pa je homomorfizem grupe A v grupo Y in je zato

element množice Hom (A, Y). Pri izbranem f pripada tedaj vsakemu elementu

g iz možice Hom (A, X) element f (po) <fog v množici Hom (A, Y). Imamo

torej neko preslikavo grupe F (X) = Hom (A, X) v grupo F (Y) = Hom (A, Y).

Preslikava f (gp) = fog je homomorfizem. Vzemimo namreč homomorfizma. g

in ap iz množice Hom (A, X)! Po našem predpisu jima ustrezata v množici

Hom (A, Y) homomorfizma f (po) <foginf (v) = foy, vsoti o + y pa pripada

homomorfizem f (pg + w) = fo(g + v). Izberimo poljuben element x v grupi

A! Po definiciji komponiranja preslikav in vsote homomorfizmov imamo

[fo(p ty] (z) <fle+ vw) (x)] = filip(a) + v (0l<fle(dD] + f[u (9]

Desna stran je enaka (fo g) (x) T (fow) (x). Torej je fo(p ty s<fog + Jov

ali 7 (po >) = f (po) tf (uv). Zato je preslikava f' (g) = fog homomorfizem

grupe Hom (A, X) v grupo Hom (A, Y). To preslikavo, ki jo določa homomorfi-

zem f objekta X v objekt Y, zaznamujmo z F (f)!

Naj bo ix identični avtomorfizem grupe X, tako da je ix (x) — x za vsak

x€cX. Takoj vidimo, da je F (ix) identični avtomorfizem grupe F(X) —

— Hom (A, X). Naj bo f homomorfizem grupe X v grupo Y in g homomorfizem

grupe Y v grupo Z, tako da je F (f) homomorfizem grupe Hom (A, X) v grupo

Hom (A, Y) in F(g) homomorfizem grupe Hom (A,Y) v grupo Hom (A, Z).

Brez težave se da ugotoviti, da je kompozitum F(g)o F (f) enak sliki F (go ff),

tedaj F(gof)= F(goF(f). S tem smo dokazali, da je F(X) = Hom (A, X)

kovarianten funktor, ki preslika kategorijo komutativnih grup v isto kategorijo.

Ta funktor je odvisen od grupe A, tako da dobimo s spreminjanjem grupe A

še razne funktorje. | .

Naj bo spet A dana komutativna grupa. Postavimo F (X) = Hom (X, A)!

Vsaki komutativni grupi X pripada komutativna grupa Hom (X, A). Podobno

kakor prej dokažemo, da je F(X) kontravarianten funktor, definiran na ka-

tegoriji komutativnih grup.

6. Najprej smo spoznali kategorijo topoloških prostorov. Zastavimo si

vprašanje, kaj pomeni funktor PF, ki preslika to kategorijo v kategorijo grup

(v kategorijo vseh grup ali v kategorijo Abelovih grup). Tak funktor priredi

vsakemu topološkemu prostoru X neko grupo F (X). Če je f poljubna zvezna

upodobitev prostora X v prostor Y, je F(f) neki morfizem objekta F(X)

v objekt F (Y). Toda objekta F(X) in F (Y) sta grupi. Zato pomeni F (f) neki

homomorfizem grupe PF (X) v grupo F (Y).

Naj bosta prostora X in Y homeomorfna. Kaj lahko trdimo za ustrezni

grupi F(X) in F (Y)? Med prostoroma X in Y eksistira neka topološka trans-
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formacija, to je taka zvezna upodobitev f: X — Y, pri kateri je tudi inverzna

upodobitev fr!: Y — X enolična in zvezna. Zato veljata enačbi fr!of = ix in

fofr! = iy, kjer sta ix in iy identični transformaciji prostorov X in Y. Po

definiciji funktorja je potem

F(Fi)oPF()=PF(ix) in FGOF (O) EF (ix) (9)

Toda zaradi lastnosti a) je F (ix) identični avtomorfizem grupe F (X), F (iy) pa

identični avtomorfizem grupe F (Y). Iz enačbe (9) sklepamo zdaj, da je F (f)

povratno enolični homomorfizem grupe F (X) na grupo F (Y), F (7) pa seveda

obratni homomorfizem grupe F (Y) na grupo F (X). Torej priredi naš funktor F

homeomorfnim prostorom. izomorfne grupe.

Eden izmed pomembnih problemov v topologiji je tale: Dana sta dva

prostora X in Y. Kako naj spoznamo, če sta ta prostora homeomorfna? Recimo,

da imamo neki funktor F, ki preslika kategorijo topoloških prostorov v katego-

rijo grup. Izračunajmo grupi F(X) in F(Y)! Če ugotovimo, da ti dve grupi

nista izomorfni, potem tudi prostora X in Y nista homeomorfna. Vidimo, da

nam tak funktor omogoča prevesti topološke probleme na algebrajske probleme.

Dognati, ali sta dve grupi izomorfni, je namreč algebrajski problem. Algebrajske

probleme pa smatramo za lažje kakor topološke: Pomislimo samo na analitično

geometrijo, ki nam tudi omogoča prevesti geometrijske probleme na algebrajske!

Med ploščino in prostornino na eni ter med našim pravkar opisanim funk-

torjem na drugi strani je neka podobnost. Prostornina je funkcija, ki priredi

vsakemu poliedru neko število, funktor pa priredi vsakemu topološkemu pro-

storu neko grupo. Skladnim poliedrom pripada ista prostornina, homoeomorfnim

prostorom pa izomorfne grupe, ki so v abstraktnem smislu med seboj enake.

Toda nismo še odgovorili na vprašanje, če sploh eksistirajo funktorji, ki

preslikajo kategorijo topoloških prostorov v kategorijo grup. No, trivialen

primer takega funktorja dobimo, če priredimo. vsakemu topološkemu prostoru

X grupo, ki sestoji samo iz enote (oziroma elementa 0, če je aditivna). Vsaki

zvezni preslikavi prostorov pa seveda ustreza upodobitev te enote vase. Takoj

vidimo, da smo s tem predpisom definirali funktor, kakršnega iščemo. Ker pri-

redi vsakemu prostoru isto grupo, si seveda z njim ne bomo mogli prav nič

pomagati pri nobeni nalogi iz topologije. Pač pa nam ta primer pave, da .dva

prostora nista nujno homoemorfna, če jima kak funktor priredi isto ali

izomorfno grupo.

Pravkar navedeni funktor je trivialen. Naj samo navedem, da eksistirajo

tudi netrivialni funktorji. Po navadi jih najprej definirajo za kako manjšo

kategorijo topoloških prostorov, potem pa razširjajo definicijo na obsežnejše

kategorije. Podobno ravnamo pri ploščini, ki jo tudi najprej definiramo za

preproste like, z integralnim računom pa jo npr. razširimo na splošnejše like.

Posebno pomemben je funktor, ki priredi prostoru X njegovo fundamentalno

ali prvo homotopijsko grupo z, (X). To grupo je odkril že H. Poincare. Kaj je

fundamentalna grupa, se ne da povedati z nekaj besedami. Samo to naj omenim,

da je fundamentalna grupa krožne plošče trivialna, tj. sestoji le iz enote, pri

kolobarju in krožnici pa je neskončna ciklična grupa, ki je izomorfna aditivni

grupi celih števil. Fundamentalna grupa je trivialna za vse prostore, ki so

enostavno sovisni. To je pravzaprav definicija enostavno sovisnih prostorov.

Pove pa ta definicija to, da so enostavno sovisni prostori tisti, v katerih se da

vsaka sklenjena krivulja zvezno deformirati v eno točko. (To očitno velja za
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