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Ne

uv. Ja
O REKURZIVNIH FUNKCIJAH

IVAN VIDAV

1. Eden. izmed najpomembnejših pojmov v matematiki je brez dvoma

pojem funkcije oziroma splošni pojem preslikavanja: Imamo. dve množici

A in B. Če je dan kak predpis, po katerem pripada vsakemu elementu iz mno-

žice A natančno določen element iz množice B, pravimo, da smo s tem predpisom

preslikali množico A.v množico B. Imenujmo ta predpis f. Preslikavanje ozna-

čimo potem na kratko takole f: A —> B. Kadar je A množica vseh realnih števil

nekega intervala (a, b), B pa množica vseh realnih števil, pomeni preslikavanje f:

A—B funkcijo y —f (x) v običajnem smislu, pri čemer je interval (a, 5) njeno

definicijsko območje. Zanimiv bo za nas primer, ko je A množica vseh na-

ravnih števil, h kateri bomo zmerom privzeli še število 0, B pa je množica

naravnih, realnih ali celo kompleksnih števil. Tako dobimo funkcijo, ki je njeno

definicijsko območje množica naravnih števil. Imenujemo jo številsko teoretično

funkcijo in označimo z f(n), n <: 0, 1,2, 3,... Dostikrat zapišemo tako funkcijo

tudi v obliki zaporedja, pri čemer postavimo a, <— f (n). Ta zapis uporabljamo

takrat, kadar si mislimo funkcijske vrednosti postavljene v istem redu kakor

naravna števila.

Oglejmo si funkcijo f(x) < x? in funkcijo g(x), ki ima vrednost 0 za

racionalen x ter vrednost l za iracionalen x. Obe sta natančno definirani za

vsak x. Med njima pa je neka bistvena razlika. Vrednost prve f (x) — x? lahko

pri danem x zmerom izračunamo. Kadar je znan x le približno, dobimo tudi

za funkcijsko vrednost neki približek, ki pa je tako dober, kakor' želimo, če

smo le izbrali za x dovolj natančen približek. Funkcijsko vrednost f (7) < a?

moremo npr. izračunati skoraj z isto natančnostjo, kakor je znano število z.

Drugače je pri funkciji g (r). Takoj sicer dobimo, da je g (48) <0in 9(Y2) <1,

ker je Z racionalno in V2 iracionalno število. Prav tako je g (z) — 1, ker je
dokazano, da je 7 iracionalen. V splošnem pa moramo najprej določiti naravo

števila x, če hočemo najti vrednost g (x). Dognati, ali je dano število x racionalno

ali iracionalno, je po navadi težek problem. Ne poznamo nobene metode, po

kateri bi bilo mogoče, vsaj v principu, ta problem rešiti za vsako realno

število. Vzemimo npr. x < C, pri čemer je C — 0577... Eulerjeva konstanta, ki

je definirana z limito

C<lim(14$tit... t Z—logn), no

Koliko je g (C)? Ne vem, ker mi ni znana narava števila C. Četudi izračunamo

z elektronskim računalnikom C na desettisoč decimalk, ne bomo zaradi tega

poznali vrednosti g(C) prav nič bolje kakor prej. Pri funkciji a? pa nam

seveda boljši približki za x — C omogočajo dobiti boljše približke za f (C) — C2.

So torej take funkcije, katerih vrednosti moremo izračunati za vsak x, kjer so

definirane, in take, pri katerih ne moremo vselej izračunati funkcijske vrednosti,

4 
49



ker je treba prej rešiti kak matematični problem. Za praktično uporabo pride

seveda v poštev samo prva sorta funkcij.

Tudi med številsko teoretičnimi funkcijami nahajamo take, katerih funk-

cijskih vrednosti ne moremo zmerom izračunati. Definirajmo funkcijo f(n)

recimo takole: Naj bo f (n) < 1, če je enačba,

() xn -- yn — zh

rešljiva s celimi od nič različnimi števili x, y, z. V nasprotnem primeru, ko ta

enačba ni rešljiva, pa naj bo f(n) — 0. Funkcija f(n) ima na primer za

n — 2 vrednost 1, ker je x — 3, y — 4, z — 5 rešitev enačbe a? -- y? — z?, Pač pa

je J (4) — 0, ker enačba x! -- 4y — z! ni rešljiva s celimi števili. Podobno je tudi

J(8) < f(5) — 0. Prepričani smo, da je pri vsakem eksponentu n enačba (")

bodisi rešljiva bodisi nerešljiva. Zato je vrednost f (n) za vsak n nedvoumno

določena. Poiskati vrednost f (n) pri danem n pa se pravi, rešiti problem, ali je

enačba (") za tisti eksponent n rešljiva ali ne. Zato lahko trdimo, da vrednosti

te funkcije ne moremo izračunati. Če bi se Fermatova domneva izkazala za

pravilno — po tej domnevi enačba (") ni rešljiva s celimi od nič različnimi

števili, kadar je eksponent n > 2— potem bi s tem dognali, toda ne »izraču-

nali«, da je f (n) < 0 za vsak n> 2.

2. Nas bodo odslej zanimale take številsko teoretične funkcije, katerih

vrednosti so nenegativna cela števila in pri katerih eksistira neka metoda, s ka-

tero moremo, vsaj v principu, izračunati funkcijsko vrednost f(n) za vsako

vrednost argumenta, n. Kako so zgrajene take funkcije in kako jih definiramo?
Vzemimo za primer funkcijo f (n) - 2" -- 3 nn? —1. Njene vrednosti izračunamo

z vstavljanjem argumenta n v izraz na desni. Pri računanju uporabljamo sešte-

vanje, odštevanje, množenje in potenciranje naravnih števil. Vemo, da se da

prevesti potenciranje na množenje, množenje pa na seštevanje. Kaj pa sešte-

vanje? Vsota a -- b naravnih števil a in b je pravzaprav funkcija dveh spre-

menljivk. Pa pišimo f'(n) — a -- n, kjer smatramo a za konstanto. Funkcijo f (n)

določata predpisa

(a) f(0) <a, jntl<—jin)tl

S tem smo seštevanje reducirali na preprostejšo funkcijo f(n) <n--1, ki

priredi vsakemu naravnemu številu n njegov naslednik n - 1.

Pri znani vsoti definiramo produkt f(n) <— an takole

(k) f()—0, fintl)<f(n)ta

Podobno uvedemo potenco f (n) — a" z dano osnovo a:

(CO) f(0) —1, f(in-t1) —af(n)

Imenovane operacije so s temi predpisi določene le za naravna števila.

Vemo, da se dajo razširiti tudi na realna in kompleksna števila. Z limitnim

procesom pa dobimo potem v analizi še najrazličnejše funkcije. Tako smo spo-

znali, da se dajo reducirati polinomi, racionalne funkcije, eksponentne, kotne,

eliptične funkcije itd. vse na enostavno funkcijo f (n) — n --1.

Definicije (a), (b), (c) imajo nekaj skupnega: V vsaki je najprej navedeno,

koliko je f (0), potem pa je podano pravilo, po katerem izračunamo f (n -- 1),
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če že poznano vrednost j (n). ino jih rekurzivne definicije. Splošno se

taka definicija funkcije glasi

f(0)—c

O f(n 1) — gin, j(n]

Tu pomeni c neko dano število, g (n, m) pa neko že znano funkcijo dveh spre- .

menljivk m in n. Funkcija f (n) je s shemo (1) očitno določena za vsako naravno

število n. Prva enačba pove, koliko je f (0). Druga pa vsebuje pravilo za raču-

nanje f(n 1) pri znani vrednosti f (n). Od tod računamo korak za korakom

f(1), f(2), f (8), ... Funkcijo f (n), definirano s shemo (1), imenujemo primitivna

rekurzivna funkcija.

Zgled. Naj bo

f(0O—0, finti<ntfjin

Tu jec<0 in g(x,y) — x y. Iz druge enačbe dobimo najprej, da je f (1) —
—0:1f(0) <0, nato f(2)—12f(1)— 1, f(8)—2-f(2) — 3 itd. Splošno

velja

fm) — (:) Z n(n—1)

2). 2

o čemer se prepričamo z metodo popolne indukcije.

Včasih je rekurzivna funkcija odvisna od enega ali več parametrov. Pri

vsoti a -- n in produktu an je že bilo tako. V tem primeru se shema (I) za

funkcijo f (a, n) glasi

j(a,0) —c (a)

() f(a,n -1)—gla,n,f(m)]

Spet je c(4) znana funkcija parametra a, g (a,6,y) pa znana funkcija treh

spremenljivk a,x,y. Če je rekurzivna funkcija f odvisna od več parametrov,
sta tudi c in g odvisni od istih parametrov. Naj bo npr.

f(a,0)—1, f(a,n tl)—af(a,n)tl

Od tod dobimo f(a,1) <a t1, f(a,2) <a(a --1) 1 itd. Z metodo popolne

indukcije dokažemo splošno formulo

ti 1

a—1
f(a,n) <

Tu pa mora biti as:l.

Pri obeh zgledih smo našli za funkcijo f(n) neko formulo zgrajeno iz

elementarnih funkcij. Funkcijske vrednosti potem izračunamo z vstavljanjem.

Take formule pa pri nekaterih rekurzivnih funkcijah ni. Kar oglejmo si funk-

cijo, ki jo določa shema

f0)<1, fntlh<sni4-1

Tu je

fU)<l1,f(2)52, f(3)—2?-1—5,f(4) —35 41 —
 24;

(66)< PH T1,...
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Funkcijske vrednosti očitno izredno hitro naraščajo. Zato bi zaman iskali

formulo, ki bi dala vrednosti te funkcije za vsak n in bi se izražala z elemen-

tarnimi funkcijami v zaključeni obliki. Nobena taka formula ne narašča z n

tako hitro kakor zgornje žaporedje f (n).

V shemi (I), ki definira rekurzivno funkcijo, nastopa funkcija g (4, y), ki
mora biti že prej znana. Če vzamemo za g konstanto, dobimo tudi za f(n)
konstanto. Zato samo z rekurzivno definicijo ne moremo priti do nobene funk-

cije, ki ni konstantna. Vsaj eno osnovno funkcijo moramo imeti. Za osnovno

funkcijo vzamemo, kakor smo omenili, funkcijo, ki priredi vsakemu naravnemu

številu n njegov naslednik n -- 1. Ta funkcija pa nastopa že v sami definiciji (l)

v argumentu n tl pri f(n 1). Iz te funkcije dobimo najprej vsoto a -r n,

potem produkt an, nato potenco a" itd. Vse funkcije, ki jih tako korak za

korakom uvedemo, so prave primitivno rekurzivne funkcije. Od tod v posebnem

sledi, da mora biti v shemi (1) tudi g (x, v) primitivno rekurzivna funkcija. Zato

naslednja funkcija, čeprav jo formalno prav tako dobimo, ni primitivno re-

kurzivna: Naj bo

f(0) <1, fina rtlh<—hlfi(milti

pri čemer ima h (n) vrednost 1, kadar je enačba (") rešljiva, in vrednost 0,

kadar ni rešljiva. V tem primeru g — h (y) - 1 ni rekurzivna funkcija, torej

J(n) tudi ne.

3. Oglejmo si zdaj nekaj preprostih rekurzivnih funkcij, ki jih v tej

teoriji stalno uporabljamo. Prvo zaznamujemo z 0 (n) in jo definirajmo takole:

8(0)—0, on tl)—-n

Tu dobimo zaporedoma 8 (1) <— 0, 8 (2) — 1 itd., tako da je splošno 0 (n) <n—1,

če je n >—1. 8 (n) pomeni torej predhodnika števila n.'

Pri znani funkciji 8 (n) uvedemo funkcijo 8 (a, n), in sicer je

8 (4,0) <a, č(a,n - 1) — d[0 (a, n)]

Kaj pomeni 0(a,n)? Najprej dobimo 0(a,1) < (a) <a—1, če je a%1, in

0(a,1) — 0, če je a — 0. Nadalje je 8 (4,2) < O[8(a,1)] < o(a—1)< a—2, če je

aZ2, in 0(4,2) — 0, če je a< 2. Prav tako ugotovimo, da je 8(a,3) < a—3

za a > 3 in 0(a,3) — 0 za a< 3. Splošno je d(a,n) enak a—n za n <a in

enak 0 za n >—a. Funkcija 0 (a,n) ima torej vrednost, ki je enaka večjemu

izmed števil 0 in a — n. Zato lahko zapišemo

o(a,n) —šž(|a—n| ta—n)

ker je tudi izraz na desni enak večjemu izmed števil a—n in 0.

Naj bo f (n) znana funkcija. Vsota f (0) - f(1) --... -- f(n) vseh zapored-

nih vrednosti in produkt f (0) f(1)f(2)...f (n) teh vrednosti funkcije f (n) sta

neki novi funkciji, ki ju označimo s S (n) in II (n). Prvo definiramo rekurzivno

takole

S() —<f(0), Sn tl)<S(n) tfint1)
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Res dobimo od tod

S(m) <f(0) Tf0) tf(0)t...Ef(m - 31

Funkcijo II (n) pa določimo z enačbama

IDI(O)<f(), I(nti<fintlLI (n)

Od todje

Im <101(04(2)...f(m)< IIf()
k<l

V elementarni teoriji števil srečamo najrazličnejše funkcije, ki se drugod

v analizi precej redko pojavljajo. Naštejmo nekatere. Celi del kvocienta n/a —

označnimo ga z [n/a] — je največje celo število, ki ne presega števila n/a.

Ostanek pri Eujsani n:a je potem enak razliki »- [z] a. Zaznamovali ga

bomo z o (n,a). Potem je

n — [zjetem,o

Ostanek p (n, a) in [n/a] sta primitivno rekurzivni funkciji. Isto velja za največjo

skupno mero dveh števil in najmanjši skupni večkratnik. Rekurzivna definicija

teh funkcij pa ni preprosta in je zato tu ne bomo navajali. Prav tako sta

rekurzivni funkciji z (n), ki pomeni število praštevil do n, ter f (n) — p,, kjer

je pn n-to praštevilo. Tu je f(1) — 2, f (2)< 3, f (3) — 5 itd. Navedimo še en

zgled. Vemo, da se da vsako naravno število n v bistvu na en sam način raz-

staviti v produkt prafaktorjev

n — pe gb ....r?

Tu so eksponenti a, 6, ..., s naravna števila. Če dopuščamo tudi eksponent nič,

lahko zapišemo všako naravno število n kot produkt

NE p," po" pt...

pri čemer so P,, $., Ps: ... Zaporedna praštevila, tedaj p,<< 2, p, — 3, p, — 3 itd.

Če kako praštevilo px v n ne nastopa kot faktor, je seveda ustrezni eksponent v;

v tej izražavi enak nič. V vsakem primeru pa je eksponent x; z n določen in

zato pišemo vx — v (n, ge Dobimo tako celo zaporedje številsko teoretičnih funk-

cij v (n,k), k <1,2,3,... Razcepitev števila n se potem glasi

(1) n — 294,1) ,37(n,2) ,5e(n,3),

Ker je npr. 12 — 22.3, je v (12,1) — 2, v(12,2) — 1 in v»(12,k) — 0 za k>2.

Funkcija v (n, 1) pomeni eksponent najvišje potence števila 2, ki gre v n. Zato

je v (n,1) < 0 za vsako liho število n. Dokazati se da, da so eksponenti v (n, k)

primitivno rekurzivne funkcije argumenta n.

Navedimo še dva primera rekurzivnih funkcij. Prva naj bo f(n) < [Va],
kjer je spet [x] največje celo število, ki ne presega realnega števila x. Torej je
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f/(n) največje naravno število, katerega kvadrat ni večji od n. Tako je f (3) — 1,

f (4) < f() — 2 itd. Funkcija f (n) se da rekurzivno definirati takole

(2) f(0) <0, jfntl<fin talnt2, (f(m tt 1)']

Tu je 8 (x, y) funkcija, ki smo jo že prej uvedli in ki je enaka večjemu izmed

števil x —y ter 0. Da določa shema (2) funkcijo [Va], ugotovimo s popolno

indukcijo. Naj bo pri nekem mn res f (n) — [Y n]. Potem velja ocena

(VP Sn<[f(m t IP

Zdaj je treba razločevati dve možnosti: a) [f (n) - 1]? < n --1, torej Yn tls<

<— f(n) £1l. Ker je f(n) celo število, imamo [Yn -£ 1] < f(n) -- 1. Desna stran

v (2) pa je enaka f(n) -d(n--2,n tl)— f(n) -1. Zatojef(n tl) <[Ynt-1].

b) [f(n) 1]? >n 1, torej [Vn ti1] < f(n). Desna stran v (2) pa je tudi
enaka f(n), ker je č[n 2, (f(n) -1)'] —0. Tudi v tem primeru imamo

fin til <fin — [VYn 11]. Ker je f(0) <0<—[Y 0], sklepamo z metodo po-
polne indukcije, da je splošno f (n) < [V ni.

Število e, ki je osnova naravnih logaritmov, je iracionalno. Definiramo ga

lahko z vsoto: vrste

1(3) ezitiigLiLia
We 2ru 31

Oglejmo si funkcijo f(n) — [en], ki spet pomeni največje celo število, ki ne

presega večkratnika en. Ali je tudi ta funkcija rekurzivna? Iz vrste (3) dobimo

ea a bo <etititit. ae en
1! 2! n! ni (n-:

Drugi del vsote na desni ocenimo takole

1 dl 1 1 poi ] šel di

(Nti! nt2i O (nI! ntl (ntie n!n

Torej leži e v mejah

1 1ejee a edi
1! 2! n! 1! 2! n! nin

Postavimo zdaj

n! mn! ., nl! n
— I— L— t...t—5) g (n) — en ET n

g (n) je očitno celo število, ki je obenem z n izredno veliko. Ker je

! ! 1)! -1!o Ne ae ln C tike
0! 1! n! (n -- 1)!

1 !

-ato[Zača.. Sika
0! 1! n!
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velja za funkcijo g (n) rekurzijska formula

(6) 9(0)<1, gnati<intligimti

Oceno (4) lahko zdaj zapišemo

ga .5.— ga) 1

(n—1)! (n—1' - n!

Število g (n)/(n— 1)! se razlikuje od najbližjega večjega celega števila za neki

večkratnik ulomka 1/(n —1)!. Ker je l/n!<1/(n—1)!, vsota na desni tega

najbližjega večjega celega števila še ne dosega. Zato imajo števila en,

g (n)/(n —1)! in g (n)/(n —1)! £ 1/n! isti celi del, torej je

[amo

se [2]
Funkcije g (n), n! in prav tako celi del ulomka [n/a] so rekurzivne. Zato velja

isto za funkcijo [en].

Z vsakim iracionalnim številom a>> 0 lahko tvorimo funkcijo [a n]. Ali je

to zmerom rekurzivna funkcija kakor pri a — e? Odgovor je negativen. Brez

posebnih težav se da namreč dokazati, da je vseh primitivno rekurzivnih funkcij

le števno mnogo. Seveda se tu omejimo na tiste, katerih vrednosti so naravna

števila. Funkcij f(n) < [an] pa je toliko, kolikor iracionalnih števil, torej

neštevno mnogo. Od tod sledi, da so med njimi skoraj vse take, ki niso

rekurzivne. Če pa je a algebraično število, je ustrezna funkcija [an] zmerom

rekurzivna.

4. Doslej smo si ogledali le najpreprostejšo rekurzivno shemo. Pa defini-

rajmo funkcijo f (n) takole

O) f(])<1 fa)<1, fntl)<f(in tf(in—i)

Iz zadnje enačbe dobimo f(2) —< f(1) - f(0) <2, f(3) —f(2) tf()<3,f(4 —

— 2 3 — 5 itd. Predpisi (7) torej natančno določajo vse funkcijske vrednosti.

Zaporedna števila 1, 1, 2, 3,5,..., ki jih tako dobimo, se imenujejo Fibonaccijeva

števila. V tem zaporedju je vsako število vsota prejšnjih dveh. Funkcija f (n)

se da izraziti z razmeroma komplicirano formulo, ki se glasi

(8) (m) < HE ( KEJ Č a ( dj
Dokažemo jo lahko s popolno indukcijo.

Splošna definicija take funkcije f (n) je

CI) fO)<c, f()<c, f(intl<—gln,j(n,f(n—1]

pri čemer so c,,c, dana števila, g (x, v, z) pa znana funkcija vseh treh spremen-

ljivk. c,,c, in funkcija g bi smeli biti odvisni še od morebitnih parametrov.

Očitno so s shemo (II) določene vse vrednosti funkcije f(n). Pri računanju
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f(n -- 1) moramo poznati dve prejšnji vrednosti f(n) in f(n —1). Včasih je

odvisna vrednost f(n -- 1) tudi od večjega števila prejšnjih vrednosti.

Shema (II) nas ne privede iz okvira funkcij, ki jih lahko dobimo s pri-

mitivno rekurzijo. Da to dokažemo, postavimo

(9) F(n) < pO pjo... pio

pri čemer pomenijo p,, Pp,,... zaporedna praštevila 2, 3,5,... Pri znani funkcijski

vrednosti F (n) dobimo vse vrednosti f (1), f(2),..., f (n), če razstavimo število

F (n) na prafaktorje. In sicer je

(10) fl) —<v[F(N),k], k<l,2,...,n

kar ugotovimo iz primerjave enačbe (9) z enačbo (1). Izračunajmo zdaj

F(ntl <Fi(n pit,

Ker je po shemi (II)

fin tl) —gln,f(N,f(n—1] —<glin,v(F(n),n), v (F (n),n—1)]

se rekurzivna definicija za funkcijo F (n) glasi

(11) F()<1, F(nt1) —F (n) pglmpF(m),n),(F (m), n—I

Omenili smo, da je p« primitivno rekurzivna funkcija argumenta n. Ker se
izraža F (n t 1) z znanimi funkcijami argumentov F (n) in n, je F (n) primi-.

tivno rekurzivna funkcija. Vrednosti prvotne funkcije pa se dobe iz enačbe (10).

S tem smo spoznali, da nas shema (II) ne privede iz okvira funkcij, ki jih

dobimo s primitivno rekurzijo. Podobno bi ravnali, če bi se f(n -- 1) izražal

z večjim številom vrednosti med f (1) in f (n). Seveda je ta redukcija le teore-

tičnega pomena, zakaj funkcije F (n) in v (n, k) so zelo komplicirane.

Ker se dajo različne rekurzijske sheme reducirati na prvotno shemo (1),

je umestno vprašanje, ali so vse številsko teoretične furikcije, katerih vrednosti

moremo izračunati za vsako naravno število n, primitivno rekurzivne. Rekli smo
že, da je množica vseh primitivno rekurzivnih funkcij števna. To se pravi, da

je mogoče zapisati zaporedje

(12) f, (m), f, (m), f; (m),...

ki obsegavse primitivno rekurzivne funkcije. S tem smo te funkcije numerirali.
To numeracijo je moč efektivno izvesti, torej za vsak n lahko izračunamo,

katera je n-ta funkcija f, (m). Zato pa je določena tudi funkcija

9 (n) — fu (n) 1

Njena vrednost se da izračunati pri vsakem n: najprej poiščemo v zaporedju

n-to funkcijo f, (m) in določimo njeno vrednost zam — n. Funkcija, g (n) pa ni

primitivno rekurzivna. Če bi bila, bi jo morali najti nekje v zaporedju (12),
saj to zaporedje vsebuje vse take funkcije. Pa vzemimo, da bi bila ta funkcija
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k-ta v zaporedju, tedaj pg (n) — f; (n). Za n < k bi dobili od tod 9 (k) <— fx (k),

torej fx (k) < fx (k) -- 1. To protislovje dokazuje, da niso vse funkcije, katerih

vrednosti moremo računati, primitivno rekurzivne. Zato je odgovor na zgornje

vprašanje negativen.

5. Oglejmo si še na kratko splošen pojem rekurzivne funkcije. Splošna
rekurzivna funkcija f(n) je definirana z nekim sistemom enačb, v katerem

nastopajo razen funkcije f (n) samo znane funkcije. Ta sistem mora biti tak,

da se da iz njega z vstavljanjem in računanjem vrednosti znanih funkcij izra-

čunati vrednost f (n) za vsak dan n. Kot primer si oglejmo tole shemo

(18) fin) —n, fi) <f(intD—8a[(f(nt 1)", n]

Ali je s to shemo funkcija f(n) določena in če je, kako računamo njene vred-

nosti? Brez težave ugotovimo, da ustreza shemi (13) kvečjemu ena funkcija. Za

kvadrate n < 0, 1, 4, 9,... dobimo njene vrednosti iz prve enačbe (13). Kadar

n ni kvadrat, izrazimo f (n) z f(n 1) po drugi enačbi. Če število n -- 1 tudi
še ni kvadrat, izrazimo f(n 1) z f(n - 2) itd. Po nekaj korakih bomo prišli

do števila n -- k, ki je kvadrat, npr. n t k < m?, Potem je f (n -- k) <— m. Zdaj

pa računamo vrednosti nazaj od f(n -- k—1) do f(n). Vprašanje je še, če so

vrednosti f (n) nedvoumno določene. Kajti k lahko na različne načine tako izbe-

remo, da je n -- k kvadrat. Ker pa je na dlani domneva, da je f (n) — [Va], za-
došča, če dokažemo, da ta funkcija res ustreza shemi (13): Iz ocene [Y n t 1]? <

< n fl izhajata dve možnosti: a) [Yn 1]? — n 4-1. V tem primeru je

8([Vn 1], n)— o(n -1,n)—1lin[Yn]—[Wn- 1] —1. Torejzatak nfunkcija
t(n)< [Vn] ustreza drugi enačbi (13). b) Naj bo [Ynn bl)?<n. Zdaj je

8 (L Vn t-I-1j?,n) <0 in [Va -1ft 1] — [V]. Tudi v tem primeru ustreza f (n)—

ze [Vn] drugi enačbi (13). Prvi enačbi pa ta funkcija zmerom ustreza. Zato
določa shema (13) funkcijo f (n) — [V nl.

6. Doslej smo obravnavali le funkcije ene spremenljivke. Z rekurzivno

definicijo pa moremo uvesti tudi funkcije več spremenljivk. Pri tem je rekurzija

lahko še zelo komplicirana. Oglejmo si za zgled funkcijo dveh upsčjtojt

J(m, n), ki naj ustreza naslednjim predpisom

(a) f(0,n) <nti

(b) f(,0) <2, f(2,0) <0, f(m,0) <1, m>2

() f(mtl,n 1) —f[im,f(m t1,n)]

Na prvi pogled morda niti ni vidno, da ti predpisi enolično določajo f (m, n). Pa

denimo, da funkcija f (m, n) eksistira. Pri danem m je odvisna vrednost f (m, nj

še od n in jo kot tako označimo takole:

f(m, n) < yn (n)

Iz enačbe (a) najprej dobimo, da je y, (n) < f(0, n) < n - 1. Recimo, da že

poznamo vrednosti za wn (n) za vsak n pri nekem danem m Z 0. Iz zadnje

enačbe sledi

Vm ii(nt 1) < yu [Wmi: (NI
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Posebej za m — 0 imamo

vvnth<sy(m tl

Ker je po enačbi (b) y,(0) < f(1,0) — 2, je funkcija w, (n) določena s to

primitivno rekurzijo. Brez težave izračunamo, da je y, (n) <— n -- 2. Potem do-

bimo za funkcijo y, (n) rekurzijsko shemo

v.) <0, wyv(nti<sy,(nt2

Od tod sledi w, (n) < 2n. Tako zaporedoma računamo funkcije v, £n), v, (n),

V, (n),... In sicer velja za wy,,, (n) rekurzijska shema

Vmi,(0) <1, vz,,(RNE1) < vz (vnj,(Vl, m>1

S tem so vse funkcije w, (n) nedvoumno določene in z njimi tudi prvotna

funkcija f (m, n).

Izračunajmo še v, (n) in , (n). Najprej je

vs(0) <1, v;(n ti <2y,; (n)

Rešitev se tu glasi y, (n) — 2". Ko poznamo v, (n), določimo , (n) iz enačb

v, (0) <1, v,(n -t 1) — 2vilmo

Zaporedne vrednosti so

.. zat

(<2, v, (8) < 22, y, (3) — 2?" in splošno ?y, (n) — 2'?n-"

Funkcija w,(n) izredno hitro narašča, saj je w, (3) — 16, 1, (4) — 21 — 65 536

ter 1y, (5) — 265 586 kar je ogromno število. Še hitreje narašča naslednja funk-

cija y, (n). Ta je definirana takole:

v (0) <1, v;(n 1 < y, [y; (n]

Od tod dobimo najprej y, (1) — v, [y; (0)] — 2, nato 1, (2) — y, (2) — 22, v, (3) -:
— V, (4) — 2%, y, (4) — y, (216). Iz pomena funkcije y, (n) dobimo, da je

v, (4) — x?

kjer je v stolpu na desni natanko 65536 dvojk! Število v, (4) je torej tako

veliko, da nimamo na vsem svetu dovolj papirja, na katerega bi ga mogli

napisati. Nadaljnja vrednost w, (5) s e tudi izraža s stolpom zaporednih potenc

števila 2, samo dvojk je zdaj w, (4). Funkcije z večjim indeksom naraščajo

seveda še hitreje.

Postavimo zdaj g (n) < f(n,n) < y, (n). Vse funkcijske vrednosti p (n) se

dajo v principu izračunati. Začetne vrednosti so

9(0)<1, p(IU) <3, g()—<4 p(B)—2, |p(4)— 2%
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V (5) < y, (5) je prej omenjeno orjaško število. Vrednosti g (n) torej katastro-

falno naraščajo. Dokazali so, da se funkcija f (n, n) ne da definirati s primitivno

rekurzijo, ker hitreje narašča kakor katera koli primitivno rekurzivna funkcija.

Pri tem pa so začetne pogoje (b) nekoliko drugače izbrali.

7. Spoznali smo, da eksistirajo najrazličnejše rekurzivne funkcije, defini-

rane s primitivno in splošndo rekurzivno shemo. Zanimivo je, da se dajo vse

izraziti z dvema popolnoma določenima funkcijama. Eksistira namreč neka

univerzalna primitivno rekurzivna funkcija y (n) in neka primitivno rekurzivna

funkcija treh spremenljivk z (n, m, w), ki ima lastnost, da je za nekatere vred-

nosti števila n enačba

7 (n, m, w) <0

rešljiva na w in sicer pri poljubnem m. Najmanjšo vrednost w, ki ustreza tej

enačbi, označimo z ;4 [z (n, m, w) — 0]. Ta vrednost je pri izbranem n odvisna

še od števila m. Naj bo zdaj f (m) poljubna splošna rekurzivna funkcija. Vsaki

taki funkciji pripada neko naravno število n, da velja za vsak m enačba

(14) f (m) — v (uw [z (n, m, w) < 0])

'Torej se vsaka rekurzivna funkcija izraža s funkcijama y(n) in 7 (n, m, w)

v obliki enačbe (14).

8. Ker vsebuje rekurzivna funkcija v svoji definiciji navodilo, kako raču-

namo njene vrednosti, smemo pričakovati, da bomo mogli zgraditi računski

stroj, ki bo avtomatično računal njene vrednosti. Res so dokazali, da je mogoče,

vsaj v principu, konstruirati za vsako dano rekurzivno funkcijo f (n) tako ime-

novani Turingov stroj", ki računa vrednosti f (n). Narobe pa tudi velja: Če se

da konstruirati za kako številsko teoretično funkcijo f(n) Turingov stroj, ki

avtomatično računa njene vrednosti, je f (n) splošno rekurzivna funkcija.

9. Teorija rekurzivnih funkcij je izredno pomembna v raziskovanju osnov

matematike in v matematični logiki. Oglejmo si zato še nekoliko natančneje

definicijo, ki je podana s shemo (1). Iz nje najprej zvemo, koliko je f (0), nato pa

dobimo navodilo, kako izračunamo vrednost f (n -- 1), če že poznamo vrednost

za f (n). Shema (1) je le na videz preprosta definicija. V resnici je kratek zapis

za neskončno definicij, ki se glase takole:

f(O<c fU<90,), f(8) <9[4,f(D], f(8) —gl2,f(2],...

Rekurzivna definicija se torej bistveno razlikuje od navadne eksplicitne defini-

cije, kakor je npr. f (n) — 2"— n, kjer pravzaprav pomeni f (n) le krajše zapisan

izraz na desni.

Omenili smo, da eksistirata dve taki univerzalni primitivno rekurzivni
funkciji y (n) in z (n, m, w), s katerima se da vsaka druga rekurzivna funkcija

izraziti v obliki enačbe (14). Če sta torej te dve funkciji dani, lahko navedemo

za vsako drugo rekurzivno funkcijo eksplicitno definicijo z enačbo (14). Toda

funkciji p (n) in z (n, m, w) sta razmeroma komplicirani, pa tudi moramo uvesti

najprej druge rekurzivne funkcije, da pridemo do teh dveh. V nekaterih pri-

% O tem, kaj je Turingov straj, glej članek M. Vencelj: Povezava teorije

algoritmov s teorijo aritmetičnih računalnikov. OMF IX, str. 169—178.
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merih se nam je posrečilo izraziti funkcijo f (n), ki jo določa rekurzivna shema,

z znanimi elementarnimi funkcijami. Tako smo npr. dobili formulo (8), ki daje

zaporedje Fibonaccijevih števil. Vedno pa to ne gre. Ne poznamo nobene for-

mule, ki bi dala vrednosti funkcije f (n) — n! in bi vsebovala. samo elementarne

računske operacije v končnem številu. Tu nas ne sme motiti dejstvo, da je za

vsak dan n vrednost f(n)< 1.2.3...n enaka produktu končnega števila
faktorjev, kajti število faktorjev ni za vsik n isto. Za primerjavo si oglejmo: -
funkcijo f (n), ki daje vsoto zaporednih lihih števil 1 35...£ (dn—i. Pri

danem 'n je f(n) vsota končnega števila sumandov, toda io sumandov se:
z n spreminja. Če pa pišemo f (n) — n? — n.n, velja ta formula za vsak n in sta

v njej samo dva faktorja. Podobne formule za n! ne poznamo.

Najosnovnejši aritmetični funkciji sta vsota a -- n in produkt an. Uvedemo

ju neposredno z rekurzijo, ne da bi potrebovali kako pomožno funkcijo. Vseh

rekurzivnih funkcij pa žal ne moremo eksplicitno definirati s formulo, ki bi

bila zgrajena s končnim številom teh dveh funkcij. Izredno pomembno za

raziskovanje osnov v matematiki pa je dejstvo, da nam kljub temu v aritmetiki

te dve funkciji v principu že zadoščata, ker moremo vsako drugo rekurzivno

funkcijo eksplicitno definirati, čeprav, kakor rečeno, ne v obliki neke formule,

ki bi vsebovala le seštevanja, odštevanja, množenja in deljenja v končni mno-

žini. Kako je sploh to mogoče? Oglejmo si najprej tale zgled:

Naj bo L neka lastnost, ki je smiselna za naravna števila. Dana je npr.

neka funkcija f (n) in število n ima lastnost L, kadar je f (n) <— 0. Pa denimo,

da eksistira eno in samo eno naravno število z lastnostjo L. Imenujmo to šte-

vilo c. S tem smo c natančno definirali, čeprav ga morda ne poznamo. Včasih

namreč dokažemo eksistenco kakega števila tako, da privedemo nasprotno trdi-

tev do protislovja.

Naj bo zdaj L neka relacija med dvema naravnima številoma m in n.

Denimo, da eksistira k vsakemu naravnemu številu n natanko eno naravno

število m, ki je z n v tej relaciji L. Ker pripada vsakemu številu n en sam m,

lahko postavimo m — f(n). Tako smo definirali neko funkcijo f(n), čeprav
morda njenih vrednosti za nekatere n ne znamo izračunati. Naj bo na primer

relacija L podana z enačbo 2 m < n (n 1). Za vsak n ima ta enačba eno samo

rešitev m. Tu je f(n) < šn(n tl).

Včasih je več naravnih števil z lastnostjo L. Eno med njimi pa je naj-

manjše. To je potem natanko določeno. Oglejmo si primer. Naj bosta a in h
pozitivni celi števili. Enačba

(15) a—by ta

je zmerom rešljiva z nenegativnimi celimi števili x in y. Ena rešitev je že kar

x <a in y — 0. Zato eksistira rešitev, pri kateri je x najmanjši. Najmanjši x

je očitno ostanek, ki ga dobimo pri deljenju števil a in b. Ta ostanek smo:

označili z e (a,b). Rekli smo tudi, da je p (a,b) rekurzivna funkcija. Zdaj pa

lahko definiramo ostanek p (a,b) kot najmanjši x, pri katerem je enačba (15)

rešljiva s celim številom y. To je eksplicitna definicija za funkcijo p(a,b).

V enačbi (15), ki je bila osnova za to definicijo, nastopata samo vsota in prudukt.

Tako smo spoznali primer za eksplicitno definicijo rekurzivne funkcije, pri

čemer pa te funkcije nismo izrazili z neko formulo.

Vzemimo zdaj poljubno rekurzivno funkcijo f (m), ki jo določa shema (l)

(16) f(0) —<c, f(n-tl) <g[n,f(m]
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c je tu dano število, g (n, m) pa znana funkcija. Eksplicitno definicijoza f(n)

je našel K. odel takole: Postavil je ax < f(k) in vzel n - 1 členov zaporedja

(17) A) Aj, do; -<., dn

To zaporedje je tako, da velja a, < c in ax,, — g9(k,ar) za k< n. Naloga je

zdaj ta, poiskati zaporedje (17) z nenegativnimi celimi števili, ki ustreza tem

pogojem. Izberimo najprej neko dovolj veliko naravno število d tako, da so

si členi aritmetičnega zaporedja

1 id, 142d, ..., 1f£nd, 1£(ntlid

med seboj tuji in da so vsi večji od členov zaporedja (17). Ni težko uvideti, da

tako število d res eksistira, lahko npr. vzamemo kar d <— n!r, pri čemer je r

dovolj velik. Zdaj nam pa teorija števil zagotavlja", da eksistira naravno šte-

vilo x, ki reši vse kongruence

x <zd,(l td), x sa,(12d), .:., xsa,(lt(n tla)

Ker je ax manjši od števila 1 -- (k'-- 1)d, je zaradi teh kongruenc a; enak ostanku,

ki ga dobimo pri delitvi števila x s številom 1 -- (k -- 1) d. Če upoštevamo, kako

so povezani členi a; med seboj, lahko zdaj formuliramo naslednji izrek:

Izrek L. Za vsako naravno število n eksistirata dve taki naravni števili d

in x, da je

1. o(x,1 td)<ce

in da velja za vsak k < n zveza

2. o(x,1 "(k £ 2)d) <5glk,o(x,1t£(k t-1) d)].

Veljavnost tega izreka moremo dokazati tudi s popolno indukcijo popol-

noma neodvisno od gornjega sklepanja. Števil x in d, katerih eksistenco za-

gotavlja ta izrek, je neskončno. Zaznamujmo s h (n) najmanjše izmed števil d.

Potem seveda eksistira tak x, pri katerem je

(18a) o(4,1 -£-h(n)) —c

in za vsak k < n velja

(18 b) o(6,1£(kt2)h(m)) <glk,o(x,1 £ (k £ l)h (n)]

Spet je nešteto 1-ov, ki pri danem n ustrezajo temu pogoju. Označimo naj-

manjšega med njimi z j(n) in zdaj postavimo

(19) (m) <o(i(n.(ntih(m 1)

J(n) je ostanek, ki ga dobimo pri deljenju števila j(n) s številom (n -- 1) h (n) --1.

Z našimi predpisi smo f (n) natančno definirali za vsak n. Brez težave dokažemo,

% Glej npr. knjigo J. Plemelj, Algebra in teorija števil, str. 143.
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da ta funkcija ustreza rekurzivni shemi (16). To je iskana eksplicitna definicija

funkcije j (n). Pri tej definiciji moramo poznati razen funkcij g(m,n) in e (a,b)

le seštevanje in množenje, kar je razvidno iz enačb (18a, b) in (19). Funkcija

g (m, n) mora biti dana, e (a, b) pa smo že prej eksplicitno definirali. Nazadnje

se še spomnimo na pomen relacije k< n: Število k je manjše od števila n,

kadar eksistira tako naravno število z> 0, da je n — k tz.

Oglejmo si kot primer potenco f (n) < a". Tujec < f(0) <1in g(m,n) —

— am. Izrek L se zdaj glasi:

Vsakemu naravnemu številu n pripada najmanj en par naravnih števil d

in x, da je

o(x,1 t-a)<1

in da velja za vsak k < n zveza

o(x,1£-(k t2)d)<ap(xa,1-(ktla

Tako smo spoznali, da sta nujno potrebni za zgradbo aritmetike le re-

kurzivni definiciji za vsoto in produkt, vse druge primitivno rekurzivne funkcije

pa se dajo vsaj teoretično nadomestiti z eksplicitno definicijo.
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MODERNA MATEMATIKA IN POUK NA SREDNJI ŠOLI

JEAN DIEUDONNE, Pariz! — Prev. NIKO PRIJATELJ

Predavanje na 27. zborovanju za gojitev stikov med univerzo in srednjo.

šolo v Miinstru (Westfalija), dne 26. 5. 1961.

I. RAZVOJ MATEMATIKE IN RAZVOJ POUKA

Pred kratkim so mi pripovedovali o mnenju nekega učitelja »Mathema-

tigues speciales« (to so sklepni srednješolski matematični kurzi, ki pripravljajo

dijake za sprejem na velike francoske tehnične visoke šole, predvsem na Ecole

Polytechnigue): Menda je iskreno prepričan, da se ni matematika v zadnjih

petdesetih letih prav nič spremenila! Prav gotovo vi, spoštovani poslušalci, niste

tega mnenja, saj ste se vendar zbrali tukaj zato, da bi slišali moje predavanje.

Pa tudi dobro vam je poznano, da je bila izvršena v letih 1920—1940 popolna

preobrazba v klasifikaciji različnih področij matematike, izzvana z novimi pred-

stavami o samem bistvu matematičnega mišljenja, ki so izhajale iz del CAN-

TORJA in HILBERTA. Z njima začenja sistematična aksiomatiza-

cija celokupne matematične znanosti in fundamentalni pojem matema-

tične strukture.

Toda morda ne veste, da doživlja matematika prav zdaj svojo drugo

revolucijo, ki v nekem smislu dopolnjuje delo prve s tem, da osvobaja matema-

tiko njenih pretesnih vezi s pojmom »množice«. To je teorija kategorij

in funktorjev, za katero je še prerano, da bi ocenili njeno daljnosežnost.

in pregledali njene nasledke. Nedvomno pa bo vodila do reorganizacije in do.

nove izgradnje sodobnih matematičnih teorij.

Razume se, da matematični pouk na univerzi ne. more v nedogled ignorirati

takih preobrazb, če naj izpolnjuje svojo najodličnejšo nalogo, služiti na-

predku današnje znanosti, s tem da seznani mlade raziskovalce

z najboljšimi in najučinkovitejšimi sredstvi. In zares vidimo, da so se zarnisli

iz let 1920—1940, o katerih sem pravkar govoril, po začetnih neogibnih na-

sprotovanjih, razširile povsod po svetu ter predstavljajo sedaj osnovo matema-

tičnega študija na večini velikih univerz.

V koliki meri pa naj tudi pouk na srednji šoli odseva te spremembe?

Preden odgovorimo na to vprašanje, je morda primerno, da pojasnimo cilje

matematičnega pouka na tej stopnji. Pri tem je vsekakor potrebno ločiti dijake

v dve skupini: eni (in ti so v večini, najmanj 80 %) ne bodo matematike (razen

elementarne aritmetike) nikoli rabili; drugi pa bodo kasneje nadaljevali študij

na tehničnih visokih šolah ali na naravoslovnih fakultetah univerz in je zato.

matematika zanje bolj ali manj nujno potrebno sredstvo. Za prve more imeti

pouk matematike (kakor tudi pouk drugih strok) komaj kakšen drugačen cilj,

kot da nekoliko prispeva k njihovi splošni izobrazbi. Zato smemo reči, da je

vsebina tega, kar jim na tem področju podajamo, nasploh brez odločilnega

1 Jean Dieudonne je eden izmed »mojstrov« sodobne francoske matematične šole.
Posebno je poznan po svojih delih s področja funkcionalne analize. (Opomba pre-

vajalca.)
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pomena. Za te dijake reforma matematičnega pouka morda res ni neogibno

potrebna. Kljub temu pa bi človek mislil, da je bolj smiselno,če jim omogočimo

vpogled v matematiko 20. stoletja (toliko, kolikor je to pač mogoče), kot pa da

jih bremenimo z zastarelimi teorijami. Saj bi bilo prav tako malo razumno, če

bi se pouk fizike in biologije omejeval izključno le na spoznanja 18. in 19. sto-

letja, ne da bi sploh omenjal pojem elektrona ali celice.

Vse drugačen in še kako nujen pa je ta problem za bodoče študente

naravoslovja. Le o njih naj bo govora v naslednjem. V prejšnjem predavanju

so vam pokazali na osnovi statističnih podatkov, kako porazen je izid prvo-

letnega študija matematike. Zelo znaten del študentov obupa pred jezikom in

načinom mišljenja, na katera niso bili z ničemer pripravljeni in zato spremeni

smer svojega študija. Tako število uspešnih študentov v matematiki nikakor

ne raste, čeprav prihaja na univerzo vedno več mladih ljudi. V našem času,

ko postaja raba matematičnega jezika na številnih področjih vse bolj neogibna,

tiči v tem zelo resna nevarnost, kateri se moramo čimprej zoperstaviti Ker

si univerza ne more dovoliti, da bi zaostajala, je zato naloga srednje šole, da brž

ko mogoče prilagodi svoje učne programe spremenjeni situaciji.

II. ZASTARELI NAČIN MATEMATIČNEGA POUKA NA SREDNJI ŠOLI

Mnogi učitelji se čudijo, in ne brez razloga, nad tem, da naj bi zdaj

nenadoma postala nujna temeljita reforma matematičnega pouka. Šaj navse-

zadnje so vendar obstoječi učni programi v zadnjih 100 letih komajda kdaj

trčili na ugovor pa tudi nikoli še niso vodili do takega prepada med srednje-

šolskim in visokošolskim poukom, kakor ga danes zapažamo. Razlog tiči v tem,

da je matematika sicer tudi v vsem 19. stoletju napredovala z ogromnimi koraki,

da pa je vendar v bistvu ostala »klasična«. To pomeni, da so bile njene osnovne

koncepcije še zmeraj iste, kot so jih učili tudi v srednji šoli. Napredek se je

odvijal »v višinah» in sicer tako, da so se vedno novi izsledki dodajali že po-

znanim, medtem pa le-ti niso imeli nikakršnega vpliva na osnovni pouk. Toda

razvoj v tem smislu je bil naposled zaključen s tem, da je privedel do pravkar

opisane preobrazbe, ki je bila brezpogojno potrebna za nadaljnje napreduvanje.

In v luči teh novih pojmovanj je nastalo spoznanje, da je postal elementarni

matematični pouk s svojimi nespremenjenimi metodami in učnimi programi

živi fosil, ki je zaradi svojega zastarelega jezika, svojih ozkih in zaostalih

"pojmovanj, svojih neverjetno nerodnih in nezadostnih metod povsem odrezan

od današnjih matematičnih raziskovanj. Navedimo nekaj zgledov teh fosilij!

A. Zastareli jezik

Način izražanja in označbe teorije množic so medtem prodrla na vsa področja

matematike. Vendar pa se skrbno čuvamo, da jih ne bi vpeljali tudi v srednjo

šolo. Še naprej govorimo o »geometrijskem mestu« namesto o »podmnožici«.
Nikoli ne uporabljamo simbolov teorije množic ali logičnih simbolov kot:

e,C, 0, U, E, W, —>, <—>, niti ne vpeljemo splošnih pojmov, ki jih ti simboli

izražajo. Mimo tega bi imeli tudi v šoli neprestano priliko, da seznanimo dijake

S primeri grupe, obsega ali ekvivalenčne relacije. Vendar jih

nikoli ne imenujemo s temi imeni, dokler se ni učenec, tako obsojen na ne-

"vednost, prisiljen na univerzi takoj navaditi na njihovo stalno rabo.

B. Zaostala pojmovanja

Pod ta naslov bi mogli spraviti skoraj celotni srednješolski učni načrt.

Zdi se, kakor da bi naravnost stremeli za tem, kako bi se vsake reči lotili
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