Matematiéna knjiznica - Ljubljana




OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO

X. LETNIK — 2. STEVILKA

IZDAJA DRUSTVO MATEMATIKOV IN FIZIKOV SRS
LIUBLJANA, AVGUST 1963

VSEBINA
Clanki Stran
O rekurzivnih funkcijah (Ivan Vidav) . . . . . . . . . . . . . 49
Moderna matematika in pouk na srednji $oli (Jean Dieudonné, Paris —
prev. N. Prijatelj) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
Nastajanje barvnih centrov v plastiéno deformiranih ionskih kristalih
(Viktor KiraSevee) « « « « = 2 5 & % « & @ % « =« % % % % 12

Novice

Kako bi se pokazalo relativistiéno skréenje hitro se gibajolih teles
(Janez Strnad) . . . . . . . . . . . . . . . . . . .09

Sola
Fizikalna zbirka na gimnaziji (France Avsec) . . . . . . . . . . 81

Domace vesti

Posvetovanje o fiziki . . . . . e e e . . . . . . . . 86
Resolucija o matematiki, fiziki in mehan1k1 Lo . . 88
Od razrednih tekmovanj do matemati¢ne olimpiade (Stanko Ursm) . 90
Za mlade matematike in fizike . . . . . . . . . . . . . . . . 95
CONTENTS
Articles Page
On Recursive Functions (Ivan Vidav) . . . . . . . . . . . . . 49
Modern Mathematics and the Teaching in the Secondary School (Jean
Dieudonné, Paris — transl. N. Prijatelj) . . . . . . . . . . . 63
Formation of the Color Centers in Plastically Deformed Ionic Crystals
(Viktor KraSevec) . + « « « ¢+ = o = © « s s & # & # o = 712
News
The Visual Appearance of the Lorentz Contraction of Rapidly Moving
Objects (Janez Strnad) . . . . . . . . . . . . . . . . .79
School . . . . . . . . . . . . . ... 0.0 ... .8

Home News . . . . . . . . . . . .« . « . « « o v v o . . . 86



J
O REKURZIVNIH FUNKCIJAH )
IVAN VIDAV

1. Eden. izmed najpomembnej$ih pojmov v matematiki je brez dvoma
pojem funkcije oziroma splo$ni pojem preslikavanja: Imamo dve mnozZici
A in B. Ce je dan kak predpis, po katerem pripada vsakemu elementu iz mno-
Zice A natanc¢no dolo¢en element iz mnozice B, pravimo, da smo s tem predpisom
preslikali mnoZico A v mnoZico B. Imenujmo ta predpis f. Preslikavanje ozna-
¢imo potem na kratko takole f: A —B. Kadar je A mnoZica vseh realnih $tevil
nekega intervala (a, b), B pa mnoZica vseh realnih $tevil, pomeni preslikavanije f:
A — B funkcijo y =f (x) v obifajnem smislu, pri ¢emer je interval (a, b) njeno
definicijsko obmodéje. Zanimiv bo za nas primer, ko je A mnoZica vseh na-
ravnih Stevil, h kateri bomo zmerom privzeli $e $tevilo 0, B pa je mnoZica
naravnih, realnih ali celo kompleksnih §tevil. Tako dobimo funkcijo, ki je njeno
definicijsko obmoéje mnoZica naravnih $tevil. Imenhujemo jo Stevilsko teoretiéno
funkcijo in oznacimo z f (n), n == 0, 1,2, 3,... Doslikrat zapiSemo tako funkcijo
tudi v obliki zaporedja, pri ¢emer postavimo a, = f (n). Ta zapis uporabljamo
takrat, kadar si mislimo funkcijske vrednosti postavljene v istem redu kakor
naravna Stevila. .

Oglejmo si funkcijo f(x) = x? in funkcijo g (x), ki ima vrednost 0 za
racionalen x ter vrednost 1 za iracionalen x. Obe sta natanéno definirani za
vsak x. Med njima pa je neka bistvena razlika. Vrednost prve f (x) = x® lahko
pri danem x zmerom izracunamo. Kadar je znan x le priblizno, dobimo tudi
za funkcijsko vrednost neki priblizek, ki pa je tako dober, kakor Zelimo, d&e
smo le izbrali za x dovolj natanéen priblizek. Funkcijsko vrednost f (7)) = n?
moremo npr. izracunati skoraj z isto natan¢énostjo, kakor je znano Stevilo z.
Drugade je pri funkeiji g (x). Takoj sicer dobimo, da je g (3) =0in g (V2) =1,
ker je % racionalno in [/2 iracionalno Stevilo. Prav tako je g (n) = 1, ker je
dokazano, da je m iracionalen. V sploSnem pa moramo najprej dolo¢iti naravo
Stevila x, ¢e hofemo najti vrednost g (x). Dognati, ali je dano $tevilo x racionalno
ali iracionalno, je po navadi teZek problem. Ne poznamo nobene metode, po
kateri bi bilo mogoce, vsaj v principu, ta problem reSiti za vsako realno
Stevilo. Vzemimo npr. x = C, pri ¢emer je C = 0'577... Eulerjeva konstanta, ki
je definirana z limito

c=hm(1+%+%+...+%—logn),’ n—> 00

Koliko je g (C)? Ne vem, ker mi ni znana narava $tevila C. Cetudi izradunamo
z elektronskim racunalnikom C na desettiso¢ decimalk, ne bomo zaradi tega
poznali vrednosti g (C) prav nié¢ bolje kakor prej. Pri funkeciji x2 pa nam
seveda boljsi priblizki za x = C omogoc¢ajo dobiti boljse priblizke za f (C) = C2.
So torej take funkcije, katerih vrednosti moremo izradunati za vsak x, kjer so
definirane, in take, pri katerih ne moremo vselej izra¢unati funkcijske vrednosti,

4 49

‘Z', j

uv. p



ker je treba prej resiti kak matematiéni problem. Za prakti¢no uporabo pride
seveda v poStev samo prva sorta funkcij.

Tudi med Stevilsko teoretiénimi funkcijami nahajamo take, katerih funk-
cijskih vrednosti ne moremo zmerom izra¢unati. Definirajmo funkcijo f(n)
recimo takole: Naj bo f (n) = 1, ¢e je enacba

(*) xn -+ yn = 2N

re§ljiva s celimi od ni¢ razliénimi Stevili x, y, z. V nasprotnem primeru, ko ta
enac¢ba ni re§ljiva, pa naj bo f(n) = 0. Funkcija f(n) ima na primer za
n = 2 vrednost 1, ker je x = 3, y = 4, z = 5 refitev enacbe a? + y? = 22, Paé pa
‘je f (4) = 0, ker enacba x* + y* = 2z* ni resljiva s celimi §tevili. Podobno je tudi
F(3) = f(5) = 0. Prepriani smo, da je pri vsakem eksponentu n enacba (*)
bodisi resljiva bodisi neresljiva. Zato je vrednost f (n) za vsak n nedvoumno
doloc¢ena. Poiskati vrednost f (n) pri danem n pa se pravi, re$iti problem, ali je
enacba (*) za tisti eksponent n re$ljiva ali ne. Zato lahko trdimo, da vrednosti
te funkcije ne moremo izratunati. Ce bi se Fermatova domneva izkazala za
pravilno — po tej domnevi enacéba (*) ni re§ljiva s celimi od ni¢ razliénimi
Stevili, kadar je eksponent n >>2-— potem bi s tem dognali, toda ne »izracu-
nali«, da je f (n) = 0 za vsak n > 2.

2. Nas bodo odslej zanimale take S$tevilsko teoretiéne funkcije, katerih
vrednosti so nenegativna cela $tevila in pri katerih eksistira neka metoda, s ka-
tero moremo, vsaj v principu, izra¢unati funkcijsko vrednost f(n) za vsako
vrednost argumenta n. Kako so zgrajene take funkcije in kako jih definiramo?
Vzemimo za primer funkcijo f (n) == 2" + 3 n? —1. Njene vrednosti izrac¢unamo
z vstavljanjem argumenta n v izraz na desni. Pri ra¢unanju uporabljamo seste-
vanje, od$tevanje, mnozenje in potenciranje naravnih S$tevil. Vemo. da se da
prevesti potenciranje na mnoZenje, mnoZenje pa na seStevanje. Kaj pa seSte-
vanje? Vsota a + b naravnih $tevil a in b je pravzaprav funkcija dveh spre-
menljivk. Pa pi§imo f (n) = a + n, kjer smatramo a za konstanto. Funkcijo f (n)
dolocata predpisa

(a) fO)=ea fr+1)=Ffm)+1

S tem smo seStevanje reducirali na preprostejSo funkecijo f(r») =n + 1, ki
priredi vsakemu naravnemu S$tevilu n njegov naslednik n -+ 1.
Pri znani vsoti definiramo produkt f (n) = an takole

(b) fO =0, f(n+1)=Ffn) +a
Podobno uvedemo potenco f (n) = a® z dano osnovo a:
(c) fO) =1, f(n+1)=af(n)

Imenovane operacije so s temi predpisi dolo¢ene le za naravna Stevila.
Vemo, da se dajo razSiriti tudi na realna in kompleksna $tevila. Z limitnim
procesom pa dobimo potem v analizi Se najrazli¢nejSe funkcije. Tako smo spo-
znali, da se dajo reducirati polinomi, racionalne funkcije, eksponentne, kotne,
elipti¢tne funkcije itd. vse na enostavno funkcijo f (n) = n + 1.

Definicije (a), (b), (c) imajo nekaj skupnega: V vsaki je najprej navedeno,
koliko je f (0), potem pa je podano pravilo, po katerem izra¢unamo f (n + 1),
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¢e Ze poznamo vrednost f (n). Imenu;emo jih rekurzivne definicije. Splogno se
taka definicija funkcije glasi
fO)=c

® fn+1)=gm,fm]

Tu pomeni ¢ neko dano $tevilo, g (n, m) pa neko Ze znano funkcijo dveh spre- .
menljivk m in n. Funkcija f (n) je s shemo (I) oditno dolo¢ena za vsako naravno
Stevilo n. Prva enacba pove, koliko je f (0). Druga pa vsebuje pravilo za radu-
nanje f (n + 1) pri znani vrednosti f (n). Od tod radunamo korak za korakom
fQ), f@), f(@3), ... Funkcijo f (n), definirano s shemo (I), imenujemo primitivna
rekurzivna funkcija.

Zgled. Naj bo
F(O) =0 f(n+1)=n+f(n

Tu je ¢ =0 in g (x,y) = x + y. Iz druge enatbe dobimo najprej, da je f (1) =
=0+f(0)=0, nato f2=1+f1 =1, fB) =2+ f() =3 itd. Splosno

velja
s = (1) - 2=
27 2

o Cemer se prepri¢amo z metodo popolne indukcije.

Véasih je rekurzivna funkcija odvisna od enega ali ved parametrov. Pri
vsoti @ + n in produktu an je Ze bilo tako. V iem primeru se shema (I) za
funkcijo f (a, n) glasi

f(a,0) = c(a)
I fla,n+1) =gla,n,f(n)]
Spet je c(a) znana funkcija parametra a, g (a,x,y) pa znana funkcija treh

spremenljivk a,x,y. Ce je rekurzivna funkcija f odvisna od veéd parametrov,
sta tudi ¢ in g odvisni od istih parametrov. Naj bo npr.

f(a,0)=1, f(a’n+1)=af(a:n)+1

Od tod dobimo f(a,1) =a+1, f(a,2) =a (e + 1) + 1 itd. Z metodo popolne
indukcije dokaZemo splo$no formulo

ant1i__1

fla,n) =

a—1
Tu pa mora biti a 5= 1.

Pri obeh zgledih smo nasli za funkcijo f(n) neko formulo zgrajeno iz
elementarnih funkeij. Funkcijske vrednosti potem izradunamo z vstavljanjem.
Take formule pa pri nekaterih rekurzivnih funkcijah ni. Kar oglejmo si funk-
cijo, ki jo doloda shema

FO) =1, f(n+1)=nfm41
Tu je
fQ =172 =2 fB)=22+1=5,£(4) =3 +1=244
f(B) =441, ...
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Funkcijske vrednosti oéitno -izredno hitro naraiajo. Zato bi zaman iskali
formulo, ki bi dala vrednosti te funkcije za vsak n in bi se izraZala z elemen-
tarnimi funkcijami v zakljuceni obliki. Nobena taka formula me naraS¢a z n
tako hitro kakor zgornje zZaporedje f (n).

V shemi (I), ki definira rekurzivno funkcijo, nastopa funkcija g (x, ), ki
mora biti e prej znana. Ce vzamemo za g konstanto, dobimo tudi za f (n)
konstanto. Zato samo z rekurzivno definicijo ne moremo priti do nobene funk-
cije, ki ni konstantna. Vsaj eno osnovno funkcijo moramo imeti. Za osnovno
funkcijo vzamemo, kakor smo omenili, funkcijo, ki priredi vsakemu naravnemu
stevilu n njegov naslednik n + 1. Ta funkcija pa nastopa Ze v sami definiciji (I)
v argumentu n + 1 pri f(n + 1). Iz te funkcije dobimo najprej vsoto a + n,
potem produkt an, nato potenco a” itd. Vse funkcije, ki jih tako korak za
korakom uvedemo, so prave primitivno rekurzivne funkcije. Od tod v posebnem
sledi, da mora biti v shemi (I) tudi g (x, y) primitivno rekurzivna funkcija. Zato
naslednja funkcija, eprav jo formalno prav tako dobimo, ni primitivnho re-
kurzivna: Naj bo

fFO =1 fa+1)=h[f®]+1

pri ¢emer ima h (n) vrednost 1, kadar je enadba (*) resljiva, in vrednost 0,
kadar ni re$ljiva. V tem primeru g = h (y) + 1 ni rekurzivna funkcija, torej
{ (n) tudi ne.

3. Oglejmo si zdaj nekaj preprostih rekurzivnih funkecij, ki jih v tej
teoriji stalno uporabljamo. Prvo zaznamujemo z d (n) in jo definirajmo takole:

0(0)=0 o(n+1)=n

Tu dobimo zaporedoma 6 (1) = 0, § (2) = 1 itd., tako da je sploSno 6 (n) =n—1,
¢e je n>1. 6 (n) pomeni torej predhodnika Stevila n.-

Pri znani funkciji é (n) uvedemo funkcijo 6 (a, n), in sicer je
0(a,0)=a, d(an+1)=20][0(a,n)]

Kaj pomeni 6 (a,n)? Najprej dobimo 0 (a,1) =0 (@) =a—1, ¢e je a =1, in
d(a,1) =0, ¢e je a = 0. Nadalje je 6 (@¢,2) =0 [0 (a,1)]] = (a—1)=a—2, Ce je
a=2,in 6 (a,2) =0, ¢e je a <<2. Prav tako ugotovimo, da je d(a,3) = a—3
za a =3 in 6(a,3) =0 za a<<3. Splos$no je d(a,n) enak a—n za n < a in
enak 0 za m>a. Funkcija J (a,n) ima torej vrednost, ki je enaka vecjemu
izmed §tevil 0 in @ — n. Zato lahko zapiSemo

d(@mn)=3%(a—n|+a—n)

ker je tudi izraz na desni enak vedjemu izmed Stevil ¢ —n in 0.

Naj bo f (n) znana funkcija. Vsota f (0) + f (1) + ... + f (n) vseh zapored-
nih vrednosti in produkt f(0) f (1) f (2)...f (n) teh vrednosti funkcije f (n) sta
neki novi funkciji, ki ju ozna¢imo s S (n) in II (n). Prvo definiramo rekurzivno
takole »

SO0)=f(0), Sm+1)=8Sn) +fn+1)
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Res dobimo od tod
Sn)=FfO0) +fD)+Ff@ +...+f(n) =k§1f(k)
Funkcijo II (n). pa dolo¢imo z enac¢bama

II@©)=7f(©), HI(n+1)=Ff(n+1) II (n)
Od tod je

Im)=f0OFAQ)F@...f(n)=1I1f%)
k=1

V elementarni teoriji $tevil sre¢amo najrazliénejie funkcije, ki se drugod
v analizi precej redko pojavljajo. Nastejmo nekatere. Celi del kvocienta n/a —
oznaénimo ga z [n/a] — je najvecje celo Stevilo, k1 ne presega Stevila n/a.

Ostanek pri deljenJu n:a je potem enak razliki n— [Z] a. Zaznamovali ga

bomo z g (n, a). Potem je

n = [‘—’1‘-] a+ o (n,a)

Ostanek ¢ (n, @) in [n/a] sta primitivno rekurzivni funkciji. Isto velja za najvecjo
skupno mero dveh §tevil in najmanjsi skupni veckratnik. Rekurzivna definicija
teh funkcij pa ni preprosta in je zato tu ne bomo navajali. Prav tako sta
rekurzivni funkciji z (n), ki pomeni $tevilo prastevil do n, ter f(n) = pu, kjer
je pn n-to prastevilo. Tu je f(1) =2, f(2) =3, f(3) = 5 itd. Navedimo Se en
zgled. Vemo, da se da vsako naravno $tevilo n v bistvu na en sam nacin raz-
staviti v produkt prafaktorjev

n=mp*qgf ....7¢

Tu so eksponenti @, 8, ..., ¢ naravna $tevila. Ce dopus¢amo tudi eksponent ni¢,
lahko zapi$emo vsako naravno $tevilo n kot produkt

= P;* Pa?t Pt a

pri éemer so P, P, s - - - zaporedna prastevila, tedaj p, =2, p, =3, p, =5 itd.
Ce kako prastevilo pr v n ne nastopa kot faktor, je seveda ustrezni eksponent »x
v tej izraZavi enak ni¢. V vsakem primeru pa je eksponent »; z n doloten in
zato pisemo »x = » (n, k) Dobimo tako celo zaporedje Stevilsko teoreti¢nih funk-
cij v (n, k), k= 1,2,3,... Razcepitev Stevila n se potem glasi

(1) n = 21’(11,, 1) . 3”("’, 2) . 5"’("’! 3) -

Ker je npr. 12 =22.3, je »(12,1) =2, »(12,2) =1 in » (12,k) =0 za k> 2.
Funkcija » (n,1) pomeni eksponent najvi§je potence $tevila 2, ki gre v n. Zato
je » (n,1) = 0 za vsako liho $tevilo n. Dokazati se da, da so eksponenti » (n, k)
primitivno rekurzivne funkcije argumenta n.

Navedimo $e dva primera rekurzivnih funkcij. Prva naj bo f(n) = [}/E],
kjer je spet [x] najvedje celo Stevilo, ki ne presega realnega Stevila x. Torej je
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f (n) najvedje naravno $tevilo, katerega kvadrat ni veéji od n. Tako je f(3) = 1,
f(4) = f (5) = 2 itd. Funkcija f (n) se da rekurzivno definirati takole

) FO) =0, f(n+1)=fm +dn+2(FM0+1)]

Tu je 0 (x,y) funkcija, ki smo jo Ze prej uvedli in ki Je enaka vedjemu izmed
tevil x —y ter 0. Da doloda shema (2) funkcijo [V n], ugotovimo s povolno
indukcijo. Naj bo pri nekem n res f (n) = [} n]. Potem velja ocena

F@P =n<[f@ + 1

Zdaj je treba razlocevati dve mozZnosti: a) [f (n) + 1]2=n + 1, torej JYn + 1=
= f(n) + 1. Ker je f(n) celo $tevilo, imamo [V n + 1] = f (n) + 1. Desna stran
v () pajeenaka f(n)+d(n+2,n+1)=f(n) + 1 Zatojef(n+1)=[)Yn+1].
b) [f(n) + 12>n + 1, torej [}/n +1] = f (n). Desna stran v (2) pa je tudi
enaka f(n), ker je d[n+ 2, (f(n) + 1)) =0. Tudi v tem primeru imamo
Fn+1)=Ff(@n) = [}/n + 1] Ker je f(0) =0 = [l/ 0], sklepamo z metodo po-
polne indukcije, da je splo§no f (n) = [l/—].

Stevilo e, ki je osnova naravnih logaritmov, je iracionalno. Definiramo ga
lahko z vsoto vrste

1
3) = Bk o Sl 3
1. 21 3

Oglejmo si funkcijo f(n) = [en], ki spet pomeni najvedje celo §tevilo, ki ne
presega veckratnika en. Ali je tudi ta funkcija rekurzivna? Iz vrste (3) dobimo

1
(LIS SN JPTRE Ny JRR IR S ~
1 2! n! 1 2! n! (n + 1)
Drugi del vsote na desni ocenimo takole
JEPISE SFEQPS S PO SV S S
(n. = 1)1 (n -+ 2)! (n + 1)! ok | (n+1)2 n'!n
Torej leZi e v mejah
1 1 1 1
4 1+l+i+...+i<e<1+~——l——+...+~+—‘
11 2! n! 1! 2! n! nln
Postavimo zdaj
4_11' " +n!
- (5) g (n) = 0'+1'.2' ot

g (n) je ocitno celo Slevilo, ki je obenem z n izredno veliko. Ker je

(G LG N G L % L

n+1) =
9( ) 0! 1! n! (n + I)!

(n+1)[—'+—+ +—]+1
0! 1! n
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velja za funkcijo g (n) rekurzijska formula
© g0 =1 gr+l)=@m+1)gn +1
Oceno (4) lahko zdaj zapiSemo

oM o 9@ 1
(n—1)! (n—1)! - n!

Stevilo g (n)/(n — 1)! se razlikuje od najblizjega vedjega celega &tevila za neki
veCkratnik ulomka 1/(n—1)!. Ker je 1/n!<<1/(n—1)!, vsota na desni tega
najbliZjega veéjega celega §tevila Se ne dosega. Zato imajo $tevila en,
g (n)/(n—1)! in g (n)/(n — 1)! + 1/n! isti celi del, torej je

A
bitl [(n—l)!]

Funkcije g (n), n! in prav tako celi del ulomka [n/a] so rekurzivne. Zato velja
isto za funkcijo [en].

Z vsakim iracionalnim $tevilom ¢ >> 0 lahko tvorimo funkcijo [a n]. Al je
to zmerom rekurzivna funkcija kakor pri a = e? Odgovor je negativen. Brez
posebnih teZav se da namreé¢ dokazati, da je vseh primitivno rekurzivnih funkecij
le $tevno mnogo. Seveda se tu omejimo na tiste, katerih vrednosti so naravna
Stevila. Funkcij f(n) =[an] pa je toliko, kolikor iracionalnih S$tevil, torej
neStevno mnogo. Od tod sledi, da so med njimi skoraj vse take, ki niso
rekurzivne. Ce pa je o algebraitno &tevilo, je ustrezna funkcija [an] zmerom
rekurzivna.

4. Doslej smo si ogledali le najpreprostej$o rekurzivno shemo. Pa defini-
rajmo funkcijo f(n) takole

(7 FO=1 f)=1 fe+)=Ffmn)+fn—1)

Iz zadnje enacébe dobimo f(2) = f(1) +f(0) =2, fB) =Ff@) +f(1) =3, f(4) =
=2 + 3 = 5 itd. Predpisi (7) torej natanéno dolo¢ajo vse funkcijske vrednosti.
Zaporedna Stevila 1, 1, 2, 3, 5, .. ., ki jih tako dobimo, se imenujejo Fibonaccijeva
Stevila. V tem zaporedju je vsako Stevilo vsota prej$njih dveh. Funkcija f (n)
se da izraziti z razmeroma komplicirano formulo, ki se glasi

5+ V5 (1+|/§]n n 5— 5 (1—-1/5]11

® f(n) = 70 5 o .

Dokazemo jo lahko s popolno indukecijo.
Splosna definicija take funkcije f (n) je

(II) FO) =c, fQ)=¢c, f(n+1)=gin,f@),fn—1)
pri éemer so ¢, ¢, dana $tevila, g (x, y, 2) pa znana funkcija vseh treh spremen-

ljivk. c,, ¢, in funkcija g bi smeli biti odvisni $e od morebitnih parametrov.
Oc¢itno so s shemo (II) dolotene vse vrednosti funkcije f(n). Pri radunanju
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f(n + 1) moramo poznati dve prej$nji vrednosti f(n) in f(n—1). Véasih je
odvisna vrednost f (n + 1) tudi od veéjega §tevila prej$njih vrednosti.

Shema (II) nas ne privede iz okvira funkcij, ki jih lahko dobimo s pri-
mitivno rekurzijo. Da to dokaZemo, postavimo

9) F(n)=pfWpf@ pfm

pri ¢emer pomenijo p,, P, ... zaporedna prastevila 2, 3, 5, . . . Pri znani funkcijski
vrednosti F (n) dobimo vse vrednosti f (1), f(2),..., f (n), ¢ razstavimo 3tevilo
F (n) na prafaktorje. In sicer je

(10) fk)=»[F(n),k], k=12...,n
kar ugotovimo iz primerjave enaébe (9) z enac¢bo (1). Izradunajmo zdaj
F(n+1) =F (n)pi®+D
Ker je po shemi (II)
fo+1)=g[nf@),f(n—1)]=gn»(F (n),n),»F (n),n—1)]
se rekurzivna definicija za funkcijo F (n) glasi
(11) F(0) =1, F(n+1)=F (n)pdlnyEmm,»Emn—1

Omenili smo, da je p, primitivno rekurzivna funkcija argumenta n. Ker se
izraZa F (n + 1) z znanimi funkcijami argumentov F (n) in n, je F (n) primi- -
tivno rekurzivna funkcija. Vrednosti prvotne funkcije pa se dobe iz enacbe (10).
S tem smo spoznali, da nas shema (II) ne privede iz okvira funkcij, ki jih
dobimo s primitivno rekurzijo. Podobno bi ravnali, ¢e bi se f(n + 1) izrazal
z vetjim Stevilom vrednosti med f (1) in f (n). Seveda je ta redukcija le teore-
tiénega pomena, zakaj funkcije F (n) in » (n, k) so zelo komplicirane.

Ker se dajo razlitne rekurzijske sheme reducirati na prvotno shemo (I),
je umestno vprasanje, ali so vse Stevilsko teoreti¢ne funkcije, katerih vrednosti
moremo izra¢unati za vsake naravno $tevilo n, primitivno rekurzivne. Rekli smo
Ze, da je mnoZica vseh primitivno rekurzivnih funkcij $tevna. To se pravi, da
je mogode zapisati zaporedje

(12) fi (m), f, (m), f, (m), ...

ki obsega vse primitivno rekurzivne funkcije. S tem smo te fix'nkéije numerirali.
To numeracijo je mo¢ efektivno izvesti, torej za vsak m lahko izra¢unamo,
katera je n-ta funkcija f, (m). Zato pa je dolo¢ena tudi funkcija

@ () =fu(m) +1
Njena vrednost se da izrafunati pri vsakem n: najprej poiS¢emo v zaporedju
n~to funkcijo f, (m) in dolo¢imo njeno vrednost za m = n. Funkcija ¢ (n) pa ni
primitivno rekurzivna. Ce bi bila, bi jo morali najti nekje v zaporedju (12),

saj to zaporedje vsebuje vse take funkcije. Pa vzemimo, da bi bila ta funkcija
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k-ta v zaporedju, tedaj @ (n) = fx (n). Za n = k bi dobili od tod ¢ (k) = fx (k),
torej fx (k) = fx (k) + 1. To protislovje dokazuje, da niso vse funkcije, katerih
vrednosti moremo ra¢unati, primitivno rekurzivne. Zato je odgovor na zgornje
vpraSanje negativen.

5. Oglejmo si e na kratko sploSen pojem rekurzivne funkcije. Splosna
rekurzivna funkcija f(n) je definirana z nekim sistemom enacb, v katerem
nastopajo razen funkcije f (n) samo znane funkcije. Ta sistem mora biti tak,
da se da iz njega z vstavljanjem in ra¢unanjem vrednosti znanih funkcij izra-
¢unati vrednost f (n) za vsak dan m. Kot primer si oglejmo tole shemo

13) fm)=n, f(n)=Ff@n+1)—46[Ff®+1)%,n]

Ali je s to shemo funkcija f (n) dolo¢ena in &e je, kako racunamo njene vred-
nosti? Brez teZave ugotovimo, da ustreza shemi (13) kveéjemu ena funkcija. Za
kvadrate n =0, 1, 4, 9, ... dobimo njene vrednosti iz prve enacbe (13). Kadar
n ni kvadrat, izrazimo f(n) z f (n + 1) po drugi enacbi. Ce $tevilo n + 1 tudi
$e ni kvadrat, izrazimo f(n + 1) z f (» + 2) itd. Po nekaj korakih bomo prisli
do &tevila n + k, ki je kvadrat, npr. n + k = m2 Potem je f (n + k) = m. Zdaj
pa radunamo vrednosti nazaj od f(n + k—1) do f (n). VpraSanje je Se, Ce so
vrednosti f (n) nedvoumno dolodene. Kajti k lahko na razli¢ne nacine tako izbe-
remo, da je n + k kvadrat. Ker pa je na dlani domneva, da je f (n) = [1/_17_,], za-
doséa, ée dokaZemo, da ta funkcija res ustreza shemi (13): Iz ocene [J/n + 1]* <
<n+1 izhajata dve moZnosti: a) [Yn+12=n+1. V tem primeru je
S([Yn+ 15 n) =6 (m+1,m)=1in[Vn] =[}/n + 1] — 1. Torej za tak n funkcija
t(n) = [Vn] ustreza drugi enaébi (13). b) Naj bo [l/n + 112 < n. Zdaj je
8 ([Yn+115n) =0in [Vn + 1] = [Vn]. Tudi v tem primeru ustreza f (n) =
= [l/n] drugi enacbi (13). Prvi enalbi pa ta funkcija zmerom ustreza. Zato
dolota shema (13) funkcijo f (n) = [ V).

6. Doslej smo obravnavali le funkcije ene spremenljivke. Z rekurzivno
definicijo pa moremo uvesti tudi funkcije ve¢ spremenljivk. Pri tem je rekurzija
lahko Se zelo komplicirana. Oglejmo si za zgled funkcijo dveh spremenl]lvk
f (m, n), ki naj ustreza naslednjim predpisom

(a) f0,n) =n+1
(© fm+1,n+1) = fm,f(m+1,n) '

Na prvi pogled morda niti ni vidno, da ti predpisi enoli¢no doloéajo f (m, n). Pa
denimo, da funkcija f (m, n) eksistira. Pri danem m je odvisna vrednost f (m, n}
Se od n in jo kot tako oznaéimo takole:

f(m,n) = yn (n)
Iz enadbe (a) najprej dobimo, da je vy, (n) = f(0,n) =n + 1. Recimo, da Ze
poznamo vrednosti za wp (n) za vsak n pri nekem danem m = 0. Iz zadnje

enacbe sledi
Ym iy (M + 1) = v [Wmy, (n)]
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Posebej za m = 0 imamo
py(nt+1)=y,(n)+1
Ker je po enacbi (b) v, (0) =f(1,0) =2, je funkcija , (n) dolotena s to

primitivno rekurzijo. Brez teZave izra¢unamo, da je y, (n) = n + 2. Potem do-
bimo za funkcijo vy, (n) rekurzijsko shemo

W, (0) =0, w,(n+1)=uy,(n)+2

Od tod sledi v, (n) = 2n. Tako zaporedoma ra¢unamo funkcije vy, {n), y, (n),
W, (), ... In sicer velja za ypy, (n) rekurzijska shema

Ym 14 0) =1, yn 1 '+ 1) = pn ['ll)m—l-l )], m>1

S tem so vse funkcije wm (n) nedvoumno dolofene in z njimi tudi prvotna
funkcija f (m, n).

Izrac¢unajmo Se vy, (n) in y, (n). Najprej je
Y (0) =1, yy(n+1)=2y,(n)
Resitev se tu glasi v, (n) = 2% Ko poznamo v, (n), doloé¢imo 1, (n) iz enaéb
Y, (0) =1, y,(n+1)=2vim

Zaporedne vrednosti so
o gt
v (1) =2, 9, () =2, y,(3) =2 in splodno p, (n) = 2%~

Funkcija v, (n) izredno hitro naraséa, saj je v, (3) = 16, v, (4) = 21 = 65536

ter v, (5) = 285936, kar je ogromno §tevilo. Se hitreje naraséa naslednja funk-
cija y; (n). Ta je definirana takole:

Y (0) =1, wy(n+1) =,y (n)]

0Od tod dobimo najprej y; (1) = v, [w; (0)] = 2, nato y; (2) =y, (2) = 22, ; (3) =
=y, (4) = 218, p; (4) = y, (2%). Iz pomena funkcije v, (n) dobimo, da je

w5 (4) = 2%

kjer je v stolpu na desni natanko 65536 dvojk! Stevilo w, (4) je torej tako
veliko, da nimamo na vsem svetu dovolj papirja, na katerega bi ga mogli
napisati. Nadaljnja vrednost y; (5) s e tudi izraZa s stolpom zaporednih potenc
Stevila 2, samo dvojk je zdaj v, (4). Funkcije z veéjim indeksom naraiéajo
seveda $e hitreje.

Postavimo zdaj ¢ (n) = f (n, n) = y, (n). Vse funkcijske vrednosti ¢ (n) se
dajo v principu izraunati. Zadetne vrednosti so

0 =1 ¢e)=3, 9@ =4 @) =25 @4 =2
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@ (5) = y; (5) je prej omenjeno orjasko Stevilo. Vrednosti ¢ (n) torej katastro-
falno naraS¢ajo. Dokazali so, da se funkcija f (n, n) ne da definirati s primitivno
rekurzijo, ker hitreje nara$éa kakor katera koli primitivno rekurzivna funkcija.
Pri tem pa so zaetne pogoje (b) nekoliko drugade izbrali.

7. Spoznali smo, da eksistirajo najrazliénejSe rekurzivne funkcije, defini-
rane s primitivno in sploSndo rekurzivno shemo. Zanimivo je, da se dajo vse
izraziti z dvema popolnoma doloéenima funkcijama. Eksistira namreé¢ neka
univerzalna primitivno rekurzivna funkcija y (») in neka primitivno rekurzivna
funkcija treh spremenljivk 7 (n, m, w), ki ima lastnost, da je za nekatere vred-
nosti Stevila n enacba

T(m,m,w) =0

re§ljiva na w in sicer pri poljubnem m. NajmanjSo vrednost w, ki ustreza tej
enacbi, ozna¢imo z uy [z (n, m, w) = 0]. Ta vrednost je pri izbranem n odvisna
Se od Stevila m. Naj bo zdaj f (m) poljubna splosna rekurzivna funkcija. Vsaki
taki funkeciji pripada neko naravno $tevilo n, da velja za vsak m enac¢ba

(14) f(m) =y (uw [r (n, m, w) = 0])

Torej se vsaka rekurzivna funkcija izraza s funkcijama v (n) in 7 (n, m, w)
v obliki enacébe (14).

8. Ker vsebuje rekurzivna funkcija v svoji definiciji navodilo, kako radu-
namo njene vrednosti, smemo priéakovati, da bomo mogli zgraditi rac¢unski
stroj, ki bo avtomatiéno raéunal njene vrednosti. Res so dokazali, da je mogode,
vsaj v principu, konstruirati za vsako dano rekurzivno funkcijo f (n) tako ime-
novani Turingov stroj*, ki ra¢una vrednosti f (n). Narobe pa tudi velja: Ce se
da konstruirati za kako Stevilsko teoretiéno funkcijo f(n) Turingov stroj, ki
avtomati¢no rac¢una njene vrednosti, je f(n) splo$no rekurzivna funkcija.

9. Teorija rekurzivnih funkcij je izredno pomembna v raziskovanju osnov
matematike in v matemati¢ni logiki. Oglejmo si zato $e nekoliko natanéneje
definicijo, ki je podana s shemo (I). Iz nje najprej zvemo, koliko je f (0), nato pa
dobimo navodilo, kako izraéunamo vrednost f (n + 1), e Ze poznamo vrednost
za f (n). Shema (I) je le na videz preprosta definicija. V resnici je kratek zapis
za neskonéno definicij, ki se glase takole:

FO =c, fM) =900, f@=9[1FfM], FG =9[2f@Q)]...

Rekurzivna definicija se torej bistveno razlikuje od navadne eksplicitne defini-
cije, kakor je npr. f (n) = 2® — n, kjer pravzaprav pomeni f (n) le kraje zapisan
izraz na desni.

Omenili smo, da eksistirata dve taki univerzalni primitivno rekurzivni
funkciji o (n) in 7 (n, m, w), s katerima se da vsaka druga rekurzivna funkcija
izraziti v obliki enadbe (14). Ce sta torej te dve funkciji dani, lahko navedemo
za vsako drugo rekurzivno funkcijo eksplicitno definicijo z enacbo (14). Toda
funkeiji ¢ (n) in 7 (n, m, w) sta razmeroma komplicirani, pa tudi moramo uvesti
najprej druge rekurzivne funkcije, da pridemo do teh dveh. V nekaterih pri-

* O tem, kaj je Turingov stroj, glej ¢lanek M. Vencelj: Povezava teorije
algoritmov s teorijo aritmeti¢nih raéunalnikov. OMF IX, str.169—178.
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merih se nam je posredilo izraziti funkcijo f (n), ki jo dolo¢a rekurzivna shema,
z znanimi elementarnimi funkcijami. Tako smo npr. dobili formulo (8), ki daje
zaporedje Fibonaccijevih $tevil. Vedno pa to ne gre. Ne poznamo nobene for-
mule, ki bi dala vrednosti funkcije f (n) = n! in bi vsebovala samo elementarne
ratunske operacije v konénem &tevilu. Tu nas ne sme motiti dejstvo, da je za
vsak dan n vrednost f(n) =1.2.3...n enaka produktu konénega Stevila
faktorjev, kajti Stevilo faktorjev ni za vsak n isto. Za ‘prir‘nerjé.vo'si oglejmor -
funkcijo f (n), ki daje vsoto zaporednih lihih §tevil 1 +3 + ...+ 2n— 1). Pri
danem n je f(n) vsota kon¢nega $tevila sumandov, toda Stevilo sumandov se:
z n spreminja. Ce pa piSemo f (n) = n? = n.n, velja ta formula za vsak n in sta:
v njej samo dva faktorja. Podobne formule za n! ne poznamo.

Najosnovnejsi aritmetiéni funkciji sta vsota ¢ + n in produkt an. Uvedemo
ju neposredno z rekurzijo, ne da bi potrebovali kako pomozZno funkcijo. Vseh
rekurzivnih funkcij pa Zal ne moremo eksplicitno definirati s formulo, ki bi
bila zgrajena s konénim Stevilom teh dveh funkcij. Izredno pomembno za
raziskovanje osnov v matematiki pa je dejstvo, da nam kljub temu v aritmetiki
te ‘dve funkeciji v principu Ze zado&ata, ker moremo vsako drugo rekurzivno
funkcijo eksplicitno definirati, ¢eprav, kakor reeno, ne v obliki neke formule,
ki bi vsebovala le se$tevanja, odStevanja, mnozenja in deljenja v kon¢ni mno-
zini. Kako je sploh to mogode? Oglejmo si najprej tale zgled:

Naj bo L neka lastnost, ki je smiselna za naravna $tevila. Dana je npr.
neka funkcija f (n) in $tevilo n ima lastnost L, kadar je f (n) = 0. Pa denimo,,
da eksistira eno in samo eno naravno §tevilo z lastnostjo L. Imenujmo to Ste-
vilo c. S tem smo ¢ natanéno definirali, ¢eprav ga morda ne poznamo. Vcasih
namred dokaZemo eksistenco kakega $tevila tako, da privedemo nasprotno trdi-
tev do protislovija.

Naj bo zdaj L neka relacija med dvema naravnima Steviloma m in n.
Denimo, da eksistira k vsakemu naravnemu Stevilu » natanko eno naravno
Stevilo m, ki je z n v tej relaciji L. Ker pripada vsakemu Stevilu n en sam m,
lahko postavimo m = f (n). Tako smo definirali neko funkcijo f(n), Ceprav
morda njenih vrednosti za nekatere n ne znamo izra¢unati. Naj bo na primer
relacija L podana z enatbo 2m = n (n + 1). Za vsak n ima ta enacba eno samo
re§itev m. Tu je f (n) = 3n (n + 1). '

Véasih je ve¢ naravnih Stevil z lastnostjo L. Eno med njimi pa je naj-
manj$e. To je potem natanko dolo¢eno. Oglejmo si primer. Naj bosta a¢ in b
pozitivni celi $tevili. Enac¢ba '

(15) a="byt+a

je zmerom resljiva z nenegativnimi celimi $tevili x in y. Ena reSitev je Ze kar
x =a in y = 0. Zato eksistira resitev, pri kateri je x najmanjsi. Najmanjsi x
je oditno ostanek, ki ga dobimo pri deljenju Stevil ¢ in b. Ta ostanek smo
oznadili z o (a, b). Rekli smo tudi, da je o (a, b) rekurzivna funkcija. Zdaj pa
lahko definiramo ostanek p (e, b) kot najmanj$i x, pri katerem je enacba (15)
reljiva s celim &tevilom y. To je eksplicitna definicija za funkcijo p (a, b)-
V enacbi (15), ki je bila osnova za to definicijo, nastopata samo vsota in produkt.
Tako smo spoznali primer za eksplicitno definicijo rekurzivne funkcije, pri
gemer pa te funkcije nismo izrazli z neko formulo.

Vzemimo zdaj poljubno rekurzivno funkcijo f (n), ki jo dolo¢a shema (I)
(16) f0) =c fn+1)=gln,f(n)]
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c je tu dano &tevilo, g (n, m) pa znana funkcija. Eksplicitno definicijo za f (n)
je nasel K. Godel takole: Postavil je ar = f (k) in vzel n + 1 ¢élenov zaporedja

1) Gy Uy Bisyosliey Ot

To zaporedje je tako, da velja a, =c in ax ., = g (k,ar) za k<n. Naloga je
zdaj ta, poiskati zaporedje (17) z nenegativnimi celimi $tevili, ki ustreza tem
pogojem. Izberimo najprej neko dovolj veliko naravno Stevilo d tako, da so
si ¢leni aritmeti¢nega zaporedja

14+d, 14+2d, ..., 1+nd, 1+@m+1)d

med seboj tuji in da so vsi vecji od ¢lenov zaporedja (17). Ni tezko uvideti, da
tako Stevilo d res eksistira, lahko npr. vzamemo kar d = n!r, pri ¢emer je r
dovolj velik. Zdaj nam pa teorija Stevil zagotavlja*, da eksistira naravno Ste-
vilo x, ki resi vse kongruence

x=d,(1+d), x=a,1+2d), ..., x=a,d+ ®+1)d)

Ker je ar manjsi od stevila 1 + (k'+ 1) d, je zaradi teh kongruenc a; enak ostanku,
ki ga dobimo pri delitvi Stevila x s $tevilom 1 4+ (k + 1) d. Ce upostevamo, kako
so povezani ¢leni a; med seboj, lahko zdaj formuliramo naslednji izrek:

Izrek L. Za vsako naravno Stevilo n eksistirata dve taki naravni Stevili d
in x, da je

1ol 1sd) ' =ic
in da velja za vsak k <<mn zveza

2. 0,1+ (k+2)d)=g9g[ko(x1+ (k+ 1)d)]

Veljavnost tega izreka moremo dokazati tudi s popolno indukcijo popol-
noma neodvisno od gornjega sklepanja. Stevil x in d, katerih eksistenco za-
gotavlja ta izrek, je neskonéno. Zaznamujmo s h (n) najmanjSe izmed Stevil d.
Potem seveda eksistira tak x, pri katerem je

(18 a) o(x, 1+ h(n)) =c
in za vsak k <n velja

(18 b) e@ 1+ (k+2)h(n) =glke @1+ (k+1})h(n))]

Spet je neSteto x-ov, ki pri danem 7 ustrezajo temu pogoju. Oznadimo naj-
manjSega med njimi z j (n) in zdaj postavimo

(19) fm)=0@GM®),m+ 1)k +1)

f (n) je ostanek, ki ga dobimo pri deljenju Stevila j(n) s Stevilom (n + 1) b (n) + 1.
Z nasimi predpisi smo f (n) natanc¢no definirali za vsak n. Brez tezave dokaZemo,

* Glej npr. knjigo J. Plemelj, Algebra in teorija Stevil, str. 143.
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da ta funkcija ustreza rekurzivni shemi (16). To je iskana eksplicitna definicija
funkcije f (n). Pri tej definiciji moramo poznati razen funkeij g (m, n) in o (a, b)
le seStevanje in mnoZenje, kar je razvidno iz enaéb (18 a, b) in (19). Funkcija
¢ (m, n) mora biti dana, g (e, b) pa smo Ze prej eksplicitno definirali. Nazadnje
se Se spomnimo na pomen relacije k<n: Stevilo k je manjSe od 3tevila n,
kadar eksistira tako naravno §tevilo z>>0, da je n = k + z.

Oglejmo si kot primer potenco f (#) = a® Tu jec=f(0) =1in g (m,n) =
= am. Izrek L se zdaj glasi:

Vsakemu naravnemu §tevilu n pripada najmanj en par naravnih Stevil d
in x, da je

o(x,1+d)y=1

in da velja za vsak k<n zveza
o(x,1+(k+2)d)=ap(x,1+ (k+1)d)

Tako smo spoznali, da sta nujno potrebni za zgradbc aritmetike le re-
kurzivni definiciji za vsoto in produkt, vse druge primitivno rekurzivne funkcije
pa se dajo vsaj teoreti¢no nadomestiti z eksplicitno definicijo.
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MODERNA MATEMATIKA IN POUK NA SREDNJI SOLI
JEAN DIEUDONNE, Pariz* — Prev. NIKO PRIJATELJ

Predavanje na 27.zborovanju za gojitev stikov med univerzo in srednjo
Solo v Miinstru (Westfalija), dne 26. 5. 1961.

I. RAZVOJ MATEMATIKE IN RAZVOJ POUKA

Pred kratkim so mi pripovedovali o mnenju nekega uéitelja »Mathéma~-
tiques spéciales« (to so sklepni srednjeSolski matemati¢ni kurzi, ki pripravljajo
dijake za sprejem na vélike francoske tehni¢ne visoke Sole, predvsem na Ecole
Polytechnique): Menda je iskreno prepri¢an, da se ni matematika v zadnjih
petdesetih letih prav ni¢ spremenila! Prav gotove vi, spo§tovani posluSalci, niste
tega mnenja, saj ste se vendar zbrali tukaj zato, da bi sliSali moje predavanje.
Pa tudi dobro vam je poznano, da je bila izvrSena v letih 1920—1940 popolna
preobrazba v klasifikaciji razli¢nih podroé¢ij matematike, izzvana z novimi pred-
stavami o samem bistvu matematiénega mi$ljenja, ki so izhajale iz del CAN-
TORJA in HILBERTA. Z njima zafenja sistemati¢na aksiomatiza-
cija celokupne matematiéne znanosti in fundamentalni pojem matema-
tiéne strukture. ‘

Toda morda ne veste, da dozivlja matematika prav zdaj svojo drugo
revolucijo, ki v nekem smislu dopolnjuje delo prve s tem, da osvobaja matema-
tiko njenih pretesnih vezi s pojmom »mnozice« To je teorija kategorij
in funktorjev, za katero je $e prerano, da bi ocenili njeno daljnoseZnost
in pregledali njene nasledke. Nedvomno pa bo vodila do reorganizacije in do
nove izgradnje sodobnih matematiénih teorij.

Razume se, da matemati¢ni pouk na tiniverzi ne more v nedogled ignorirati
takih preobrazb, ¢e naj izpolnjuje svojo najodli¢nejSo nalogo, sluziti na-
predku danasSnje znanosti, s tem da seznani mlade raziskovalce
z najbolj§imi in najuéinkovitej§imi sredstvi. In zares vidimo, da so se zarnisli
iz let 1920—1940, o katerih sem pravkar govoril, po zacetnih neogibnih na-
sprotovanjih, razsirile povsod po svetu ter predstavljajo sedaj osnovo matema-
ticnega Studija na vedini velikih univerz.

V koliki meri pa naj tudi pouk na srednji Soli odseva te spremembe?
Preden odgovorimo na to vpraSanje, je morda primerno, da pojasnimo cilje
matemati¢nega pouka na tej stopnji. Pri tem je vsekakor potrebno lo¢iti dijake
v dve skupini: eni (in ti so v veéini, najmanj 80 %) ne bodo matematike (razen
elementarne aritmetike) nikoli rabili; drugi pa bodo kasneje nadaljevali $tudij
na tehni¢nih visokih Solah ali na naravoslovnih fakultetah univerz in je zato
matematika zanje bolj ali' manj nujno potrebno sredstvo. Za prve more imeti
pouk matematike (kakor tudi pouk drugih strok) komaj kakSen drugaden cilj,
kot da nekoliko prispeva k njihovi sploSni izobrazbi. Zato smemo reéi, da je
vsebina tega, kar jim na tem podro¢ju podajamo, nasploh brez odloc¢ilnega

! Jean Dieudonné je eden izmed »mojstrov« sodobne francoske matemati¢ne $ole.
Posebno je poznan po svojih delih s podroé¢ja funkcionalne analize. (Opomba pre-
vajalca.)
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