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O TEORIJI MERE
ANTON SUHADOLC

Problem, prirediti nekaterim ravninskim likom realno &tevilo, ki ga ime-
nujemo plosc¢ina, oziroma analogen problem za prostorska telesa, je Ze zelo star.
Enostavnim likom so znali dolodevati plosé¢ino Ze stari Babilonci, Egipéani in
drugi narodi. Seveda zahtevamo od plos¢ine nekaj lastnosti: 1. ploi¢ina naj bo
pozitivna; 2. ¢e lik po ravnini premikamo, ne da bi ga kaj deformirali, naj bo
njegova ploséina ves ¢as ista; 3. ¢e lik razdelimo na dva dela, naj bosta plosé¢ini
obeh delov skupaj enaki plos¢ini lika pred razdelitvijo. Za like, ki so oraejeni
npr. z zvezno odvedljivimi krivuljami, se da plo$é¢ina s temi lastnostmi kon-
struirati s pomocjo integralnega racuna.

Pojem plosc¢ine moremo posplositi npr. na tale naéin. Vsaki omejeni mno-
zici M v n-dimenzionalnem prostoru i§éemo neko enoli¢no doloeno nenegativno
Stevilo — zaznamujemo ga z u (M) — z lastnostmi:

a) Ce je My, M,, M,,... konéno ali §tevno neskonéno mnogo paroma ne-
presekajoc¢ih se mnozic, katerih unija je tudi omejena mnoZica, naj velja

uM, UM, U ..)=u(M,)+pu®,)+...

To lastnost mere u izrazimo z besedami takole: mera naj bo Stevno aditivra
funkcija mnoZic.

b) Ce nastane mnozica N iz mnozice M tako, da smo mnoZico M premaknili
v prostoru, naj bo u (N) = u (M).1!

c) Mera enotne kocke naj bo 1. Enotna kocka je mnoZca tock T (x,, x,,
.., Xn), katerih koordinate zado$¢ajo neenatbam 0 S 2, <1, k=1,2,..., n.

Ta problem je za vsak n nere§ljiv, kakor je pokazano v [1]. Zadostuje
dokaz, da ni nobene mere u z lastnostmi a, b, ¢ Ze na premici. Ce namreé na
premici ni take mere, je ni tudi v veédimenzionalnih prostorih, kot nam pokaze
naslednji premislek:

Vzemimo, da bi imeli v n-dimenzionalnem prostoru mero u’ z lastnostmi
a, b, ¢! Potem moremo v (n— l)-dimenzionalnem prostoru definirati mero u
z lastnosti a, b, c takole: Naj imajo to¢ke v n-dimenzionalnem prostoru koordi-

* »Premik« v n-dimenzionalnem prostoru je taka transformacija prostora'vése,

ki ohranja razdaljo med dvema poljubnima toékama. V pravokotnem koordinatnem
sistemu se izraZajo koordinate x¢/, x2’..., x,” totke po transformaciji s starimi ko-
ordinatami xy, xg,..., x, takole:

'y = Yy x; + ag,

pri éemer je matrika koeficientov || ay; || ortogonalna matrika.
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nate x;, L., ..., Tn, Vv (n— 1)-dimenzionalnem prostoru pa koordinate x,,x,,...,
1. Vsaki mnoZici M v (n — 1)-dimenzionalnem prostoru priredimo mnoZico M’,
»valj« z osnovnico M in visino 1. Ta valj je skupnost tock (xy,x,, ..., T»), Kjer
je tocka (x;, X, ..., Ln—1) Vv mnozici M, x, pa je med 0 in 1. Sedaj definirajmo
u (M) = ' (M'). Prav lahko se prepri¢amo, da zado$¢a mera u zahtevam a, b, c,
¢e tem zahtevam ustreza mera u'.

Od tod sledi: Ce bi v kak$nem n-dimenzionalnem prostoru eksistirala
mera z lastnostmi a, b, ¢, bi taka mera eksistirala tudi na premici. Ce pa
dokaZemo, da na premici take mere ni, je gotovo ni tudi v veédimenzionalnih
prostorih.

PokaZimo zdaj, da na premici res ni mere z lastnostmi a, b, c!

Na $tevilski premici identificirajmo tocke, ki se razlikujejo za celo $tevilo.
Geometri¢no to pomeni, da smo premico navili na krog K, ki nastane, ako zvi-
jemo daljico [0,1) v krog. Pri tem se pokrivajo totke, katerih koordinate se
razlikujejo za celo §tevilo. Vzemimo na krogu K mnoZico samih razli¢nih tock
x, Y, 2,... To mnoZico oznac¢imo s ¢rko P,. Iz P, tvorimo mnozico P, tako, da
vsem elementom mnoZice P, priStejemo §tevilo a; seveda ni nobena omejitev,
de vzamemo, da je a Stevilo med 0 in 1. Geometri¢no je jasno, da nastane P,
iz P, tako, da zavrtimo P, po krogu K v pozitivni smeri za lok z dolZino a.
Ustrezni mnozici P, in P, na daljici [0, 1) razdelimo takole:

By={x;0<2<l—a}, C,={x;1—a=<2<1}, P,=B,UC,

Tu je to¢ka x iz mnozice P,. Prav tako postavimo
B,={z;a<2<1},C,={x;0Ssx<a}, P,=B,UC,

pri demer je x v mnozici P,. MnoZico B, dobimo, ée premaknemo B, za'a, C, pa,
¢e premaknemo mnozico C, za 1—a. Po zahtevi b imata mnoZici B, in B,
enako mero, prav tako pa C, in C,:u (B,) = u (By), u (Cy) = u (C,). Mnozici B,
in B, nimata skupnih to¢k, mnozici C, in C, pa prav tako ne. Zato velja po
zahtevi a:

#(Po) = u (By) + p(Co) = p (By) + 1 (Cy) = p (Py).

Torej imata mnozici P, in P, enaki meri.
Razdelili bomo interval [0,1) na $tevno mnogo med seboj nepresekajocih
se mnozic. Naj bo a iracionalno Stevilo. Vsakemu Stevilu a priredimo Stevno

mnozico Pg:
P,={..,z—2a¢ x—a,x, x+a x+2a...}

Na krogu z obsegom 1 moremo tolmaditi mnoZico P; kot oglis¢a mnogokotnika,
ki se nikoli ne zakljudi, ker je a iracionalno §tevilo. Ce vzamemo dve
razli¢ni todki x in y, imamo dve moZnosti: razlika x —y je veckratnik Stevila a.
ali pa x — vy ni veckratnik Stevila o. V prvem primeru sta mnoZici
P, in P, identi¢ni, v drugem pa nimata skupne tocke. Vse tofke mo-
remo zdaj razdeliti na razrede takole: Tolki x in y sta v istem razredu,
e je P, = Py, v razli¢nih razredih pa, ¢e je P, = Py. Takoj vidimo, da sta x in y
v istem razredu tedaj in le tedaj, e je njuna razlika x—7y cel veckrainik
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Stevila a. Iz vsakega razreda P, si vzemimo po eno totko.2 Tako dobimo mnoZico
tock x, y, 2, ..., ki jo ozna¢imo z A,. Tvorimo sedaj za vsako celo pozitivno ali
negativno Stevilo m mnozZico A, takole:

Ap=lz+mayt+tme ...}, m=0,%1 42, ...

Dobljene mnozZice tolma¢imo na naSem krogu K. Tocke iz A, so na K same
razliéne tocke in isto velja za A,, ker so tocke iz A, le za m a premaknjene
totke mnoZice A,. Dve mnozZici A, in A,, m==n, se ne sekata. To dokaZemo
s protislovjem: Naj bi A, in A, imeli skupno to¢ko! Potem bi bilo pri nekem x
in nekem y iz Ayjx +ma=y + na, ali x =y + (n—m) . To pomeni, da bi
bili to¢ki x in y iz istega razreda P,, kar pa ni mogoce, ker smo totke v A,
izbrali tako, da je v A, iz vsakega razreda le po ena tocka. Torej se A, in A,,
'm == n, res ne sekata. Po drugi strani je vsaka to¢ka x intervala [0, 1) vsebovana
vsaj v enem razredu P, To pomeni, da unija mnoZic Ap, m =0, =1, £2,...,
tolmadenih na krogu K, pokriva ravno ves K, oziroma da je unija zaporedja
A, A, A, A, ... paroma nepresekajo¢ih se mnoZic ravno interval [0, 1).

Ce bi na premici eksistirala mera u z lastnostmi a, b, ¢, bi imeli po eni
strani

uM =uA,UAUA UAU..)=u@)+tur@)+tunlA_)+...=1

MnozZici A, in A, imata po razmis$ljavi, ki smo jo napravili za mnoZici P, in P,,
enaki meri: u (An) = u (4,). Ker je A unija vseh A4,, velja

p(d) = u(4,UA, UA,U... U4,

saj je mera nenegativna funkcija mnoZic. Po lastnosti a za n mnoZic in ker je
u(An) = n (4,), velja za vsako celo Stevilo n:

pA)=1z2n.u(4,) ali u(4)=1/n.

To pomeni, da je u (4,) lahko samo 0. Potem je tudi u (4x) = 0 za vsak m in
4 (A) = 2 u(An) = 0. To je v nasprotju z zgornjo ugotovitvijo, da bi moralo
biti u (A) = 1. S tem protislovijem je dokazana trditev, da mera u z lastnostmi
a, b; cna premici ne eksistira.

Pripomnimo naj, da eksistira reSitev podobnega problema, pri katerem pa
zahtevamo, da je definirana mera u z lastnostmi a, b, c¢ le za nekatere mnozice
v n-dimenzionalnem prostoru. MnoZice, za katere je mera definirana, imenujemo
merljive mnoZice. Primer take mere je znana Lebesguova mera.

Spoznali smo torej, da problem mere v vsej sploSnosti ni regljiv. Vprasamo
se lahko, ali eksistira morda reSitev problema, ¢e npr. oslabimo zahtevo a
v toliko, da zahtevamo aditivnost mere le za kon¢no mnogo mnozic. Natanéneje
formuliramo novi Sibkejsi pogoj takole:

2 Moznost tega nam zagotovi aksiom o izboru, ki ga moremo formulirati takole:
¢e je dana druzina {A«} poljubno mnogo nepraznih mnoZic Aa, eksistira mnoZica A,
ki ima iz vsake mnoZice A« natanko po en element xa, drugih elementov pa v mno-
zici A ni. Brez uporabe tega ali ekvivalentnega aksioma se konstrukcija nemerljivih
mnozic $e ni posreéila.



a*) za omejeni nepresekajo¢i se mnozici A in B naj velja
u(AUB) = u(A) + u(B)

Zahtevi b in ¢ naj ostaneta nespremenjeni.

Studij tega problema je privedel na celo vrsto nenavadnih dejstev. Ne-
katere od teh si hotemo v nadaljnjem natanc¢neje ogledati.

- Povrsino enotne krogle v tridimenzionalnem prostoru je mogote razdeliti
na 4 mnozice A, B, C in D takole (glej [1], str. 469): Povrsina enotne krogle K
je unija teh Stirih mnoZic, vse mnoZice 4, B, C, D so si paroma med seboj tuje.
Mnozica D je Stevna mnozica in njena mera je zato 0. (Dokazati se da enostavno,
da je mera vsake Stevne mnozZice vedno 0.) Mnozice A, B, C pa imajo tele
lastnosti: €e zavrtimo enotno kroglo okoli dolotene osi za kot 120° pokrije
mnoZica A mnoZico B, mnoZica B mnoZico C, mnozica C pa mnoZicc A. Po
zahtevi b sledi od tod, da je u (4A) = u (B) = u (C). Po zahtevi a* ki velja ne
samo za dve nepresekajo¢i se mnozici, ampak tudi za konéno mnogo takih
mnozic, imamo u (K) = px(AUBUCUD) = u(A) +u@B) +u(C) + u D) =
=3 u(4) ali

u(A) =3 p(K). 1

Ce pa zavrtimo kroglo okoli neke druge osi za kot 180°, pokrije mnoZica A unijo
mnozic B in C! Po zahtevi b imamo zopet u (A) = u (B U C}. Ker je po a* tudi
u(K)=u(AUBUCUD) = u(A) + p(BUC) = 2 u (4), sledi od tod

©(4) = 3 pu (K). @)

Enacbi (1) in (2) sta oditno mogodi le tedaj, ko je u (4) =0 in potem tudi
u(B) = u(C) = 0. Torej je u(K) = 0. Od tod pa lahko sklepamo, da je u (M) = 0
za vsako mnoZico M v tridimenzionalnem prostoru. To pa je v protislovju z za-
htevo ¢ in tako smo pokazali, da je problem, kako najti mero z lastnostmi a*,
b, ¢, v 3 in veédimenzionalnih prostorih, neresljiv.

Bolj po domade bi mogli opisati zgornji paradoks takole: Ce zanemarimo
Stevno mnoZico D, katere mera je itak 0, smo razdelili povrsino krogle na tri
mnoZice tako, da je vsaka isto¢asno polovica in tretjina cele povrsine krogle!

‘Gornji paradoks nic¢esar ne pove, kako je z eksistenco mere z lastnostmi a*,
b in ¢ v eno- in dvodimenzionalnem prostoru. Za ¢uda v teh dveh prostorih taka
mera eksistira, kot je pokazano v [2]. Pa¢ pa ima ta mera kaj ¢udne lasinosti,
ki niso v skladu z na$imi nazornimi predstavami o meri. Oglejmo si tale primer:
Naj bosta A in B omejeni mnoZici na premici. Rekli bomo, da je mnoZica A
manjSa od mnozice B, ¢e eksistira povratno enoli¢na preslikava mnoZice A na
mnozico B, pri kateri se dve poljubni to¢ki iz A preslikata v dve to¢ki iz B
z vecjo medsebojno razdaljo. Nadalje bomo rekli, da je mnoZica M »po razko-
sanju manjSa« od mnozice N, ¢e se dasta mnoZici M in.N razdeliti na koné¢no
Stevilo podmnozic My in Nj tako, da je

M=M,UM,U...UM,, M;N My =0, & itk

N=N,UN,U...UN,, ;AN =0, & ik



in da je vsaka mnozica My v zgornjem smislu manj$a od mnoZice Nz. Sedaj je
mogoce dokazati, da je vsak interval na premici »po razkosanju manjsi« od
vsakega drugega intervala na premici. Torej mora imeti mera u z lastnostmi a*,
b in ¢ na premici tole lastnost: mera mnoZice se pomanjsa, ¢e transformiramo
mnozico z omenjeno transformacijo, ki vse razdalje poveca!

Omenimo naj, da Lebesguova mera, ki je definirana seveda le za nekatere
mnoZice, nima te patoloske lastnosti.

Vendar s tem S$e nismo izérpali vseh paradoksov, ki nastopajo v teoriji
mere. 'V [3] je pokazana naslednja zanimiva lastnost mnozic v prostorih s tremi
in veé dimenzijami:

Kot je dobro znano, imenujemo dve mnozici A in B »po razkosanju enakix,
¢e je mogoce razdeliti mnozico A in mnoZico B na n podmnozic Ay oziroma By,
ki se paroma ne sekajo in imajo lastnost, da so si podmnoZice Ay in By paroma
skladne. (To pomeni, da dobimo mnozico By iz mnoZice Ay tako, da mnoZico Ay
preslikamo z neko ortogonalno transformacijo.) Sedaj je mogoce dokazati izrek:
poljubni mnozZici A in B s tremi ali ve¢ dimenzijami, ki vsebujeta notranje
toc¢ke, sta si »po razdelitvi enaki«. (Notranja tofka neke mnozice A je taka
to¢ka, okoli katere se da opisati dovolj majhna-krogla, ki e vsa lezi v mno-
zici A.) V posebnem primeru se dasta npr. krogli s polmeroma 1 in 2 razdeliti
na konéno mnogo podmnoZic tako, da so si te podmnozice paroma skladne! Ta
paradoks je zelo v nasprotju z nasimi nazornimi-predstavami. Seveda pa v eno-
in dvodimenzionalnem prostoru tega paradoksa ni.

Ob vsem tem se nam vsiljuje vprasanje: splo$na mera z lastnostmi a* b, ¢
eksistira v eno- in dvodimenzionalnem primeru, v tro- in vecdlmenzmnalmh
prostorih pa ne. Ali morda spremeni evklidski prostor pri prehodu od 2 na
3 dimenzije svoj karakter? Na to tezko vprasanje je odgovoril matematik John
von Neumann takole ([4]): Za neeksistenco mere v tri- in veédimenzionalnih
prostorih in za paradokse v tej zvezi ni »kriva« struktura prostora, ampak alge-
brai¢na struktura grupe gibanj v teh prostorih. Pokazal je namred, da je
eksistenca sploSne mere v poljubnem metri¢nem prostoru (ne samo v evklidskem
prostoru) odvisna od algebrai¢ne strukture grupe gibanj, ki jo doloda ta me-
triéni prostor.

Literatura:

[1] Hausdorff: Mengenlehre. Leipzig 1914.

[2] Banach: Fundamenta Math. IV, 1923.

[3] Banach, Tarski: Fundamenta Math. IV, 1923.
[4] J. von Neumann: Fundamenta Math. XIII, 1929.



NORMALNA STEVILA
JOZE GRASSELLI

V mnoZici realnih $tevil moremo razlotevati razne podmnozice §tevil, ki se
ujemajo v kaki lastnosti. Spomnimo se na dva znana zgleda.
Kot prvi primer omenimo racionalna in iracionalna S$tevila. Racionalna

a
Stevila definiramo kot tista realna S$tevila, ki se dajo izraziti s kvocientom ‘b“

dveh celih $tevil a, b (b==0). Vpeljava pojma »racionalno Stevilo« je smiselna,
ker vsako realno $tevilo — npr. #e ¥ 2 — ni racionalno. S to ugotovitvijo je pa
obenem dana moZnost, opredeliti iracionalna Stevila kot tista realna S$tevila,
ki niso racionalna.

Drugi zgled: algebrajska in transcendentna Stevila. Realna S$tevila, ki
ustrezajo kaksni algebrajski enacbi s celimi koeficienti, so algebrajska. Tako je
/2 algebrajsko $tevilo, saj ustreza algebrajski enaébi x2-—2 :=0, ki ima za
koeficiente cela $tevila. Spet ima pomen govoriti o algebrajskih Stevilih, ker
vsako realno Stevilo ni algebrajsko. Realna Stevila, ki niso algebrajska, imenu-
jemo transcendentna S$tevila. Znamenita primera transcendentnih Stevil sta
osnova naravnih logaritmov e in razmerje med obsegom in premerom kroga .

Lastnost, s katero opredelimo normalna §tevila, je v ozki zvezi z izraZavo
realnih Stevil v obliki neskonénih decimalnih $tevil. Realno $tevilo o se da
zapisati v sistemu z osnovo 10 kot neskonéno decimalno Stevilo

O =="M,q; Qy Qg .c . 1)

Tu je m celo §tevilo, a,, a, a, ... pa so cifre med 0 in 9. Dejstvo, da je Stevilo
racionalno, se v zapisu (1) pokaze tako, da je ustrezno neskon¢no decimalno Ste-
vilo periodi¢no. Iracionalna $tevila se pa izrazajo kot neperiodiéna neskonéna
decimalna Stevila. V sploSnem je moZno vsako realno Stevilo pisati na en sam
naéin v obliki (1). Le nekatera racionalna S$tevila imajo dva razliéna tak$na
zapisa. Tako je npr. 3 = 0,5000... = 0,4999... Ker sta v takib primerih oba
zapisa periodi¢na, nas ta dvojnost v nadaljnjem ne bo prav ni¢ motila. Vsako
realno Stevilo je moZno predstaviti v obliki (1). Toda tudi vsak, na poljuben
nadin tvorjen izraz (1), dolo¢a vedno neko realno Stevilo

Pri razli¢nih realnih $tevilih so cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 za decimalno
vejico na razne nacine razporejene, pa tudi pogostost, s katero se javlja kakSna
izbrana Stevilka, je pri razli¢nih $tevilih razli¢na. Zaznamujmo z A, odsek prvih
n cifer za decimalno vejico v izrazavi (1) za Stevilo «, torej A, =a,a,0,...a,.
V tem odseku nastopajo cifre od 0 do 9, vsaka dolodeno mnogokrat. Ce je b
neka izbrana cifra med 0 in 9, hofemo z N (b, 4,) oznaditi Stevilo, ki pove,
kolikokrat se cifra b nahaja v odseku A,. O¢itno je N (b, A,) neko celo §tevilo
med 0 in n. MoZno je namreé, da cifre b v odseku A, ni in je tedaj N (b, 4,) = 0.
Lahko se pa zgodi, da so vse cifre v odseku A, enake b in tedaj je seveda
N (b, An) = n. Ko se dolZina odseka A, veéa, vrednost N (b, A,) nara$éa ali pa
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ostane nespremenjéena. Med na novo upo$tevanimi ciframi je namre¢ morda vse-
bovana nekolikokrat tudi cifra b. Pri nenehnem nara¢anju dolZine odseka A,
ko gre torej n — co, more biti narai¢anje vrednosti N (b, A,) za razli¢ne cifre b
in pri razliénih $tevilih a $e zelo raznoliko. Ker je n cifer v odseku A, nam

1
koli¢nik %-N (b, A;) meri povpreéno pogostost cifre b v odseku A,. Njegova vred-
nost leZi o¢itno za vsak n med 0 in 1.
1
Poglejmo zdaj, kaj se godi s kolié‘nikom?N (b, Az), ko naraséa n preko

vsake meje. MozZnosti, ki bi mogle nastopiti pri raznih cifrah b in pri raznih
Stevilih a, so naslednje:

1
a) Za vsako cifro b eksistira lim; N (b, A,), ko gre n—o0, in te limite so
pri vseh b iste. V tem primeru je povprefna pogostost vsake od deset cifer
v vseh zadosti dolgih odsekih Stevila a pribliZno enaka in vrednost limite je 11—0
’ 1
b) Za vsakc cifro b eksistira limTL N (b, Az), n—o0, niso pa za vse b te

limite iste. V tem primeru nastopajo v Stevilu a nekatere cifre v povprecju
pogosteje od drugih.

¢) Za nekatere cifre b ne eksistira lim%N (b, Ap), n—>co. Take cifre na-
stopajo v §tevilu a neskonénokrat, vendar niso enakomerno porazdeljene, pac¢
pa se na nekih mestih kopiéijo, na drugih mestih jih pa ni.
PokaZimo na zgledih, da se vse te moZnosti dejansko pojavljajo. Vzemimo
Stevilo
a, = 0,01234567890123456789 . ..

Ni se teZko prepridati, da pri tem Stevilu za vsako cifro med 0 in 9 velja
1 1
lim —N (b, 4,) = —*
n 10

Tukaj je torej uresni¢ena moznost a). Ce pri $tevilu o, povsod nadomeéstimo 1
z 2, je pri tako dobljenem Stevilu

lim% N@, A) =0

lﬁm% N (@24, =%
za ostale cifre b pa je
lim },{ N (b, 4,) = 116
To pa je Ze zgled za moznost b). Zdaj pa si oglejmo Stevilo
0,1001110000001111111111110000000000000000000000001 . . . (2)

* Tukaj in povsod v nadaljnjem je treba vzeti limito pri n — oo.



To Stevilo je tvorjeno samo iz cifer 0 in 1. Njegova zgradba od tretje decimalke
naprej je preprosta: izmenoma si slede.skupine samih enojk in samih nicel:
v prvi skupini so tri enojke, vsaka naslednja skupina pa je dvakrat tako dolga
kot pred njo stojeta skupina .Od tretje decimalke naprej se vrste torej 3 enojke,
6 nicel, 12 enojk, 24 nicel, 48 enojk, 96 nicel, ... Jemljimo najprej v Stevilu (2)
odseke z dolZino n" = 3.2k, k= 0,2,4,6,... Dobimo, da je za vsak tak odsek

1
?N (1, Ay") = &. Toda ¢e jemljemo odseke z dolZinami n” = 3.2k, k == 1,3,5,7,...,
1

’”

pa vidimo, da je tedaj vedno

v 2
N1, Apy) = ; Pri Stevilu (2) torej koliénik

. 1y
—N (1, A,) niha medgln g, ko n naraséa, in seveda nima limite. V §tevilu (2)
n

imamo tedaj zgled za moZnost c).

Realna §tevila, ki se obnaSajo tako kot ¢, imenujemo enostavno normalna
za osnovo 10, Stevilo je torej enostavno normalno za osnovo 10, ée je za vsako
od desetih cifer b

1 1
lim —N(b,A)) = —, b=10,1,2,...,9
n 10

Do zdaj nas je zanimalo, kaj se godi s povpreéno pogostostjo kake po-
samezne cifre b pri raznih realnih $tevilih, ko dolZina odseka. A, neprenehoma
raste. Toda prav isto vpraSanje si je moZno zastaviti v nekoliko sploSnejsi
obliki. Zaznamujmo z By blok k cifer, ki so na kak nadin izbrane -izmed cifer
0,1,2,...,9. Torej je B, blok, ki ga sestavlja ena sama cifra. Ker imamo na
razpolago 10 cifer, je vseh blokov B, ravno 10..Blok B, vsebuje 2 cifri. Vseh
blokov B, je 102, toliko je namreé razli¢énih parov, tvorjenih iz 10 cifer. Vseh
blokov By je 10%. Za $tevilo, ki pove, kolikokrat nastopa blok B v odseku Aj,
bomo pisali N (Bg, A,). Pri $tevilu 2,3151561583 je npr. N (15, A;) = 3. Zdaj se
lahko za vsak blok By pri vsakem S§tevilu o vprasamo, kaj se godi s povprec¢no
pogostostjo bloka By v odseku A, ko n nara$ca éez vse meje. Stevilo imenujemo
normalno za osnovo 10, ¢e je za vsak blok By, k=1,2,3,...

1
lim— N (Bz, As) = 107% 3)
n

Pri normalnih $tevilih torej limita (3) za vsak blok Bj obstaja in je razen tega
za vse enako dolge bloke ista. To pomeni, da nastopajo v decimalnem zapisu
normalnega Stevila vsi mozni bloki Bz neskonénokrat in sicer se pojavljajo bloki
z enako mnogo ciframi ob nara$¢anju odseka A, relativno enako pogosto. Med-
tem ko pri enostavno normalnih Stevilih za osnovo 10 nobena od desetih cifer
ni tako privilegirana, da bi nastopala ves ¢as za decimalno vejico pogosteje od
drugih, pa pri normalnih $tevilih noben od enako dolgih blokov ni tako
privilegiran. _

Oc¢itno je vsako normalno §tevilo za osnovo 10 tudi enostavno normalno
za osnovo 10. Narobe pa ne drzi. Za $tevilo o, = 0,012345678:9 smo zgoraj ugoto-
vili, da je enostavho normalno. Toda ¢e vzamemo blok B, = 11, ga v §tevilu q,

1 .
nikjer ni in je zato tukaj lim—‘N (11, Az) = 0. To pa ni v skladu s (3) in vidimo,
n

da §tevilo ¢, ni normalno.
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Realna $tevila smo vzeli doslej izrazena v §tevilénem sistemu z osnovo 10.
Toda za osnovo S§tevilénega sistema moremo vzeti poljubno naravno Stevilo
r = 2. Pri vsakem takSnem 7 se vsako realno Stevilo o izraza z neskonénim de-

cimalnim $tevilom (1), kjer pa so sedaj cifre 0, 1, 2, . . ., r— 1. Definiciji enostavno
normalnega in normalnega Stevila za osnovo r se glasita enako kot pri osnovi 10.
Imenujmo b poljubno izmed r cifer 0,1,2,...,7—1, odsek prvih = cifer za

decimalno vejico pa zaznamujmo tako kot prej z A,. Potem velja definicija:

Realno §tevilo je enostavno normalno za osnovo 7,
¢e je za vsako cifro b

1 1
lim—N (b, 4y) =—, b=10,1,2,...,7r—1 » 4)
.n iR

Naj pomeni Bj poljuben blok k cifer izmed cifer 0,1,2,...,r—1, Definicija
normalnega Stevila se glasi: '

Realno $tevilo je normalno za osnovo 7 ¢e je za
vsak blok Bi, k=1,2,3,...

5t
lim—N (Bg, Ay) = 7k ()
n

Definicijo, ki smo jo pravkar navedli, sta postavila pred nekaj leti I. Niven
in S: Zuckerman. E. Borel, ki je normalna Stevila prvi vpeljal, jih je opredelil
drugace. Po njem je realno $tevilo a normalno za osnovo 7, ¢e je vsako od Stevil

a, 7o 0 v a) s
enostavno normalno za vsako od osnov
P e

Niven in Zuckerman sta ravno pokazala, da je Borelova definicija popolnoma
enakovredna zahtevi (5). Mimogrede naj omenimo, da tako definicija (5) kot
Borelova definicija vsebujeta odvecne zahteve. Ugotovljeno je, da izpolnjuje
Stevilo a pogoj (5) za vsa naravna Stevila k Ze tedaj, ¢e ga izpolnjuje za vsako
naravno $tevilo iz kak$ne neskonéne podmnozice naravnih Stevil. Izkazalo se je

tudi, da je vsako od §tevil ra, ®a,7 a,... enostavno normalno za vsako od
osnov 7, 2,73, ... tedaj, kadar je Stevilo a enostavno normalno za vsako osnovo
il

Od obeh omenjenih definicij normalnega $tevila ima vsaka svoje prednosti.
Borelova definicija je zelo prikladna, kadar refujemo vpraganje, koliko je med
realnimi Stevili normalnih $tevil. Niven-Zuckermanova definicija pa nam kaZe,
kako so v normalnem &tevilu zastopani posamezni bloki cifer. Ceprav je defini-
cija jasna, je koristno, ako ponazorimo njeno vsebino z nekim Borelovim
zgledom. o

Pisalni stroj ima dolo¢eno $tevilo znakov. Ce upostevamo male in velike
¢rke, lodila, presledek itd., imamo nekako 90 znakov. Numerirajmo te znake
s Stevilkami od 0 do 89. Ce natipkamo z naSim strojem kak3en tekst in v tem
tekstu namesto vsakega znaka postavimo ustrezno Stevilko, dobimo blok Stevilk
v osnovi 90. Tudi vsaka knjiga, ki se da na tem stroju natipkati, predstavlja
na ta nadin neki blok cifer. Na svetu je takih tekstov in knjig precej, v raznih
jezikih in z najrazli¢nejSo vsebino. Zdaj pa vzemimo, da bi poznali kako nor-
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malno $tevilo za osnovo 90. V zadosti dolgem odseku tega Stevila bi se naSel
vsak blok, ki predstavlja kakega od omenjenih tekstov. V njem bi bili bloki,
ki pomenijo Shakespearovega Hamleta, pa tudi bloki z vsebino novoletne Ste-
vilke éasopisa »Delo« za leto 1965. Seveda bi bili razen takih blokov vsebovani
v odseku prav tako bloki, ki ne pomenijo nobenega smiselnega teksta ali pa se
od smiselnih tekstov bolj ali manj oddaljujejo. Ce so torej normalna $tevila,
mora biti njihova zgradba iz cifer zelo komplicirana.

Sama definicija normalnega $tevila e ni¢ ne zagotavlja, da taka &tevila res
obstoje. Za nobeno realno Stevilo Se tudi nismo preverili, da ima lastnosti, kakor
jih od normalnega §tevila zahtevamo. Ali so normalna $tevila? Sele s pritrdilnim
odgovorom na to vpraSanje postane definicija normalnega $tevila utemeljena.

Razglejmo se nekoliko po Stevilih! Takoj vidimo, da nobeno racionalno
$tevilo ni normalno za nobeno osnovo. Racionalno $tevilo je predstavljivo v vsaki
bazi s periodi¢nim decimalnim S$tevilom. Zato je pri racionalnem Stevilu ne-
skonéno blokov By, ki se v njegovem zapisu nikdar ne pojavijo in ima zanje
limita (5) vrednost 0 in ne ¥, Normalna Stevila je iskati torej le med iracio-
nalnimi Stevili. Ni pa vsako iracionalno $tevilo normalno. O tem se prepri¢amo
ze kar ob Stevilu (2): ker to Stevilo ni periodi¢no, je iracionalno, ocitno pa ni
normalno za osnovo 10. Tudi med transcendentnimi Stevili ni feZko najti pri-
merov $tevil, ki niso normalna za osnovo 10. Tako vidimo, da se pojem normal-
nega §tevila ne krije z nobenim od prej vpeljanih pojmov Stevil.

Najbolj direktna pot do reSitve gornjega vpraSanja bi bila dokazati za
kako $tevilo, da je normalno. Ceprav je tak dokaz dejansko izvedljiv, nas ne
zadovolji popolnoma. Ne pove namre¢, koliko je normalnih $tevil. Pomembnost
pojma »normalno Stevilo« ostane pri takem dokazu zakrita. Gotovo pa tem bolj
upravicéeno vpeljemo neki nov pojem, ¢im splo$nejSa lastnost se z njim opisuje.
K sre¢i se pri normalnih Stevilih da ugotoviti, koliko jih je. S tem je obenem
dokazan njihov obstoj. Preden pa kaj ve¢ o tem spregovorimo, moramo omeniti,
kako karakteriziramo obseZnost mnozic.

Najenostavnejs§i je primer, ko ima mnoZica konéno mnogo elementov.
Tedaj jih pa¢ preStejemo in povemo, koliko jih je. Ce ima mnoZica neskonéno
elementov, ne moremo ve¢ tako ravnati. VaZen zgled mnoZice z nesko¢no
elementi je mnoZica N vseh naravnih $tevil. Zanjo pravimo, da ima $tevno
mnogo elementov. Ce se da kak$na mnoZica A enoli¢no preslikati na mno%ico N
in je pri tem vsako $tevilo iz mnozZice N slika ravno enega elementa iz A, je tudi
v A $tevno mnogo elementov. MnoZica vseh realnih §tevil C vsebuje seveda
prav tako neskonéno mnogo §tevil. Ni pa med mnoZicama C in N nobene eno-
enoli¢ne preslikave. Mnozica C ima ve¢ ko $tevno mnogo elementov, pravimo.
da jih je kontinuum mnogo. Za vsako tako mnozico, ki se da enoenoli¢no pre-
slikati na mnoZico C, velja potem, da je njenih elementov kontinuum mnogo.
Tako lahko s pomoéjo povratno enoliénih preslikav primerjamo, ali ima kaks$na
neskonéna mnozica $tevno ali kontinuum mnogo elementov. Eksistirajo pa tudi
mnozice, ki imajo ve¢ ko kontinuum mnogo elementov.

Obseznost raznih mnozic Stevil pa se da karakterizirati Se pod nekim
drugim vidikom. Predo¢imo si realna Stevila na Stevilski premici. Ce imamo
kak$no mnozico A realnih Stevil, pripada tej mnozici na Stevilski premici neka
mnozica tock. Pokrijmo to mnozico toc¢k s kon¢no ali s $tevno mnogo intervali.
To je moZno v sploSnem napraviti Se na najrazli¢nejSe na¢ine. Kadar moremo za
vsak pozitiven ¢ najti taks$no pokritje mnozZice A, da je vsota dolZin intervalov
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pokritja manj$a od & pravimo, da ima mnozica A mero ni¢. Oditno ima vsaka
$tevna mnoZica $tevil mero nié. Stevila imamo namreé zdaj numerirana, pa po-
krijmo prvo Stevilo z intervalom dolZine &/22, drugo $tevilo z intervalom dolZine

¢/23, tretje &tevilo z intervalom dolZine ¢/24, ... Vsota dolzin vseh intervalov, ki
pokrijejo naso mnozico, je potem
/22 /28t gf2t+ ... =e2<c¢

Moramo pa takoj poudariti, da so znane tudi mnozice s kontinuum mnogo Stevili,
ki imajo mero nié. Da to ne velja za vsako mnoZico kontinuum mnogo $tevil,
kaZe mnozica vseh realnih Stevil. Imejmo zdaj Stevno mnogo mnozic, vsako
z mero ni¢. Unija teh mnozic ima mero ni¢. To vidimo prav tako kot pri mnoZici
§tevno mnogo Stevil.

Vzemimo zdaj kako lastnost, ki pripada nekaterim realnim Stevilom. Naj
bo B mnozica vseh tistih realnih $tevil, ki te lastnosti nimajo. Ce ima mnoZica B
mero ni¢, reemo, da imajo skoraj vsa realna $tevila to lastnost. Znano je, da
je med realnimi §tevili $tevno mnogo racionalnih Stevil, vsa preostala Stevila pa
so iracionalna. Lahko tedaj reéemo, da so skoraj vsa realna Stevila iracionalna.

Zdaj 7e lahko damo odgovor na vprasSanje, koliko je normalnih Stevil.
Takole se glasi: skoraj vsa realna §tevila so normalna glede
na vse osnove 7. Mnozica tistih realnih $tevil, ki vsaj za eno osnovo r
niso normalna, ima torej mero ni¢. S tem je tudi pojasnjeno, zakaj imenujemo
$tevila, ki ustrezajo pogoju (5), normalna. Pretezna vedina realnih $tevil namreé
izpolnjuje ta pogoj, tista Stevila, ki se tako ne obnaSaje, so le redke izjeme.
Da so med izjemami racionalna §tevila, je kriva njihova preprosta izrazava, ki
nam pa napravi ta $tevila tudi tako domaca.

Osnovni izrek, ki smo ga ravnokar omenili, dolgujemo E. Borelu. Sredstva,
ki so potrebna pri dokazu tega zanimivega izreka, so preprosta. Najprej se
dokaZe trditev — prav v njej je teZavnost celotnega izreka —, da so skoraj vsa
realna $tevila enostavno normalna za katerokoli osnovo r. Ker je dokaz za to
.trditev nekoliko dolg, ga tukaj ne bomo obnavljali. (Poznejsi krajsi dokaz gradi
na teoriji mere in je torej glede sredstev zahtevnej$i.) Poglejmo samo, kako se
iz omenjene trditve pride do osnovnega izreka.

Ce uporabimo Borelovo definicijo, nam je treba paé¢ dckazati, da ima mero
ni¢ mnoZica tistih realnih S$tevil x, pri katerih Stevila

T, T, 720, 130, o
niso vsa enostavno normalna za osnove

BT, T
pri vseh r = 2. )

"~ Imenujmo S (r) mnoZico tistih realnih Stevil, ki niso enostavno normalna
za osnovo 7, S (r?) naj bo mnozica realnih §tevil, ki niso enostavno normalna za
osnovo 72,...,S (r®) naj pomeni mnozico realnih Stevil, ki niso enostavno nor-
malna za osnovo 7%, itd. Vsaka od teh mnoZic pa ima, kot smo zgoraj omenili,
mero nié. Zato ima mero ni¢ tudi njihova unija, to je mnozica tistih realnih
Stevil, ki niso enostavno normalna vsaj za eno od osnov r, 72,73, ... Ce ozna&imo
to unijo z V (r), ima torej mnozica V (r) mero nié.

Pa pomnoZimo vsako $tevilo iz mnozice V (r) z ™, m naravno Stevilo.
Dobljeno mnoZico zaznamujmo z ™ V (r). Ce mnoZimo z ™ krajii¥a vsakega
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od intervalov, ki pokrijejo mnoZico V (), dobimo pokritje mnoZice m V' (7).
Obenem z mnozico V (r) ima seveda tudi mnoZica ™V (r) mero nié¢. Kak3na
Stevila pa so v mnoZici "™V (r)? Naj bo x er™V (r). Potem je S$tevilo
™ x eV (r) in to pomeni, da Stevilo ™ x ni enostavno normalno vsaj za eno
od osnov 7,72, 13, ...

Tvorimo zdaj mnoZice ™V (r) za m = 0,1, 2,... Ako ozna¢imo uni ]0 teh
mnozic z W (r), so v mnoZici W (r) zapopadena ravno vsa tista realna $tevila x,
za katera vsaj eno od Stevil

T, ¥, 1%, 7%, . ..

ni enostavno normalno za vse osnove
’r’ 1'2, 1'3’ ’r4,

Ker je W (r) unija §tevno mnogo mnoZic, katerih vsaka ima mero nié, je tudi
mera mnozice W (r) enaka ni¢. Tako smo na$li, da ima mnoZica realnih $tevil,
ki niso normalna za osnovo 7, mero ni¢. Ta izsledek pa lahko hitro raz§irimo.
Pustimo osnovo r te¢i po vseh naravnih Stevilih od 2 naprej: r = 2, 3,4, ...
V uniji W mnozic W (2), W (3), W (4), ... bodo zajeta vsa realna $tevila x z last-
nostjo, da vsaj eno od Stevil |
' r,rT, T, 13%,...

ni enostavno normalno za vse osnove
R L S

pri vseh r = 2. Potemtakem je W-ravno mnoZica vseh tistih realnih $tevil, ki
niso normalna vsaj za eno od. osnov .2,3,4,... Ker ima vsaka od mnozic
W (2), W (3), W (4), ... mero ni¢, ima tudi njihova unija mero ni¢. S tem je pa
e ugotovljeno, da so skoraj vsa realna $tevila normalna glede na vse osnove.

Ceprav normalna $tevila moéno prevladujejo nad tevili, ki niso normalna,
je doslej znanih razmeroma malo normalnih §tevil. Stevila, katerih decimalni
zapis je tako preprost, da za vsako mesto za decimalno vejico poznamo ustrezno
cifro, v glavnem niso normalna. Pri Stevilih, ki so definirana ‘'z limitnimi po-
stopki, sicer ni treba, da bi bila zgradba iz cifer preprosta; toda pri njih poznamo
navadno le malo decimalk in se vpraSanja o njihovi normalnosti niti lotiti ne
moremo. Tako npr. o Stevilih [/2 e, 7 ne Vemo, ali so za katero osnovo nor-
malna. Pa¢ pa se da dokazati, da je §tevilo

0,123456789101112131415. ..

ki nastane, ¢e piSemo za decimalno vejico po vrsti vsa naravna $tevila, normalno
za vsako osnovo r. To Stevilo je torej primer tako imenovanega absolutno nor-
malnega Stevila. Pravimo namreé, da je $tevilo absolutno normalno, &e je nor-
malno za vsako osnovo r. Osnovni izrek kaZe, da so skoraj vsa realna $tevila
absolutno normalna. Ne vemo pa $e, ali sledi absoluina normalnost kakega
Stevila Ze iz dejstva, da je to Stevilo normalno za eno osnovo. Zgledi, ki bi
kazali, .da to ne more biti, niso znani; prav tako pa $e ni dokazano, da je vsako
Stevilo, ki je za kako osnovo normalno, tudi absolutno normalno. Ce se bo kdaj
nasel na to vpraSanje pritrdilen odgovor, bo to pomenilo, da je lastnost normal-
nosti neodvisna od osnove Stevilskega sistema in ]e utemeljena v sami naravi
realnega Stevila.
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