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O TEORIJI MERE
ANTON SUHADOLC .

Problem, prirediti nekaterim ravninskim likom realno število, ki ga ime-

nujemo ploščina, oziroma analogen problem za prostorska telesa, je že zelo star.

Enostavnim likom so znali določevati ploščino že stari Babilonci, Egipčani in

drugi narodi. Seveda zahtevamo od ploščine nekaj lastnosti: 1. ploščina naj bo

pozitivna; 2. če lik po ravnini premikamo, ne da bi ga kaj deformirali,naj bo

njegova ploščina ves čas ista; 3. če lik razdelimo na dva dela, naj bosta ploščini

obeh delov skupaj enaki ploščini lika pred razdelitvijo. Za like, ki so omejeni

npr. z zvezno odvedljivimi krivuljami, se da ploščina s temi lastnostmi kon-

struirati s pomočjo integralnega računa.

Pojem ploščine moremo posplošiti npr. na tale način. Vsaki omejeni mno-

žici M v n-dimenzionalnem prostoru iščemo neko enolično določeno nenegativno

število — zaznamujemo ga z vu (M) — z lastnostmi:

a) Če je M,, M,, M,,... končno ali števno neskončno mnogo paroma ne-

presekajočih se množic, katerih unija je tudi omejena množica, naj velja

u(M,UM,U..)<u(M) tuM)t...

To lastnost mere , izrazimo z besedami takole: mera naj bo števno aditivna

funkcija množic.

b) Če nastane množica N iz množice M tako, da smo množico M premaknili

v prostoru, naj bo 4(N) <,u(M).!

c) Mera enotne kocke naj bo 1. Enotna kocka je množica točk T (x,, x,,

.., Xn), katerih koordinate zadoščajo neenačbam 0 < x,<1,k<—1,2,...,n.

Ta problem je za vsak n nerešljiv, kakor je pokazano v [i]. Zadostuje

dokaz, da ni nobene mere v z lastnostmi a, b, c že na premici. Če namreč na

premici ni take mere, je ni tudi v večdimenzionalnih prostorih, kot nam pokaže

naslednji premislek:

Vzemimo, da bi imeli v n-dimenzionalnem prostoru mero ,x z lastnostmi

a, b, c! Potem moremo v (n — 1l)-dimenzionalnem prostoru definirati mero u

z lastnosti a, b, c takole: Naj imajo točke v n-dimenzionalnem prostoru koordi-

1 »Premik« v n-dimenzionalnem prostoru je taka transformacija prostora vase,
ki ohranja razdaljo med dvema poljubnima točkama. V pravokotnem koordinatnem

sistemu se izražajo koordinate xi, x2..., x, točke po transformaciji s starimi ko-

ordinatami ai, %2,..., 4, takole:

2'; — Ž Xrj Xj - A,

pri čemer je matrika koeficientov | Ajj | ortogonalna matrika.
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nate z,,4%,,... Xn, V (n— 1l)-dimenzionalnem prostoru pa koordinate x,,4,,...,

xn. Vsaki množici M v (n — 1)-dimenzionalnem prostoru priredimo množico M',
»valj« z osnovnico M in višino l. Ta valj je skupnost točk (x,,«,,..., 4»), kjer

je točka (r,, x,,..., Xn—1) v množici M, x, pa je med0 in 1. Sedaj definirajmo
u (M) — yw (M'". Prav lahko se prepričamo, da zadošča mera , zahtevam a, b, c,

če tem zahtevam ustreza mera y'.

Od tod sledi: Če bi v kakšnem n-dimenzionalnem prostoru eksistirala

mera z lastnostmi a, b, c, bi taka mera eksistirala tudi na premici. Če pa
dokažemo, da na premici take mere ni, je gotovo ni tudi v večdimenzionalnih

prostorih.

' Pokažimo zdaj, da na premici res ni mere z lastnostmi a, b, c!

Na številski premici identificirajmo točke, ki se razlikujejo za celo število.

Geometrično to pomeni, da smo premico navili na krog K, ki nastane, ako zvi-

jemo daljico [0,1) v krog. Pri tem se pokrivajo točke, katerih koordinate se

razlikujejo za celo število. Vzemimo na krogu K množico samih različnih točk

x, V, z,... To množico označimo s črko P,. Iz P, tvorimo množico P, tako, da

vsem elementom množice P, prištejemo število a; seveda ni nobena omejitev,

če vzamemo, da je a število med 0 in 1. Geometrično je jasno, da nastane P,

iz P, tako, da zavrtimo P, po krogu K v pozitivni smeri za lok z dolžino a.

Ustrezni množici P, in P, na daljici [0, 1) razdelimo takole:

B,— (x;0Sa<1— a), C,< (x; 1—as<a<1), P,—B,UC.

Tu je točka x iz množice P,. Prav tako postavimo

B,—< (x;jaS£a<1),C,< (4;0Sax<a), P,—B,UC,

pri čemer je x v množici P,. Množico B, dobimo, če premaknemo B, za'a, C, pa,

če premaknemo množico C, za l— a. Po zahtevi b imata množici B, in B,

enako mero, prav tako pa C, in C,:u(B,) < u (B,), u (C,) < u (C,). Množici B,

in B, nimata skupnih točk, množici C, in C, pa prav tako ne. Zato velja po

zahtevi a:

u(P)<uB) taAC) < u(B) talC)<u(P).

Torej imata množici P, in P, enaki meri.

Razdelili bomo interval [0, 1) na števno mnogo med seboj nepresekajočih

se množic. Naj bo a iracionalno število. Vsakemu številu x priredimo števno

množico P;:

P,< (..., a—2a, x—a,a, uta, xt2a,...])

Na krogu z obsegom 1 moremo tolmačiti množico P, kot oglišča mnogokotnika,

ki se nikoli ne zaključi, ker je a iracionalno število. Če vzamemo dve

različni točki x in y, imamo dve možnosti: razlika x— y je večkratnik števila a.

ali pa x — y ni večkratnik števila c. V prvem primeru sta množici

P, in P, identični, v drugem pa nimata skupne točke. Vse točke mo-

remo zdaj razdeliti na razrede takole: Točki x in y sta v istem razredu,

če je P, — P,, v različnih razredih pa, če je P, g- P,. Takoj vidimo, da sta x in y

v istem razredu tedaj in le tedaj, če je njuna razlika x —y cel večkratnik
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števila a. Iz vsakega razreda P, si vzemimo po eno točko.? Tako dobimo množico

točk x, y, z, ..., ki jo označimo z A,. Tvorimo sedaj za vsako celo pozitivno ali

negativno število m množico A, takole:

An —<(xtma,ytma,...]),m<0,t1,t2,...

Dobljene množice tolmačimo na našem krogu K. Točke iz A, so na K same

različne točke in isto velja za A,,, ker so točke iz A, le za m a premaknjene

točke množice A,. Dve množici A, in A,, m En, se ne sekata. To dokažemo

s protislovjem: Naj bi A,, in A, imeli skupno točko! Potem bi bilo pri nekem x

in nekem y iz A,x -ma<y tna, ali x<y - (n—m)a. To pomeni, da bi

bili točki x in y iz istega razreda P,, kar pa ni mogoče, ker smo točke v A,

izbrali tako, da je v A, iz vsakega razreda le po ena točka. Torej se A,, in A,,

m zE n, res ne sekata. Po drugi strani je vsaka točkax intervala [0, 1) vsebovana

vsaj v enem razredu P,. To pomeni, da unija množic A,, m <0, tl, t2,...,

tolmačenih na krogu K, pokriva ravno ves K, oziroma da je unija zaporedja

A,, A,, A ,, A,,... paroma nepresekajočih se množic ravno interval [0, 1).

Če bi na premici eksistirala mera v z lastnostmi a, b, c, bi imeli po eni

strani

u(M) —u(A,UA,UA ,UA,U..) <uU(A) Fu(A)) FU(A )E...<1

Množici A, in A, imata po razmišljavi, ki smo jo napravili za množici P, in P,,

enaki meri: u (Ax) — u (A). Ker je A unija vseh A,, velja

u(A) Zu(A,UA,UA,U...UA,)

saj je mera nenegativna funkcija množic. Po lastnosti a za n množic in ker je

U (Am) < u (A), velja za vsako celo število n:

uU(A)<1Zn.u(A) ali 4(A) S Wn.

To pomeni, da je x (4,) lahko samo 0. Potem je tudi x (Ax) — 0 za vsak m in

u(A) < Ž u(Am) — 0. To je v nasprotju z zgornjo ugotovitvijo, da bi moralo

biti v (A) <— 1. S tem protislovjem je dokazana trditev, da mera yu z lastnostmi

a, b; c'na premici ne eksistira.

Pripomnimo naj, da eksistira rešitev podobnega problema, pri katerem pa

zahtevamo, da je definirana mera , z lastnostmi a, b, c le za nekatere množice

v n-dimenzionalnem prostoru. Množice, za katere je mera definirana, imenujemo

merljive množice. Primer take mere je znana Lebesguova mera.

- Spoznali smo torej, da problem mere v vsej splošnosti ni rešljiv. Vprašamo

se lahko, ali eksistira morda rešitev problema, če npr. oslabimo zahtevo a

v toliko, da zahtevamo aditivnost mere le za končno mnogo množic. Natančneje

formuliramo novi šibkejši pogoj takole:

? Možnost tega nam zagotovi aksiom o izboru, ki ga moremo formulirati takole:

če je dana družina (A4x) poljubno mnogo nepraznih množic A«, eksistira množica A,

ki ima iz vsake množice A« natanko po en element x«, drugih elementov pa v mno-

žici A ni. Brez uporabe tega ali ekvivalentnega aksioma se konstrukcija nemerljivih

množic še ni posrečila.



a") za omejeni nepresekajoči se množici A in B naj velja

u(AUB)<u(A) tu6(B)

Zahtevi b in c naj ostaneta nespremenjeni.

Študij tega problema je privedel na celo vrsto nenavadnih dejstev. Ne-

katere od teh si hočemo v nadaljnjem natančneje ogledati.

Površino enotne krogle v tridimenzionalnem prostoru je mogoče razdeliti

na 4 množice A, B, C in D takole (glej [1], str. 469): Površina enotne krogle K

je unija teh štirih množic, vse množice A, B, C, D so si paroma med seboj tuje.

Množica D je števna množica in njena mera je zato 0. (Dokazati se da enostavno,

da je mera vsake števne množice vedno 0.) Množice A, B, C pa imajo tele

lastnosti: če zavrtimo enotno kroglo okoli določene osi za kot 120% pokrije

množica A množico B, množica B množico C, množica C pa množico A. Po

zahtevi b sledi od tod, da je (A) — u (B) — u(C). Po zahtevi a", ki velja ne

samo za dve nepresekajoči se množici, ampak tudi za končno mnogo takih

množic, imamo 4(K) < zx(AUBUCUD) — u(A) tu(B -u(C) tu(D) —

< 3u(A) ali

u(A) <8u(K). (1)

Če pa zavrtimo kroglo okoli neke druge osi za kot 180", pokrije množica A unijo

množic B in C! Po zahtevi b imamo zopet u (A) —< u(BUC). Ker je po a" tudi

U(K) <u(AUBUCUD)—<yu(A £u(BUC)—2y(A), sledi od tod

u(A) —< šu (K). (2)

Enačbi (1) in (2) sta očitno mogoči le tedaj, ko je u(4) — 0 in potem tudi

u(B) < u(C) <— 0. Torej je (K) <— 0. Od tod pa lahko sklepamo, da je u(M) — 0

za vsako množico M v tridimenzionalnem prostoru. To pa je v protislovju z za-

htevo c in tako smo pokazali, da je problem, kako najti mero z lastnostmi a",

b, c, v 3 in večdimenzionalnih prostorih, nerešljiv.

Bolj po domače bi mogli opisati zgornji paradoks takole: Če zanemarimo

števno množico D, katere mera je itak 0, smo razdelili površino krogle na tri

množice tako, da je vsaka istočasno polovica in tretjina cele površine krogle!

"Gornji paradoks ničesar ne pove, kako je z eksistenco mere z lastnostmi a",

b in c v eno- in dvodimenzionalnem prostoru. Za čuda v teh dveh prostorih taka

mera eksistira, kot je pokazano v [2]. Pač pa ima ta mera kaj čudne lastnosti,

ki niso v skladu z našimi nazornimi predstavami o meri. Oglejmo si tale primer:

Naj bosta A in B omejeni množici na premici. Rekli bomo, da je množica A

manjša od množice B, če eksistira povratno enolična preslikava množice A na

množico B, pri kateri se dve poljubni točki iz A preslikata v dve točki iz B

z večjo medsebojno razdaljo. Nadalje bomo rekli, da je množica M »po razko-

sanju manjša« od množice N, če se dasta množici M in.N razdeliti na končno

število podmnožic M; in N; tako, da je

M — M,UM,U...UM,, M;OM; — 9, če i-ek,

N—N,UN,U...UN,, N;NAN,<—9, če ižbk



in da je vsaka množica M;, v zgornjem smislu manjša od množice N;. Sedaj je

mogoče dokazati, da je vsak interval na premici »po razkosanju manjši« od

vsakega drugega intervala na premici. Torej mora imeti mera , z lastnostmi a",

b in c na premici tole lastnost: mera množice se pomanjša, če transformiramo

množico z omenjeno transformacijo, ki vse razdalje poveča!

Omenimo naj, da Lebesguova mera, ki je definirana seveda le za nekatere

množice, nima te patološke lastnosti.

Vendar s tem še nismo izčrpali vseh paradoksov, ki nastopajo v teoriji

mere. V [3] je pokazana naslednja zanimiva lastnost množic v prostorih s tremi

in več dimenzijami:

Kot je dobro znano, imenujemo dve množici A in B »po razkosanju enaki«,

če je mogoče razdeliti množico A in množico B na n podmnožic A; oziroma B,;,

ki se paroma ne sekajo in imajo lastnost, da so si podmnožice A; in B; paroma

skladne. (To pomeni, da dobimo množico B;, iz množice A; tako, da množico A;

preslikamo z neko ortogonalno transformacijo.) Sedaj je mogoče dokazati izrek:

poljubni množici A in B s tremi ali več dimenzijami, ki vsebujeta notranje

točke, sta si »po razdelitvi enaki«. (Notranja točka neke množice A je taka

točka, okoli katere se da opisati dovolj majhna krogla, ki še vsa leži v mno-

žici A.) V posebnem primeru se dasta npr. krogli s polmeroma l in 2 razdeliti

na končno mnogo podmnožic tako, da so si te podmnožice paroma skladne! Ta

paradoks je zelo v nasprotju z našimi nazornimi predstavami. Seveda pa v eno-

in dvodimenzionalnem prostoru tega paradoksa ni.

Ob vsem tem se nam vsiljuje vprašanje: splošna mera z lastnostmi a" ,b,c

eksistira v eno- in dvodimenzionalnem primeru, v tro- in večdimen>tonalnih
prostorih pa ne. Ali morda spremeni evklidski prostor pri prehodu od' 2 na

8 dimenzije svoj karakter? Na to težko vprašanje je odgovoril matematik John

von Neumann takole ([4]): Za neeksistenco mere v tri- in večdimenzionalnih

prostorih in za paradokse v tej zvezi ni »kriva« struktura prostora, ampak alge-

braična struktura grupe gibanj v teh prostorih. Pokazal je namreč, da je

eksistenca splošne mere v poljubnem. metričnem prostoru (ne samo v evklidskem

prostoru) odvisna od algebraične strukture grupe gibanj, ki jo določa ta me-

trični prostor.

Literatura:

[1] Hausdorff: Mengenlehre. Leipzig 1914.

[2] Banach: Fundamenta Math. IV, 1923.

[3] Banach, Tarski: Fundamenta Math. IV, 1923.

[4] J. von Neumann: Fundamenta Math. -XIII, 1929.



NORMALNA ŠTEVILA

JOŽE GRASSELLI

V množici realnih števil moremo razločevati razne podmnožice števil, ki se

ujemajo v kaki lastnosti. Spomnimo se na dva znana zgleda.

Kot prvi primer omenimo racionalna in iracionalna števila. Racionalna

a

števila definiramo kot tista realna števila, ki se dajo izraziti s kvocientom PR

dveh celih števil a, b (b <0). Vpeljava pojma »racionalno število« je smiselna,

ker vsako realno število — npr. že V 2 — ni racionalno. S to ugotovitvijo je pa
obenem dana možnost, opredeliti iracionalna števila kot tista realna števila,

ki niso racionalna.

Drugi zgled: algebrajska in transcendentna števila. Realna števila, ki

ustrezajo kakšni algebrajski enačbi s celimi koeficienti, so algebrajska. Tako je

V 2 algebrajsko število, saj ustreza algebrajski enačbi x? —2:- 0, ki ima za

koeficiente cela števila. Spet ima pomen govoriti o algebrajskih številih, ker

vsako realno število ni algebrajsko. Realna števila, ki niso algebrajska, imenu-

jemo transcendentna števila. Znamenita primera transcendentnih števil sta

osnova naravnih logaritmov e in razmerje med obsegom in premerom kroga z.

Lastnost, s katero opredelimo normalna števila, je v ozki zvezi z izražavo

realnih števil v obliki neskončnih decimalnih števil. Realno število a se da

zapisati v sistemu z osnovo 10 kot neskončno decimalno število

Ad <— M,d,4d,As... (1)

Tu je m celo število, a,,a,. a,,... pa so cifre med 0 in 9. Dejstvo, da je število

racionalno, se v zapisu (1) pokaže tako, da je ustrezno neskončno decimalno šte-

vilo periodično. Iracionalna števila se pa izražajo kot neperiodična neskončna

decimalna števila. V splošnem je možno vsako realno število pisati na en sam

način v obliki (1). Le nekatera racionalna števila imajo dva različna takšna

zapisa. Tako je npr. 3 — 0,5000... — 0,4999... Ker sta v takih primerih oba

zapisa periodična, nas ta dvojnost v nadaljnjem ne bo prav nič motila. Vsako

realno število je možno predstaviti v obliki (1). Toda tudi vsak, na poljuben

način tvorjen izraz (1), določa vedno neko realno število

Pri različnih realnih številih so cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 za decimalno

vejico na razne načine razporejene, pa tudi pogostost, s katero se javlja kakšna

izbrana številka, je pri različnih številih različna. Zaznamujmo z A, odsek prvih

n cifer za decimalno vejico v izražavi (1) za število a, torej A, -< a,a,4,...An.

V tem odseku nastopajo cifre od d do 9, vsaka določeno mnogokrat. Če je b

neka izbrana cifra med 0 in 9, hočemo z N (b, A,) označiti število, ki pove,

kolikokrat se cifra b nahaja v odseku A,. Očitno je N (b, A,) neko celo število

med 0 in n. Možno je namreč, da cifre b v odseku A, ni in je tedaj N (b, A,) — 0.

Lahko se pa zgodi, da so vse cifre v odseku A, enake b in tedaj je seveda

N (b, A,) — n. Ko se dolžina odseka A, veča, vrednost N (b, A,) narašča ali pa
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ostane nespremenjena. Med na novo upoštevanimi ciframi je namreč morda vse-

bovana nekolikokrat tudi cifra b. Pri nenehnem naraščanju dolžine odseka A,,

ko gre torej n -> ce, more biti naraščanje vrednosti N (b, A,) za različne cifre b

in pri različnih številih a še zelo raznoliko. Ker je n cifer v odseku A,, nam

količnik ZN (b, A,) meri povprečno pogostost cifre b v odseku A,. Njegova vred-

nost leži očitno za vsak n med 0 in 1.

1
Poglejmo zdaj, kaj se godi s količnikom — N (b, A,), ko narašča n preko

vsake meje. Možnosti, ki bi mogle nastopiti pri raznih cifrah b in pri raznih
številih a, so naslednje:

1
a) Za vsako cifro b eksistira im N (b, A,), ko gre n —oo, in te limite so

pri vseh b iste. V tem primeru je povprečna pogostost vsake od deset cifer

v vseh zadosti dolgih odsekih števila a približno enaka in vrednost limite je Mi
0

H 1
b) Za vsako cifro b eksistira lim-- N (b, A,), n—ee, niso pa za vse b te

limite iste. V tem primeru nastopajo v številu a nekatere cifre v povprečju

pogosteje od drugih.

1
c) Za nekatere cifre b ne eksistira im-N (b, A,), n-> co. Take cifre na"

stopajo v številu a neskončnokrat, vendar niso enakomerno porazdeljene, pač

pa se na nekih mestih kopičijo, na drugih mestih jih pa ni.

Pokažimo na zgledih, da se vse te možnosti dejansko pojavljajo. Vzemimo

število

a, — 0,01234567890123456789...

Ni se težko prepričati, da pri tem številu za vsako cifro med 0 in 9 velja

1 1
lim —N (b, A,) <—"%

n 10

Tukaj je torej uresničena možnost a). Če pri številu a, povsod nadomestimo 1
z 2, je pri tako dobljenem številu

1
lim— N(1,A) —0

1

za ostale cifre b pa je

1lim — N (b, A,) — 4
n 10

To pa je že zgled za možnost b). Zdaj pa si oglejmo število

0,1001110000001111111111110000000000000000009000001... (2)

% Tukaj in povsod v nadaljnjem je treba vzeti limito pri n -> oo.



To število je tvorjeno samo iz cifer 0 in l. Njegova zgradba od tretje decimalke

naprej je preprosta: izmenoma si slede. skupine samih enojk in samih: ničel;

v prvi skupini so tri enojke, vsaka naslednja skupina pa je dvakrat tako dolga

kot pred njo stoječa skupina .Od tretje decimalke naprej se vrste torej3 enojke,

6 ničel, 12 enojk, 24 ničel, 48 enojk, 96 ničel,... Jemljimo najprej v številu (2)

odseke z dolžino n' — 3.2X, k — 0,2,4,6,... Dobimo, da je za vsak tak odsek

1
zv (1, A,"') — Z. Toda če jemljemo odseke z dolžinami n" — 3.2€, k -- 1,3,5,7,...;

2
» MU Pri številu (2) torej količnik

1
—N (1, A,) niha JE Fu ko n narašča, in seveda nima limite. V številu (2)
n

imamo tedaj zgled za možnost c).

Realna števila, ki se obnašajo tako kot a,, imenujemo enostavno normalna

za osnovo 10. Število je torej enostavno normalno za osnovo 10, če je za vsako

od desetih cifer b

prek 1
lim —N(b,A,)— —,b-0,1,2,...,9

m 10

Do zdaj nas je zanimalo, kajse godi s povprečno pogostostjo kake. po-

samezne cifre b pri raznih realnih številih, ko dolžina odseka. A, neprenehoma

raste. Toda prav isto vprašanje si je možno zastaviti v nekoliko splošnejši

obliki. Zazusmujrjo z B; blok k cifer, ki so na kak način izbrane izmed cifer

0,1,2,...,9. Torej je B, blok, ki ga sestavlja ena sama cifra. Ker imamo na

razpolago 10 cifer, je Ušeh blokov B, ravno 10..Blok B, vsebuje 2 cifri. Vseh
blokov B, je 10%, toliko je namreč različnih parov, tvorjenih iz 10 cifer. Vseh

blokov B; je 10€, Za število, ki pove, kolikokrat nastopa blok B; v odseku A;,

bomo pisali N (B;, A,). Pri številu 2,3151561583 je npr. N (15, A,) — 3. Zdaj se

lahko za vsak blok B;, pri vsakem številu a vprašamo, kaj se godi s povprečno

pogostostjo bloka B; v' odseku A,, ko n narašča čez vse meje. Število imenujemo

normalno za osnovo 10, če je za vsak blok B;, k <—< 1,2,3,...

1
lim — N (B,, Ax) — 10€ (3)

n |

Pri normalnih številih torej limita (3) za vsak blok B;, obstaja in je razen tega

za vse enako dolge bloke ista. To pomeni, da nastopajo v decimalnem zapisu

normalnega števila vsi možni bloki B;. neskončnokrat in sicer se pojavljajo bloki

z enako mnogo ciframi ob naraščanju odseka A, relativno enako pogosto. Med-

tem ko pri enostavno normalnih številih za osnovo 10 nobena od desetih cifer

ni tako privilegirana, da bi nastopala ves čas za decimalno vejico pogosteje od

drugih, pa pri normalnih številih noben od enako dolgih blokov ni tako

privilegiran. |

Očitno je vsako normalno število za osnovo 10 tudi enostavno normalno

za osnovo 10. Narobe pa ne drži. Za število x, — 0,0123456789 smo zgoraj ugoto-

vili, da je enostavno normalno. Toda če vzamemo blok B, — 11, ga v številu a,

1nikjer ni in je zato tukaj im N (11, A,) — 0. To pa ni v skladu s (3) in vidimo,
n

da število a, ni normalno.

:



Realna števila smo vzeli doslej izražena v številčnem sistemu z osnovo 10.

Toda za osnovo številčnega sistema moremo vzeti poljubno naravno število

r > 2. Pri vsakem takšnem r se vsako realno število a izraža z neskončnim de-

cimalnim številom (1), kjer pa so sedaj cifre 0, 1,2,...,r— 1. Definiciji enostavno

normalnega in normalnega števila za osnovo r se glasita enako kot pri osnovi 10.

Imenujmo b poljubno izmed r cifer 0,1,2,...,r — 1, odsek prvih « cifer za

decimalno vejico pa zaznamujmo tako kot prej z A,. Potem velja definicija:

Realno število je enostavno normalno za osnovo r,

če je za vsako cifro b

1 1
lim—N (b,A,) <—,b<—0,1,2,..,r—1 (4)

. n Tr

Naj pomeni B; poljuben blok k cifer izmed cifer 0,1,2,....r— 1, Definicija

normalnega števila se glasi:

Realno število je normalno za osnovo r, če je za

vsak blok B;, k—l,2,3,...

1

lim—N (Bi, As) — 1% (a)
n

Definicijo, ki smo jo pravkar navedli, sta postavila pred nekaj leti I. Niven

in S; Zuckerman. E. Borel, ki je normalna števila prvi vpeljal, jih je opredelil

drugače. Po njem je realno število a normalno za osnovo r, če je vsako od števil

a, ra, r?a, rša,...

enostavno. normalno za vsako od osnov

r, T2, 75, ri,...

Niven in Zuckerman sta ravno pokazala, da je Borelova definicija popolnoma

enakovredna zahtevi (5). Mimogrede naj omenimo, da tako definicija (5) kot

Borelova definicija vsebujeta odvečne zahteve. Ugotovljeno je, da izpolnjuje

število a pogoj (5) za vsa naravna števila k že tedaj, če ga izpolnjuje za vsako

naravno število iz kakšne neskončne podmnožice naravnih števil. Izkazalo se je

tudi, da je vsako od števil ra, r?a,rša,... enostavno normalno za vsako od

osnov r, r?,rš,... tedaj, kadar je število a enostavno normalno za vsako osnovo

SARNO

Od obeh omenjenih definicij normalnega števila ima vsaka svoje prednosti.

Borelova definicija je zelo prikladna, kadar rešujemo vprašanje, koliko je med

realnimi števili normalnih števil. Niven-Zuckermanova definicija pa nam kaže,

kako so v normalnem številu zastopani posamezni bloki cifer. Čeprav je defini-

cija jasna, je koristno, ako ponazorimo njeno vsebino z nekim Borelovirn

zgledom. UR
Pisalni stroj ima določeno število znakov. Če upoštevamo male in velike

črke, ločila, presledek itd., imamo nekako 90 znakov. Numerirajmo te znake

s številkami od 0 do 89. Če natipkamo z našim strojem kakšen tekst in v tem

tekstu namesto vsakega znaka postavimo ustrezno številko, dobimo blok številk

v osnovi 90. Tudi vsaka knjiga, ki se da na tem stroju natipkati, predstavlja

na ta način neki blok cifer. Na svetu je takih tekstov in knjig precej, v raznih

jezikih in z najrazličnejšo vsebino. Zdaj pa vzemimo, da bi poznali kako nor-
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malno število za osnovo 90. V zadosti dolgem odseku tega števila bi se našel

vsak blok, ki predstavlja kakega od omenjenih tekstov. V njem bi bili bloki,

ki pomenijo Shakespearovega Hamleta, pa tudi bloki z vsebino novoletne šte-

vilke časopisa »Delo« za leto 1965. Seveda bi bili razen takih blokov vsebovani

v odseku prav tako bloki, ki ne pomenijo nobenega smiselnega teksta ali pa se

od smiselnih tekstov bolj ali manj oddaljujejo. Če so torej normalna števila,

mora biti njihova zgradba iz cifer zelo komplicirana.

Sama definicija normalnega števila še nič ne zagotavlja, da taka števila res

obstoje. Za nobeno realno število še tudi nismo preverili, da ima lastnosti, kakor

jih od normalnega števila zahtevamo. Ali so normalna števila? Šele s pritrdilnim

odgovorom na to vprašanje postane definicija normalnega števila utemeljena.

Razglejmo se nekoliko po številih! Takoj vidimo, da nobeno racionalno

število ni normalno za nobeno osnovo. Racionalno število je predstavljivo v vsaki

bazi s periodičnim decimalnim številom. Zato je pri racionalnem številu ne-

skončno blokov B;, ki se v njegovem zapisu nikdar ne pojavijo in ima zanje

limita (5) vrednost 0 in ne 1%. Normalna števila je iskati torej le med iracio-

nalnimi števili. Ni pa vsako iracionalno število normalno. O tem se prepričamo

že kar ob številu (2): ker to število ni periodično, je iracionalno, očitno pa ni

normalno za osnovo 10. Tudi med transcendentnimi števili ni težko najti pri-

merov števil, ki niso normalna za osnovo 10. Tako vidimo, da se pojem normal-

nega števila ne krije z nobenim od prej vpeljanih pojmov števil.

Najbolj direktna pot do rešitve gornjega vprašanja bi bila dokazati za

kako število, da je normalno. Čeprav je tak dokaz dejansko izvedljiv, nas ne

zadovolji popolnoma. Ne pove namreč, koliko je normalnih števil. Pomembnost

pojma »normalno število« ostane pri takem dokazu zakrita. Gotovo pa tem bolj

upravičeno vpeljemo neki nov pojem, čim splošnejša lastnost se z njim opisuje.

K sreči se pri normalnih številih da ugotoviti, koliko jih je. S tem je obenem

dokazan njihov obstoj. Preden pa kaj več o tem spregovorimo, moramo omeniti,

kako karakteriziramo obsežnost množic.

Najenostavnejši je primer, ko ima množica končno mnogo elementov.

Tedaj jih pač preštejemo in povemo, koliko jih je. Če ima množica neskončno

elementov, ne moremo več tako ravnati. Važen zgled množice z neskočno

elementi je množica N vseh naravnih števil. Zanjo pravimo, da ima števno

mnogo elementov. Če se da kakšna množica A enolično preslikati na množico N

in je pri tem vsako število iz množice N slika ravno enega elementa iz A, je tudi

v A števno mnogo elementov. Množica vseh realnih števil C vsebuje seveda

prav tako neskončno mnogo števil. Ni pa med množicama C in N nobene eno-

enolične preslikave. Množica C ima več ko števno mnogo elementov, pravimo.

da jih je kontinuum mnogo. Za vsako tako množico, ki se da enoenolično pre-

slikati na množico C, velja potem, da je njenih elementov kontinuum mnogo.

Tako lahko s pomočjo povratno enoličnih preslikav primerjamo, ali ima kakšna

neskončna množica števno ali kontinuum mnogo elementov. Eksistirajo pa tudi

množice, ki imajo več ko kontinuum mnogo elementov.

Obsežnost raznih množic števil pa se da karakterizirati še pod nekim

drugim vidikom. Predočimo si realna števila na številski premici. Če imamo

kakšno množico A realnih števil, pripada tej množici na številski premici neka

množica točk. Pokrijmo to množico točk s končno ali s števno mnogo intervali.

To je možno v splošnem napraviti še na najrazličnejše načine. Kadar moremo za

vsak pozitiven s najti takšno pokritje množice A, da je vsota dolžin intervalov
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pokritja manjša od s, pravimo, da ima množica A mero nič. Očitno ima vsaka

števna množica števil mero nič. Števila imamo namreč zdaj numerirana, pa po-

krijmo prvo število z intervalom dolžine </2?, drugo število z intervalom dolžine

c/28, tretje število z intervalom dolžine z/24,... Vsota dolžin vseh intervalov, ki
pokrijejo našo množico, je potem

e/22 -- g/28 - g/2A -... — g/.<Ee

Moramo pa takoj poudariti, da so znane tudi množice s kontinuum mnogo števili,

ki imajo mero nič. Da to ne velja za vsako množico kontinuum mnogo števil,

kaže množica vseh realnih števil. Imejmo zdaj števno mnogo množic, vsako

z mero nič. Unija teh množic ima mero nič. To vidimo prav tako kot pri množici

števno mnogo števil.

Vzemimo zdaj kako lastnost, ki pripada nekaterim realnim številom. Naj

bo B množica vseh tistih realnih števil, ki te lastnosti nimajo. Če ima množica B

mero nič, rečemo, da imajo skoraj vsa realna števila to lastnost. Znano je, da

je med realnimi števili števno mnogo racionalnih števil, vsa preostala števila pa

so iracionalna. Lahko tedaj rečemo, da so skoraj vsa realna števila iracionalna.

Zdaj že lahko damo odgovor na vprašanje, koliko je normalnih števil.

Takole se glasi: skoraj vsa realna števila so normalna glede

na vse osnove r. Množica tistih realnih števil, ki vsaj za eno osnovo r

niso normalna, ima torej mero nič. S tem je tudi pojasnjeno, zakaj imenujemo

števila, ki ustrezajo pogoju (5), normalna. Pretežna večina realnih števil namreč

izpolnjuje ta pogoj, tista števila, ki se tako ne obnašajo, so le redke izjeme.

Da so med izjemami racionalna števila, je kriva njihova preprosta izražava, ki

nam pa napravi ta števila tudi tako domača.

Osnovni izrek, ki smo ga ravnokar omenili, dolgujemo E. Borelu. Sredstva,

ki so potrebna pri dokazu tega zanimivega izreka, so preprosta. Najprej se

dokaže trditev — prav v njej je težavnost celotnega izreka —, da so skoraj vsa

realna števila enostavno normalna za katerokoli osnovo r. Ker je dokaz za to

trditev nekoliko dolg, ga tukaj ne bomo obnavljali. (Poznejši krajši dokaz gradi

na teoriji mere in je torej glede sredstev zahtevnejši.) Poglejmo samo, kako se

iz omenjene trditve pride do osnovnega izreka.

Če uporabimo Borelovo definicijo, nam je treba pač dokazati, da ima mero

nič množica tistih realnih števil x, pri katerih števila

T, TE, TŽx, TŠA,...

niso vsa enostavno normalna za osnove

RUS AE

pri vseh r Z 2. |

—.. Imenujmo S (r) množico tistih realnih števil, ki niso enostavno normalna

za osnovo r, S (r") naj bo množica realnih števil, ki niso enostavno normalna za

osnovo 1?,..., S (r") naj pomeni množico realnih števil, ki niso enostavno nor-

malna za osnovo 1", itd. Vsaka od teh množic pa ima, kot smo zgoraj omenili,

mero nič. Zato ima mero nič tudi njihova unija, to je množica tistih realnih

števil, ki niso enostavno normalna vsaj za eno od osnov r,r?,1?,... Če označimo

to unijo z V (r), ima torej množica V (r) mero nič.

Pa pomnožimo vsako število iz množice V (r) z r-", m naravno število.

Dobljeno množico zaznamujmo z 1-" V (r). Če množimo z 1" krajišča vsakega
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od intervalov, ki pokrijejo množico V (r), dobimo pokritje množice r-"V (r).

Obenem z množico V (r) ima seveda tudi množica r-" V (r) mero nič. Kakšna

števila pa so v množici rn V (r)? Naj bo x er""V (r). Potem je število

Tmx e€ V (r) in to pomeni, da število 7"x ni enostavno normalno vsaj za eno

od osnov r,r?,r$,... |

Tvorimo zdaj množice r-" V (r) za m <— 0,1,2,... Ako označimo unijo teh

množic z W (r), so v množici W (r) zapopadena ravno vsa tista realna števila x,

za katera vsaj eno od števil .

T, TE, T?x, TŠE,...

ni enostavno normalno za vse osnove

AE ee

Ker je W (r) unija števno mnogo množic, katerih vsaka ima mero. nič, je tudi

mera množice W (r) enaka nič. Tako smo našli, da ima množica realnih števil,

ki niso normalna za osnovo r, mero nič. Ta izsledek pa lahko hitro razširimo.

Pustimo osnovo r teči po vseh naravnih številih od 2 naprej: r <— 2,3,4,...

V uniji W množic W (2), W (3), W (4),... bodo zajeta vsa realna števila x z last-

nostjo, da vsaj eno od števil

Tr, TX, TUE, TŠE,..

ni enostavno normalno za vse osnove

Je rale

pri vseh r Z 2. Potemtakem je W'ravno množica vseh tistih realnih števil, ki

niso normalna vsaj za eno od. osnov .2, 3,.4,... Ker ima vsaka od množic

W (2), W (3), W (4),... mero nič, ima tudi njihova unija mero nič. S tem je pa

že ugotovljeno, da so skoraj vsa realna števila normalna glede na vse osnove.

Čeprav normalna števila močno prevladujejo nad števili, ki niso normalna,

je doslej znanih razmeroma malo normalnih števil. Števila, katerih decimalni

zapis je tako preprost, da za vsako mesto za decimalno vejico poznamo ustrezno

cifro, v glavnem niso normalna. Pri številih, ki so definirana z limitnimi po-

stopki, sicer ni treba, da bi bila zgradba iz cifer preprosta; toda pri njih poznamo

navadno le malo decimalk in se vprašanja o njihovi normalnosti niti lotiti ne

moremo. Tako npr. o številih V 2, e, 4 ne vemo, ali so za katero osnovo nor"
malna. Pač pa se da dokazati, da je število

0,123456789101112131415...

ki nastane, če pišemo za decimalno vejico po vrsti vsa naravna števila, normalno

za vsako osnovo r. To število je torej primer tako imenovanega absolutno nor-

malnega števila. Pravimo namreč, da je število absolutno normalno, če je nor-

malno za vsako osnovo r. Osnovni izrek kaže, da so skoraj vsa realna števila

absolutno normalna. Ne vemo pa še, ali sledi absolutna normalnost kakega

števila že iz dejstva, da je to število normalno za eno osnovo. Zgledi, ki bi

kazali, da to ne more biti, niso znani; prav tako pa še ni dokazano, da je vsako

število, ki je za kako osnovo fičrmalno, tudi absolutno normalno. Če se bo kdaj
našel na to vprašanje pritrdilen odgovor, bo to pomenilo, da je lastnost normal-

nosti neodvisna od osnove številskega sistema in je utemeljena v sami naravi

realnega števila.

12



LUPINSKI MODEL JEDRA

MITJA ROSINA

1. Uvod

Že zgodaj so s sipanjem delcev na atomih odkrili, da je jedro skoncentri-

rano v zelo majhnem volumnu (premer jedra je reda velikosti nekaj fermijev")

in da zunaj tega volumna jedro deluje samo z elektromagnetnimi silami. Iz

tega sklepamo, da so jedrske sile, ki vežejo sestavne dele jedra (nukleone),

privlačne in imajo zelo kratek doseg, znotraj tega dosega pa so precej močnejše

od odbojnih električnih sil.

Ob takih pogojih si lahko predstavljamo, da se nukleoni v jedru ne-

prestano zadevajo drug ob drugega in se prerivajo ali pa se zapleteno gibljejo

kot čebele v panju. Zato na prvi pogled ni dosti upanja, da bi stanje jedra

lahko pregledno opisali, tudi če bi bili zakoni gibanja za vsak posamezen

nukleon preprosti.

Zakone za gibanje nukleonov moramo vzeti iz kvantne mehanike, ker je

de Broglijeva valovna dolžina nukelonov istega reda velikosti, kot so dimenzije

jedra. Smemo pa običajno še računati nerelativistično, ker so hitrosti nukleonov

samo okrog desetinke svetlobne hitrosti.

Na težave naletimo že tedaj, če računamo gibanje dvojice nukleonov, ker

ne poznamo dobro jedrskih sil (ne poznamo odvisnosti sile od razdalje med

nukleonoma, od orientacije njunih spinov itd.). Še večje pa so težave računskega

značaja pri gibanju mnogih nukleonov v jedru. Saj celo problema treh teles

ne moremo niti v klasični mehaniki rešiti z znanimi funkcijami. Da bi pa

eksaktno rešili sistem gibalnih enačb za mnogo nukleonov, je brezizgledno.

V takem primeru si moramo pomagati s poenostavitvijo, torej tako, da si

zamislimo primeren model jedra. Pojem modela je znan že iz teorije atoma

(spomnimo se samo na Bohrov model atoma), od prej pa že iz kemije. Kemikom

je z zelo preprostim modelom uspelo pregledno opisati, kako so molekule se-

stavljene iz atomov. Predstavljajo si, da ima vsak atom neko določeno število

ročk — valenc. Molekula je sestavljena tako, da se atomi držijo med seboj za

te ročke. Tako lahko razložimo število in razporeditev atomov v molekulah.

Čeprav vemo, da daje tak preprost model le zelo površno sliko, ga vendar lahko

s pridom uporabljamo za določevanje marsikaterih lastnosti molekul.

Podobno lahko tudi pri jedru tako poenostavimo gibalne enačbe, da postane

jedro podobno nekemu že znanemu fizikalnemu sistemu (npr. kaplji tekočine,

mehurčku plina, atomu). Na ta način si ga s pomočjo .analogij dosti laže pred-

stavljamo in ga znamo obdelati z že znanimi računskimi metodami. Tako se je

posrečilo kvalitativno in do neke mere kvantitativno razložiti mnogo last-

nosti jeder.

% 1 fermi — 10—5 m.
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