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rese 2 OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO .....;.«

REVOLUCIJA V MATEMATIKI

MARSHALL STONE — prevedel F. Šušteršič

Človeštvo preživlja hudo krizo duha, ki povsod po svetu sega že globoko

v vzgojo. Nastala je vzporedno z razvojem znanosti, ko je človek pri svojem

mišljenju in delu ubral znanstveno pot. Ta napetost ne bo popustila vse dotlej,

dokler znanosti ne bomo jemali kot bistveno važnega in tvornega sestavnega

dela naše izobrazbe, ne samo v materialnem oziru, temveč tudi na področju

intelektualnega življenja in vzgoje. Ta kriza se je tako naglo razvila in s takimi

posledicami, da moramo v njej videti že značilne znake premika v človeški

kulturi nasploh. Živa domišljija ne more naslikati spremenjene družbe, ki bo

izšla iz teh sprememb, in le medlo si moremo predstavljati, kako temeljito se bo

že v prihodnjih generacijah izpremenilo življenje. Toda že danes lahko vidimo,

kako močno razvijajoča se znanost — v misli in dejanju vpliva na človekov

odnos do sveta. Njegovo razmerje do naravnega okolja, do časa in prostora, do

sebe samega in družbe, v kateri živi, pa tudi kraljestvo duha — vse gledamo in

obravnavamo danes pod novimi vidiki, ker smo v znanosti odkrili novo sredstvo

za spoznavanje in razumevanje pogojev našega lastnega življenja. Že dosedanje

izpremembe, ki jih je rodila razvijajoča se znanost, nakazujejo razvojno pot

vzgojnega sistema. Ko se poraja nov svet, živo čutimo, da smo dolžni napeti

vse sile, da spravimo izobraževanje na sodobno raven in ga po najboljših močeh

usmerimo v bližnjo bodočnost, ki se bo povsem razlikovala od sedanjosti. Živ-

ljenje samo terja od nas, da temeljito premislimo dosedanje vzgojne zasnove,

da iščemo resnico o nas samih in o svetu, ki v njem živimo, ter da skušamo to

resnico uveljaviti v vsebini in načinu našega: pouka.

RAZVOJ MATEMATIKE V DVAJSETEM STOLETJU

Ko kritično motrimo ideje, na katerih sloni naša dosedanja vzgojna praksa,

moramo nujno pretehtati revolucijo, ki jo je doživela matematika v našem času,

ter oceniti vse njene silne in nove možnosti za napredek na vseh tistih področjih,

kjer igrata glavno vlogo razum in znanstveno mišljenje. Matematikom danes ni

treba poudarjati, kako odlično mesto je med humanističnimi predmeti zavze-

mala pri vzgoji matematika skoz 2500 let, pač pa je treba jasno in prepričljivo

pokazati na silen razvoj, ki ga je doživela matematika v 20. stoletju, opozeriti

je treba na njeno tesno povezavo z drugimi znanstvenimi vejami, in razložiti

vzroke, ki nas dobesedno silijo, da bi modernizirali pouk matematike in ji pri-

borili pri vzgoji in izobrazbi važnejše mesto. Vsakdo, ki se zanima za vzgojo,

mora danes računati s tem, da se je znatno izpremenila narava matematike

kot take, da se je močno razširil njen okvir in da smo v znanstvenem in teh-

ničnem napredku z dneva v dan bolj odvisno od nje. In zares, vsak dan postaja

bolj jasno, da moramo matematiko smatrati za vogelni kamen vsega znanstve-

nega mišljenja, zato pa tudi vse, tesno povezane in tehnično napredne družbe,

ki jo ustvarjamo. Lahko pričakujemo, da se bodo že v bližnji bodočnosti zlile —
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znanost, logika in. matematika, kar se je npr. že zgodilo v matematični fiziki.

Verjetno se bo zgodilo tako tudi na drugih znanstvenih področjih, ko se bomo

vanje bolj poglobili in dojeli njihove odnose: Med številnimi spremembami, ki

jih je po letu 1900 doživelo naše pojmovanje matematike, oziroma naš pogled

nanjo — je pravcato revolucijo pvzročilo odkritje, da je matematika popolnoma

neodvisna od fizičnega sveta. Bolj natančno: matematika je danes — brez vsakih

vezi s fizičnim svetom, če ne upoštevamo dejstva, da se prav naše misli porajajo

v možganih. Brez pretiravanja lahko rečemo, da to ugotovitev lahko primerjamo

z največjimi odkritji v zgodovini človeštva, kot je bilo npr. spoznanje starih

Grkov, da praktična geometrijska dejstva spadajo v logičen okvir in da jih je

mogoče povezati tako, da celota tvori logično zgradbo, naslanjajočo se na ome-

jeno število aksiomov. S tem globokim in modernim pogledom v bistvo ma-

tematike so v neposredni zvezi še druga odkritja 20. stoletja. Tako je bilo povsem

mogoče določiti vezi med matematiko in logiko in ugotoviti vsebino matematike

v tako širokih in preprostih izrazih, da nam skoraj nudijo dokončen odgovor

na vprašanje »Kaj je matematika«.

Tako je bilo mogoče spoznati, da so posamezna področja matematike po-

vezana v izpozantno celoto, in učvrstiti vezi, ki jih vežejo v celotni zgradbi.

Tako je bilo mogoče povzpeti se na novo gledišče, s katerega motrimo silen

napredek v matematiki zadnjih 60 let kot uvod v še večje uspehe v bodočnosti.

Če primerjamo današnjo matematiko z ono ob koncu 19. stoletja, se moramo

čuditi, s koliko naglico je. matematična znanost rasla v širino in globino, hkrati

pa moramo ugotoviti, da je ves ta razvoj spremljal močan poudarek na abstrakt-

nosti in prizadevanju ,da bi vse matematične pojme čim bolje dojeli in razširili.

Vidimo tudi, da je ta nova usmeritev, ki jo je omogočila šele ločitev matematike

od neposredne uporabnosti, postala pravi vir njene življenjske sile in rasti v se-

danjem stoletju. Nenehno spoznavamo, da moramo to pot v abstraktnost nujno

nadalejvati, podprti z uspehi, ki jo potrjujejo. Ko so matematiki ubirali to pot

in svojo pozornost posvečali bolj in bolj poglabljanju in preučevanju abstraktnih

pojmov, so vedno bolj spoznavali nasprotje pogledov na teoretično zgradbo

matematike in njeno uporabnost, ki se često zdi neizmerno važna in je zato naj-

večja skrb učiteljev matematike. Globlje razumevanje in oceno tega nasprotja

so nedavno omogočile nekatere zanimive študije v moderni logiki, po katerih

jo je mogoče zgraditi čisto mehanično z uporabo matematičnih simbolov. Jasno

pa je, da ta nov pogled in napredek, ki pomenita pravo revolucijo v matematiki,

postavljata učitelja pred precej težke probleme. Že samo vključiti v matema-

tični pouk bistvene elemente sodobne matematike, je res težka naloga, toda, da

jo prikažemo kot nekaj abstraktnega, kar je postala, in vskladimo njena na-

videzna nasprotja ,pomeni — zadeti na še hujše težave, ko skušamo pouk mate-

matike spraviti na tako raven, ki jo terja naš čas. Zato moramo malo podrobneje

pretehtati nekatere faktorje, ki smo se jih v teh uvodnih opombah zgolj

dotaknili.

MATEMATIKA — ABSTRAKTNA ZNANOST

Filozof Bertrand Russel je abstraktno naravo matematike označil takole:

»Matematika je nekaj, v čemer ne vemo, o čem pravzaprav govorimo in, ali je

to res, kar govorimo.« S tem trdi, da je matematika povsem abstraktna in da je

pojem matematične resnice — čisto formalen. Ta Russelov izrek po eni strani

podčrtava neodvisnost matematike od sveta, ki ga zaznavamo, po drugi strani pa

ne definira vsebine matematike. Sodobni matematik bi rajši imel pozitivno

označbo svojega predmeta kot študijo abstraktnih sistemov nasploh, ki vsak zase
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predstavlja zgradbo iz posebnih abstraktnih elementov, zgrajeno sicer iz poljub-
nih, toda med seboj neprotislovnih odnosov. S preučevanjem posameznih ma-
tematičnih sistemov ne namerava le preudariti bistvenih lastnosti posameznih
sistemov, temveč tudi primerjati strukture različnih sistemov. Rad bi pokazal,
da niti ti sistemi niti sredstva, ki nam jih daje logika za študij njihove zgradbe,
nimajo nikakršnih neposrednih niti nujnih vezi s fizičnim svetom. Hkrati skuša
dojeti, da taki matematični sistemi morejo često koristiti kot modeli posameznih
delov realnosti, tvoreč osnovo za teoretično matematično analizo odnosov

realnega sveta. Dognati bi hotel, da je ta slučajna in v neki meri samovoljna
povezanost med delom realnosti in nekim matematičnim sistemom že večkrat

vodila do abstraktnega obrisa slednjega. Seveda, ta naš pogled na matematiko,
ki se tako temeljito razlikuje od onega starih Grkov in sploh vseh matematikov

prav do devetnajstega stoletja, se ni izoblikoval na mah, ampak se je razvijal

zelo dolgo, skoz velika razdobja. Odkritje, po katerem je naš sodobni pogled

na matematiko postal povsem abstrakten, strogo logičen in docela neodvisen,

je odkritje neevklidne ravninske geometrije po Bolyaju, Gaussu in Lobačevskem
v začetku devetnajstega stoletja. Gauss si je živo prizadeval, da bi z eksperimen-

tom dognal, ali se prostorska geometrija prilega bolj Evklidovemu ali Lobačev-

skijevemu modelu, in sklepal, da tega vprašanja ne more rešiti, ne da bi izvršil

mnogo bolj preciznih merjenj, kakršna je zmogel. Tako sta oba bistveno pra-

vilna, medseboj pa neskladna matematična sistema hkrati bila veljavna za opis

fizikalne geometrije. Ni si bilo mogoče predstavljati, da bi kateri koli od njiju
utegnil imeti kako nujno vez z realnim svetom — na škodo drugemu. Zato je
prav tako bilo nemogoče — zlasti v tistih časih — izbirati med njima na podagi
fizičnih razlogov. Nadaljnji razvoj še drugih abstraktnih geometrij je pospešil
izoblikovanje takega modernega pogleda nanjo, kakršnega tukaj opisujemo. Na-
slednji impulz v to smer je prišel iz algebre, kjer je polagoma postalo jasno,

da matematika ne more računati z enim samim, temveč z neštetimi številskimi
sistemi, ki sicer imajo mnogo skupnih potez, hkrati pa tudi individualnih p2—-
sebnosti. Tretji faktor, ki je pomogel k temu odkritju, je razvoj novih prijemov
in zasnov v logiki v drugi polovici 19. stoletja in na pragu 20. stoletja, s čimer
je postalo mogoče pojasniti razmerje med matematiko in logiko in opravičiti
sodobno opredelitev matematike, kakršno skušamo podati tu.

MATEMATIKA IN LOGIKA

Dejansko smo prišli tako daleč, da moremo matematiko istovetiti z logiko.
Glavna dejstva, na podlagi katerih je bila ta identifikacija mogoča, sta podala
Russel in Whitehead v svoji sloviti razpravi »Principia mathematica«, objavljeni
leta 1911. To znamenito delo lahko smatramo kot vrhunec cele vrste briljantnih
študijskih naporov 19. stoletja ,ki so iskali zveze med matematiko in logiko.
Še posebej kaže opozoriti na obravnavo logike v simbolih (Boole, Schroeder in
Peano), na teorijo množic in transfinitnih števil (Cantor) in na logično analizo
sistemov realnih števil (Dedekind in Frege). Kakor so morali Grki razviti logiko,
da so mogli raziskati vezi, ki spajajo z izkušnjami pridobljena dejstva v geome-
triji, tako so morali tudi matematiki 19. stoletja — iti še globlje, da bi mogli
obravnavati matematiko dovolj pravilno in natančno. Tako so morali v prejšnji
logiki napraviti več izboljšav in razširjav ter dojeti smisel in naravo funkcije.
Jasen dokaz velikih naporov pri oblikovanju tega pojma so različna imena zanjo,
imena, ki nakazujejo več značilnih smeri v sodobni matematiki. Morda z majhno
površnostjo lahko rečemo, da je samo analizo tega važnega pojma bilo treba
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dodati logiki Aristotela in sholastikov, da bi jo mogli prilagoditi vprašanjem
sodobne matematike. Russel in Whitehead sta prva pokazala, da je pod temi

pogoji mogoče celotno matematiko izraziti z izrazi formalne logike. Tako moremo

matematiko smatrati kot del logike. Leibnitzov sen, da bi logiko izrazili v obliki

simboličnega računstva so postopoma uresničili Boole, Whitehead, Peano, Russel

in drugi. Potemtakem pa moremo in moramo logiko smatrati kot posebno po-

glavje algebre in s tem matematike nasploh. Zlivanje matematike in logike

potrjuje sklep, da je matematika povsem abstraktna disciplina, in vzbuja zani-

mivo vprašanje, v koliki meri jo moremo izpopolnjevati z uporabo sistemov

posebnih simbolov in v koliko se mora naslanjati na neposredne ali samo intuitivne

poglede na njeno notranjo zgradbo. Matematiko lahko primerjamo z igro — ali

bolje rečeno — z množico iger, v katerih so figure in poteze nepomembne, pač

pa je važno dojeti in izkoristiti vse možnosti igre, ki jo dopuščajo njena pravila.

Če pa gledamo matematiko v tej luči, se nam nujno vsiljuje vprašanje, ali je

potek ene ali druge izmed teh iger mogoče dognati tako daleč, da ne dopušča več

nobene domiselnosti niti intuicije. Če naj matematiko motrimo z obeh vidikov,

morajo biti naša razmišljanja ostrejša, hkrati pa zadobi istovetnost med mate-

matiko in logiko še večji pomen.

ENOTNOST MATEMATIKE

Dejstvo, da je matematika študij sistemov, ki vsebujejo določene abstraktne

elemente in določene zveze med njimi, jasno priča o enotnosti matematike.

Zadnji uspehi najnovejših raziskav so odkrili notranje vezi v zgradbi posameznih

področij matematike. V zadnjih 50 ali 60 letih je bilo mnogo prizadevanj, da

bi se vskladili in vzporedili matematični sistemi, ki jih obravnavamo v algebri,

teoriji števil, geometriji in analizi. Izid teh prizadevanj je bil presenetljiv v dveh

smereh: Dejstvo, da moremo nekatere, nam dobro poznane matematične sisteme,

analizirati, nas je privedlo do spoznanja, da vse izhaja iz treh enostavnih

sistemov — iz algebre, urejenih sistemov in topoloških prostorov. Hkrati pa smo

odkrili številne postopke, s katerimi se je posrečilo mnoge od znanih sistemov

združiti v nove in te globlje dojeti. Res, marsikateri nam dobro poznani sistem

moremo dobro označiti, če združimo enostavne algebrajske ali topološke lastnosti.

Zato pa tista področja matematike, ki jih večji del poznamo, leže tesno zaprta

med določenimi znanimi mejniki, medtem ko so vsa tista področja, ki jih še

nismo raziskali, najbrž precej drugačna od onih, na katerih se počutimo doma.

Čeprav ne moremo zanesljivo sklepati, da bodo bodoče matematične raziskave

šle po poti, ki jo ubira sedanja matematika, vendar lahko pričakujemo, da bo

tudi nova matematika, pa naj bo še toliko različna od sedanje, vendarle vse-

bovana v definiciji, ki smo jo tu postavili. Dejansko je ta definicija tako široka

in dopušča toliko stopnjo abstrakcije, da meja, ki jih postavlja, skoraj ne bo

mogoče potiskati nazaj. Zato pa upravičeno pričakujemo, da bodo morebitne

izpremembe v pojmovanju matematike nujno odvisne od razvoja v logiki, raz-

voja, ki bo prinesel nove prijeme in nove poglede, ki se bodo porodili iz obilnih

izkušenj bodočih matematikov.

ABSTRAKTNOST IN UPORABA

Res čudno se zdi, da v trenutku, ko je bila matematika potisnjena v po-

polno abstraktnost, njena uporabnost narašča v izredni meri. Nedvomno je ena

izmed najbolj vzpodbudnih potez v intelektualnem življenju 20. stoletja pro-
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diranje matematike v vsa znanstvena področja, ne samo prirodoslovna, ampak

-tudi tista, ki so posvečena življenju človeka samega. S tem pa dobivamo oblast

nad stanjem, ki se je doslej izmikalo teoretični obravnavi, obenem tudi do-

bivamo prve in jasnejše pojme, kako daleč in kako globoko utegne poseči

matematika. Matematika nam odklepa — nov svet misli in razumevanja. Četudi
se zdi zveza med obema, na videz nasprotnima smerema v razvoju matematike,

presenetljiva, moremo prav v njej gledati resnico o matematiki kot taki. Ma-

tematika se je namreč osvobodila vseh spon, ki so jo morda kdaj v preteklosti

vezale, in je postala izredno elastično in močno sredstvo, s katerim si moremo

utirati pot na tista področja, ki so nam danes še neznana. Primerov za to

trditev je že nešteto in jih bo v drugi polovici našega stoletja vedno več.

Omenimo le moderen razvoj komplicirane matematične teorije v genetiki, novo

teorijo iger s posebno uporabo v ekonomiki in v številnih drugih področjih, dalje

najnovejšo matematično teorijo prometa itd. Mnoga težka področja v teoretični

fiziki postanejo s pomočjo matematike preprostejša in mnogo manj teoretična.

Zelo verjetno je, da se bo matematična tehnika vedno bolj razvijala, z njo pa

se bo širila tudi njena uporabnost. Po pravici lahko prerokujemo, da bo prav

matematika doprinesla k razvoju tistih znanstvenih področij, v katerih trenutno

nimamo drugega kot nekoliko nedognanih formulacij in prav malo matematičnih

načel. Ko skušamo podati verno sliko tega, kar se danes odigrava v matematiki,

se pač ne moremo omejiti na splošnosti, temveč se moramo ozreti tudi na

izreden tehnični napredek, ki smo ga dosegli v 20. stoletju. V nobenem zgodo-

vinskem obdobju ne moremo ugotoviti tako plodne matematične dejavnosti kot

v prvi polovici našega stoletja. Ta dejavnost pa nenehno raste in se še poglablja.

Če sodimo po številu objavljenih del, lahko ugotovimo, da se je število aktivnih

matematikov v' zadnjih treh letih — podvojilo. Pa tudi če je ta preprosta sta-

tistika premalo prepričljiva, je še mnogo močnih dokazov o silni rasti matema-

tične vede. Morda o tem najbolj pričajo številne nove ideje in tehnični prijemi,

ki jih uvajamo v matematiko. Četudi je težko storiti kaj več kot samo nakazati

ta silni napredek, ki smo mu priča, storimo no vendarle, čeprav z neizbežnim

občutkom slabosti.

SODOBNA ALGEBRA

Poglejmo najprej v algebro! S pojmom algebre ali algebrajskega sistema

dandanes pojmujemo matematičen sistem, ki vsebuje določene matematične

abstraktne elemente in določene specifične operacije, ki se dajo v njem uporab-

ljati. V bistvu moremo operacijo istovetiti s funkcionalno odvisnostjo. Ta je

končna, če je neki odnos med končnim številom elementov. Zato različni številski

sistemi, ki jih obravnavamo v elementarni algebri, predstavljajo algebro z dvema

osnovnima operacijama — adicijo in multiplikacijo. Naše moderno pojmovanje

algebre, ki je zraslo iz preučevanja teh posebnih sistemov, z uporabo abstrakcije

in posploševanja, ki je zdaj doseglo svoje meje: če se namreč ukvarjamo z

odnosi, kjer ni število operacij več omejeno, se znajdemo ob matematičnih

sistemih v najsplošnejšem pomenu besede in izgubimo zvezo z vodilnimi črtami,

ki so nam jih dali primeri, s katerimi — smo začeli. Silen razvoj v študiju

algebrajskih sistemov nas sili, da moramo temeljito pretehtati in preusmeriti

podajanje znanja iz algebre ravno na osnovni stopnji pouka. Odveč je trditi, da

so sodobni kurzi iz elementarne algebre povsem drugačni od tistih izpred 25 let!

Prav tako prodorni in plodonosni so bili stiki algebre z drugimi matematičnimi

področji. Danes nam je prav lahko razumeti, zakaj igra algebra tako važno

vlogo v drugih vejah matematike, zgodovina pa nas uči, da so matematiki to kaj
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težko dojemali in tega niso znali koristno uporabiti. Vsako matematično področje
obravnava običajno predvsem objekte, ki ga zanimajo, in ustrezne operacije.
Vsi matematični sistemi, ki jih preučujemo, so že po svoji naravi vezani na neki
algebrajski sistem. Če take povezave smotrno izberemo in analiziramo v luči
splošnih algebrajskih principov, lahko pridobimo važne poglede in koristne na-
potke. Tako so se npr. že stari Grki čutili primorane, preučevati lastnosti dolo-
čenih operacij, in že bežen pogled v Evklidove »Elemente« nam priča, da so se
močno trudili, da bi nekatere algebrajske probleme rešili na geometričen način.
Ker pa so jim manjkala najpreprostejša algebrajska sredstva in ker niso še bili
kos potrebnim abstrakcijam, so nujno zadeli na težave in zapletljaje, ki so
izginili šele v sedemnajstem stoletju, ko je Descartes dal algebri pravo vlogo.

Obseg, do katerega algebra lahko pomore matematični analizi, smo zapazili
šele v najnovejšem času, tj. v našem stoletju. Mnogi težki problemi, ki jih mo-
trimo zdaj z gledišča algebre, so postali jasnejši in — lažji. Prav tako je for-

malna logika — kakor smo že prej enkrat omenili — postala del algebre, ker
pač uporablja operacije s simboli.Še važnejšo vlogo kot v logiki igra dandanes
algebra v geometriji in analizi. Danes je čisto nemogoče, da bi matematik
obvladal geometrijo ali analizo brez temeljitega poznavanja osnov algebre, posebno
teorije grup in linearne algebre. Geometrija se tako močno naslanja na ti dve

področji, da ju ni mogoče ločiti od nje. Še bolj je pa to vidno na področju
topologije, kjer smo priča krasnega napredka. Neizbežno je povezava teh dveh

matematičnih področij morala učinkovati tudi na algebro samo. Postopki, ki so

se izkazali kot koristni v kombinatorni toplogiji, so prešli tudi v algebro in tako
je nastala nova disciplina z imenom — homološka algebra.

Nujno je torej, da se bo naraščajoča važnost algebre v drugih matematičnih
področjih zrcalila kmalu povsod, kjer se uporablja matematika. Stiki med

algebro in uporabno matematiko pa so. vedno bolj neposredni, kajti često je

treba problem uporabne matematike izraziti— izhajajoč iz algebrajskih pojmov.

(Npr. v teoriji polja, v linearnem programiranju, v teoriji iger itd.) Potemtakem
mora danes ne samo matematik, ki se ukvarja s teoretično matematiko, poznati

čvrste temelje algebre, zlasti teorijo grup in linearno algebro, temveč prav tako

matematik, ki se ukvarja z uporabno matematiko.

Posebna veja matematike, ki je tako čvrsto povezana z algebro, da jo

moramo smatrati kot njen sestavni del, je teorija števil. Študij seštevanja, mno-

ženja in drugih algebrajskih lastnosti je bil vedno zelo privlačen. Mnogo pro-

blemov iz teorije števil moremo zelo preprosto izraziti in razumeti brez posebne
matematične priprave. Med njimi je več nerešenih problemov iz celotne mate-

matike. Taki problemi ne privlačijo le resnih matematikov, temveč tudi ne-
strokovnjake in ljudi, ki hlastajo za zanimivostmi. Kdo ne bi rad rešil Gold-

bachovega problema, da je vsako naravno število vsota končnega števila
praštevil? Problemi iz teorije števil pa niso ostali omejeni zgolj na naravna

števila, ampak so vodili do posplošitev in analogij v drugih algebrajskih sistemih.
To dejstvo je vodilo do mnogih novih algebraiskih pojmov in smeri. Prevedba
nekaterih problemov iz teorije števil na probleme analize je to v nemajhni

meri poglobila. Uspehi analitične metode, ki sicer v nekaterih zanimivih in
težkih problemih ni rodila popolnega uspeha, so v zadnjih letih sprožili mnogo

pobud k iskanju in odkrivanju novih prijemov. Mnogo pridobitev, kot npr.

elementarni dokaz tako imenovanega problema praštevil, se je posrečilo v zad-

-njih desetletjih. Teorija števil sicer ni povsem nezanimiva za uporabno ma-

tematiko, vendar ostaja domena teoretične matematike. Če nekatere analitične
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probleme, kakor tudi probleme iz uporabne algebre združimo s teorijo števil,

seveda dosežemo velike koristi, toda zato je potreben temeljit študij teorije

števil. Po drugi strani pa, če v matematični program vključimo elementarni

kurz teorije števil — bodisi iz tehničnih bodisi iz čisto izobrazbenih razlogov,

nikakor nismo storili nič napačnega!

RAZVOJNA POT GEOMETRIJE

V naši bežni razpravi o algebri smo že omenili, kako globoko so v geome-

trijo prodrli algebrajski pojmi in metode. Nekatera poglavja iz geometrije se

sploh povsem naslanjajo na algebro. Tako se je npr. študij geometrijskih mest,

definiranih 'z algebrajskimi enačbami, sprva naslanjal izključno na sistem

realnih in kompleksnih števil, zdaj pa se, očiščen vseh analitičnih tendenc, opira

zgolj na algebrajske metode, ki se prilegajo splošnim algebrajskim sistemom kot

obema klasičnima sistemoma. Zato pa je algebrajska geometrija dobesedno del

algebre. Podobno se kombinatorna topologija močno prilagaja algebrajski obrav-

navi in je zato nedavno skoraj utonila v algebri, pri tem pa je — kakor že

rečeno — učinkovala tudi ona nanjo. Dejstvo, da se geometrija ukvarja z last-

nostmi, ki so često kaj malo pripravne za algebrajsko obravnavo, je obvarovalo

to staro vejo matematike, da je ni popolnoma nadvladala sodobna algebra. Tako

mnogo geometrijskih poglavij sploh ni oplazila algebrajska tehnika. Ker pa

imajo najvažnejši problemi na teh geometrijskih področjih često analitičen videz,

se nagibljejo nujno k — analizi. To tendenco kažeta — tako diferencialna

geometrija kot splošna topologija. V diferencialni geometriji so npr. vezi s kla-

sično analizo silno tesne in večina njenih problemov vodi neposredno k teoriji

diferencialnih enačb. Geometrijo so dolgo in nasilno vlekli v dve, navidez na-

sprotni, smeri in se je včasihže zdelo, da jo bodo raztrgali na dvoje. V novejšem

času pa je poglobljeni študij osnov diferencialne geometrije pripeljal do zopetne

združitve algebrajskega in analitičnega vidika, kar je bilo tem lažje, ker so

začeli vlogo algebre in topologije v analizi vedno bolj upoštevati in ceniti.

Zadnje čase so matematiki tipali za ustrezno potjo do združitve in po mnogih

znakih sodeč — je to prizadevanje vendarle uspelo. Zdaj je upanje na lep in

uspešen razvoj geometrije povsem upravičeno in realno. Ta okoliščina sama pa

odpira hud problem v matematičnem pouku, kaj namreč vse naj storimo, da

bodo bodoči matematiki ta napredek v tako obetajočo smer najprej sami dobro

dojeli in ga nato pojasnjevali drugim. Tega pa — žal— še do danes ne vemo...

MATEMATIČNA ANALIZA

Ker ima matematična analiza, kakor tudi geometrija, opraviti s primeri,

kjer imajo glavno vlogo zvezne spremembe in mejni procesi, se je tega abstrakt-

nega problema lotila od dveh strani. Tako se je pojavil pojem topološkega pro-

stora kot matematičnega sistema, sestoječega iz abstraktnih elementov, imeno-

vanih — točke. Zgodovinsko je vpeljava tega pojma bila povezana z variacijskim

računom, pa ima zato bolj analitično kot geometrično ozadje. Nadaljnji razvoj

splošne topologije — tj. teorije topoloških prostorov, ter funkcionalne ali

abstraktne analize predstavlja značilno in važno pridobitev 20. stoletja. To od-

kritje je prineslo mnogo jasnosti — tako v obe geometriji, kakor tudi v analizo,

vendar danes splošno topologijo smatramo rajši kot del geometrije kakor

analize, ker imajo njeni glavni problemi znatno večji pomen v geometriji.

Matematični sistemi, ki jih srečujemo, so povezali algebrajske in topološke last-
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nosti tako, da jih ne moremo več obravnavati samo v okviru splošne topologije.

Dejansko bi bilo mogoče definirati moderno abstraktno analizo kot študij

topološke algebre. Velik del klasične analize je pred kratkim prešel v tesno

zvezo s teorijo topološke algebre in mnogo klasičnih problemov je moglo biti

tako osvetljenih v novi luči in približanih resitvi. Tako je študij diferencialnih

enačb bil formuliran z izrazi topoloških linearnih prostorov (ali vektorske

algebre), harmonična analiza pa je bila vpletena v teorijo komutativnih topolo-

ških grup. Marsikateri sedanji korak naprej v teoriji parcialnih diferencialnih

enačb je napravljen z uporabo metod, ki jih daje teorija topoloških linearnih

prostorov. Po drugi strani pa se je izkazalo kot mogoče, da nekatere topološke

algebre opišemo z izrazi klasične analize. Najvidnejši tak uspeh je bila nedvomno

rešitev petega Hilbertovega problema, da se dajo operacije topološke grupe izra-

ziti s pojmi analitičnih funkcij. Pa čeprav je moderna matematika močno vplivala

s svojimi abstraktnimi nagnjenji na analizo, je ta vendarle ohranila svojo

življenjsko važnost v različnih posebnih problemih, posebnih funkcijah in ps-

sebnih funkcionalnih enačbah, zlasti takih, ki se nanašajo na kako uporabo. Zato

pa moramo temu matematičnemu področju posvečati posebno skrb, s tem da

mu dajemo dolžni poudarek tako v tradicionalnem kot modernem pogledu.

UPORABNA MATEMATIKA

Vzporedno z uporabnostjo analize je vznikla potreba, da bi se čim bolj

uveljavilo uporabno računstvo, brez katerega bi bilo nemogoče preiti od teorije

k praksi. V tej potrebi po močnih in uspešnih računskih pomagalih je bil

storjen velik korak naprej z odkritjem in izpopolnitvijo izredno hitrih, zmoglji-

vih in splošno uporabnih strojev. Ti so prinesli v praktično računstvo pravcato

revolucijo. Izračune, ki bi jim še pred nekaj leti ne bili kos, moremo opraviti

zdaj v nekaj tednih ali dneh, če že ne celo v — nekaj urah. Vse praktične

težave in omejitve pri dosedanjih računskih strojih pa bodo počasi in zanesljivo

odpadle, ko bomo izpopolnili elektronske in druge fizikalno-tehnične stroje.

Z uvedbo teh silnih pomagal pa matematikom ne bo več treba iskati takih

rešitev, ki jih je mogoče ugnati s preprostim računom ali s skromnim računskim

strojem, njih naloga bo le: poiskati rešitve z bliskovitim elektronskim računal-

nikom. Že se razvija v matematiki nova in posebna veja, ki teoretično in prak-

tično pripravlja programe za moderne računalnike. Ta zahteva poznavanje prak-

tične računske tehnike in njenih logičnih vezi, saj je očitno v tesni zvezi s for-

malno logiko. Celoten razvoj metod pri uporabi sodobnih računskih strojev

v praktičnem računstvu sta omogočila dva važna napredka — Russelovo in

Whiteheadovo odkritje, da je mogoče matematiko spraviti v kalup formalne

logike, in iznajdba vakuumske cevi. 'Tesne vezi med praktično matematiko in

logiko nikakor niso slučajne, pa bodo s časom še tesnejše in globlje. Izredna

zmogljivost sedanjih računskih strojev ne omogoča le matematičnih in logičnih

analiz, kakršnih še pred nekaj leti ne bi tvegal nihče, temveč nas tudi živo

opozarja na nasprotje med računsko prakso in miselnim dojemanjem. Če se vpra-

šujemo, koliko zmorejo računski stroji, se moramo vprašati, ali je mogoče

napovedati, koliko zmorejo naši možgani, in — ali so tudi naši možgani — stroj.

Poraja se še novo vprašanje, ali je mogoče, vso matematiko in logiko vskladiti

z nekim programom ustreznih simbolov in njih uporabe. Najnovejši študij

logike nam pravi, da je treba na to vprašanje odgovoriti — negativno. Ugotoviti

je le treba, kaj je mogoče doseči s čisto mehaničnimi postopki. Imamo že

stroje, ki lahko zastavljajo in dokazujejo preproste matematične teoreme in
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takorekoč igrajo vlogo človekovega nasprotnika v preprosti igri, nadzornika,

ki ga uči, kako naj bi se iz izkušenj izogibal starim napakam. Ni torej čudno,

čeprav presenetljivo, da moderen računski stroj pomaga celo.sociologu razisko-

vati človeške lastnosti, primerjajoč reakcije posameznikov z drugimi —

v skladu z domnevnimi principi, ki jih je treba preizkusiti. Kakor pri mnogih

drugih uporabah računskih strojev je tudi tukaj bistveno važna njihova izredna

sposobnost, da morejo v najkrajšem času opraviti neverjetno mnogo računskih

operacij, kajti samo tako je mogoče raziskati izpreminjanje velikega števila

spremenljivk in parametrov. Prav to dejstvo opravičuje uporabo matematičnih

računalnikov zlasti v tistih problemih, v katerih nastopa preveč spremenljivk

in parametrov, da bi jih mogli reševati z običajnimi formulami, ki pa spet niso

veliki tako, da bi jih asimptotično ocenili. Tako bi praktično reševanje številnih

problemoviz gospodarske matematike in linearnega programiranja bilo ne-

mogoče brez sodobnih računskih strojev, ne zato, ker je matematična pot do

rešitve težka in zapletena, temveč zato, ker je število neznank, ki se pojavlja,

tako veliko.

- RAZVOJ V SODOBNI LOGIKI

"Ko smo pravkar pokazali na odnose med tehnično matematiko in logiko,

se morda le ne bomo preveč oddaljili od obravnavane vsebine, če si ogledamo

razvoj v sodobni logiki. Ko smo se že ustavili ob fundamentalnih znanstvenih

prispevkih Russela in Whiteheada, se moramo poslej držati Hilbertove smeri,

ki je med slavne probleme, ki jih je bil načel, vpletel leta 1900 tudi vprašanje,

ali je mogoče dokazati, da obstaja vsaj eno popolno in zaključeno matematično

področje. Trideset let nato je Godel iznenadil ves matematičen svet z briljant-

nim dokazom, da — če obstaja k sistem, ki vsebuje tako imenovani funkcionalni

logični račun in aritmetične aksiome — potem mora biti nepopoln v tem smislu,

da je v njem kak aritmetičen izrek, ki ga v njem sicer lahko formuliramo,

dokazati ga pa ne moremo — niti ne pobiti. Prav tako razburljivo odkritje sta

doprinesla Church in Turing, da namreč ni mogoče predpisati sistematičnega

postopka, po katerem bi bilo mogoče določiti, ali je mogoče posamezne izreke

v teh sistemih dokazati ali ne. Da bi te svoje izsledke izrazil na precizen in

prepričujoč način, se je Turing odločil — opisati neki zamišljen in ustrezen

stroj. Tako je kot prvi pokazal na zvezo med osnovnimi problemi logike in

teorijo računskih strojev. Church in Turing sta torej bila prva, ki sta namignila,

da logike in matematike ne moremo spraviti v šablonski načrt operacij s sim-

boli, da so torej stvari, ki jih zmore človeški razum — ne pa noben računski

stroj. To nasprotje, ki smo ga že poudarili pri obravnavanju zunanjih simbolov

in notranjega dojemanja, je najbrž tudi v zvezi z logičnimi pojavi, ki sta jih

odkrila Church in Turing, ter utegne biti dejansko zakoreninjeno v razliki med

razumom in strojem.

VERJETNOST IN STATISTIKA

Kakor je logika nastala iz preučevanja deduktivnega razmišljanja, sta se

teorija verjetnosti in statistika začeli s poiskusi, da bi izrazili procese induk-

tivne povezanosti. Ta teorija se začenja že v 16. stoletju, ko so napravili prve

matematične analize iger na srečo, močno se je pa razvila proti koncu 19. sto-

letja. Zelo uspešno so jo nato uporabili v teoriji napak pri merjenju, v teoriji

plinov ter v številnih bioloških in aktuarskih (zavarovalnih) problemih. Dvajseto

stoletje je močno razširilo tehnični razvoj teorije verjetnosti in statistike, kakor
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tudi posplošilo njuno uporabnost. Kot čisto matematični teoriji ju moremo danes

upravičeno smatrati za sestavna dela teorije merjenja ali pa integracije. Kot

veji uporabne matematike pa sta se močno razrasli in pridobili na važnosti.

Njun silen pomen smo dojeli šele v sedanjem stoletju, ko smo spoznali njuno

fundamentalno vlogo pri dojemanju fizičnega sveta. Miselni kalupi, v katere

skušamo vključiti človeka in naravo, so povsem statistični. Prav deterministična

pojmovanja, ki so se ohranila iz klasične fizike, danes lahko smatramo kot

približnostne poenostavitve mnogo bolj realnih statističnih pojmovanj. Zato

mora vsakdo, ki študira katero izmed fizikalnih, bioloških ali psiholoških zna-

nosti, kar dobro poznati elemente teorije verjetnosti in statistike. Po pravici se

vprašujemo, kako naj bi vpeljali teorijo verjetnosti in statistiko v pouk mate-

matike. Vedno bolj se poudarja potreba, da bi ju vpeljali čimprej, da bi se

študentje še zgodaj seznanili z osnovnimi načeli statistike, ki je danes postala

tako važna skoraj na vseh področjih človeškega mišljenja.

Bežen in kratek pregled nad zgodovino matematike, ki smo ga skušali

podati, pač ne more dostojno prikazati razvoja v moderni matematiki, vendar

utegne opozoriti bralca o revolucionarnem in intelektualnem pomenu razvoja

in mu dati koristno podlago o njegovih vzgojnih posledicah. Ob malo površnem

pregledu najvažnejših smeri v moderni matematiki in napredku v njenih

različnih področjih kot npr. algebri, teoriji števil, geometriji, analizi, uporabni

matematiki, logiki, teoriji verjetnosti in v statistiki, smo najbrž le nakazali

duha in vsebino silnih izprememb, ki se nam takorekoč vsiljujejo v sodobni

pouk matematike.

OSREDNJI PROBLEM MATEMATIKE V IZOBRAZBI

Kot smo že omenili, matematika danes ne išče bistveno novega mesta pri

izobraževanju, saj je vselej in povsod zavzemala važno in častno mesto, tako

na humanističnem kakor tudi na praktično znanstvenih področjih. Matematika

dandanes sama skuša prilagoditi svoje mesto v izobraževanju, skladno z njeno

naraščajočo važnostjo v intelektualnem življenju sedanjih dni. Zdaj je treba

točno opredeliti novo vsebino, ki naj vsebuje vodilne misli in osnovne prijeme

v moderni matematiki, pouk te vsebine je pa treba organizirati v obliki dobro

razdeljenega programa ter ga smotrno osvetliti z lučjo sodobne psihologije

na intelektualni razvoj, na oblikovanje pojmov in ves učni proces. Sicer pod-

rejeno temu problemu, vendar zato nič manj važno je vprašanje, kako naj

okrog tega osrednjega jedra oz. vsebine razvrstimo še druga posebna področja

matematična znanja, ki težijo k svojemu posebnemu cilju kot npr. pripravi

za poučevanje, k nadaljevanju študija višje matematike ali k udejstvovanju

na posebnih področjih praktične matematike. Še drug in pereč problem se nam

odpira pri pouku čiste matematike, katere jedro obdajajo številna specialna

področja. Zdi se, da bomo temu problemu, ki je v fiziki doživel že hudo kritiko,

morali v prihodnjih desetih letih posvetiti veliko skrb in pozornost. To vpra-

šanje se zaostruje vedno bolj zaradi abstraktnih tendenc, ki jih vidimo v ma-

tematiki, pa tudi zaradi vedno hujšega nasprotja med matematično prakso in

njeno miselno zgradbo.

Da načnem osrednji problem, naj navedem le tri znanstvene pesmi, ki

vse tri zavzemajo komaj eno vrstico:

E<me, E<hy, a(Aa)< (acAa.
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