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"> OBIORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKD & % o

REVOLUCIJA V MATEMATIKI
MARSHALL STONE — prevedel F.Sustersit

Clove§tvo prezivlja hudo krizo duha, ki povsod po svetu sega Ze globoko
v vzgojo. Nastala je vzporedno z razvojem znanosti, ko je ¢lovek pri svojem
misljenju in delu ubral znanstveno pot. Ta napetost ne bo popustila vse dotlej,
dokler znanosti ne bomo jemali kot bistveno vaznega in tvornega sestavnega
dela naSe izobrazbe, ne samo v materialnem oziru, temveé¢ tudi na podrodju
intelektualnega Zivljenja in vzgoje. Ta kriza se je tako naglo razvila in s takimi
posledicami, da moramo v njej videti Ze znalilne znake premika v é&loveski
kulturi nasploh. Ziva domigljija ne more naslikati spremenjene druzbe, ki bo
iz§la iz teh sprememb, in le medlo si moremo predstavljati, kako temeljito se bo
Ze v prihodnjih generacijah izpremenilo zZivljenje. Toda Ze danes lahko vidimo,
kako moéno razvijajota se znanost — v misli in dejanju vpliva na é&lovekov
odnos do sveta. Njegovo razmerje do naravnega okolja, do ¢asa in prostora, do
sebe samega in druzbe, v kateri zivi, pa tudi kraljestvo duha — vse gledamo in
obravnavamo danes pod novimi vidiki, ker smo v znanosti odkrili novo sredstvo
za spoznavanje in razumevanje pogojev nasega lastnega Zivljenja. Ze dosedanje
izpremembe, ki jih je rodila razvijajoa se znanost, nakazujejo razvojno pot
vzgojnega sistema. Ko se poraja nov svet, Zivo ¢utimo, da smo dolZni napeti
vse sile, da spravimo izobraZevanje na sodobno raven in ga po najbolj§ih modeh
usmerimo v bliznjo bodo¢nost, ki se bo povsem razlikovala od sedanjosti. Ziv-
ljenje sdmo terja od nas, da temeljito premislimo dosedanje vzgojne zasnove,
da iS¢emo resnico o nas samih in o svetu, ki v njem Zivimo, ter da sku$amo to
resnico uveljaviti v vsebini in naéinu naSega- pouka.

RAZVOJ MATEMATIKE V DVAJSETEM STOLETJU

Ko kriti¢no motrimo ideje, na katerih sloni na$a dosedanja vzgojna praksa,
moramo nujno pretehtati revolucijo, ki jo je dozivela matematika v naSem &asu,
ter oceniti vse njene silne in nove moZnosti za napredek na vseh tistih podroéjih,
kjer igrata glavno vlogo razum in znanstveno misljenje. Matematikom danes ni
treba poudarjati, kako odlicno mesto je med humanistiénimi predmeti zavze-
mala pri vzgoji matematika skoz 2500 let, pa¢ pa je treba jasno in preprié¢ljivo
pokazati na silen razvoj, ki ga je doZivela matematika v 20. stoletju, opozcriti
je treba na njeno tesno povezavo z drugimi znanstvenimi vejami, in razloZiti
vzroke, ki nas dobesedno silijo, da bi modernizirali pouk matematike in ji pri-
borili pri vzgoji in izobrazbi vaZnejSe mesto. Vsakdo, ki se zanima za vzgojo,
mora danes radunati s tem, da se je znatno izprémenila narava matematike
kot take, da se je mo¢no razsiril njen okvir in da smo v znanstvenem in teh-
ni¢nem napredku z dneva v dan bolj odvisno od nje. In zares, vsak dan postaja
bolj jasno, da moramo matematiko smatrati za vogelni kamen vsega znanstve-
nega misljenja, zato pa tudi vse, tesno povezane in tehni¢no napredne druzbe,
ki jo ustvarjamo. Lahko pri¢akujemo, da se bodo Ze v bliZznji bodo¢nosti zlile —
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znanost, logika in matematika, kar se je npr. Ze zgodilo v matemati¢ni fiziki.
Verjetno se bo zgodilo tako tudi na drugih znanstvenih podroéjih, ko se bomo
vanje bolj poglobili in dojeli njihove odnose: Med $tevilnimi spremembami, ki
jih je po letu 1900 doZivelo naSe pojmovanje matematike, oziroma na$ poglad
nanjo — je pravcato revolucijo pvzrotilo odkritje, da je matematika popolnoma
neodvisna od fiziénega sveta. Bolj natanéno: matematika je danes — brez vsakih
vezi s fizi¢nim svetom, ¢e ne upo$tevamo dejstva, da se prav naSe misli porajajo
v moZganih. Brez pretiravanja lahko re¢emo, da to ugotovitev lahko primerjamo
z najvedjimi odkritji v zgodovini &lovestva, kot je bilo npr. spoznanje starih
Grkov, da prakti¢na geometrijska dejstva spadajo v logien okvir in da jih je
mogote povezati tako, da celota tvori logi¢no zgradbo, naslanjajo¢o se na ome-
jeno $tevilo aksiomov. S tem globokim in modernim pogledom v bistvo ma-
tematike so v neposredni zvezi $e druga odkritja 20. stoletja. Tako je bilo povsem
mogode doloditi vezi med matematiko in logiko in ugotoviti vsebino matematike
v tako &irokih in preprostih izrazih, da nam skoraj nudijo dokoncen odgovor
na vpraSanje »Kaj je matematika«.

Tako je bilo mogode spoznati, da so posamezna podro¢ja matematike po-
vezana v izpozantno celoto, in uévrstiti vezi, ki jih veZejo v celotni zgradbi.
Tako je bilo mogode povzpeti se na novo gledice, s katerega motrimo silen
napredek v matematiki zadnjih 60 let kot uvod v Se vecje uspehe v bodo¢nosti.
Ce primerjamo danagnjo matematiko z ono ob koncu 19. stoletja, se moramo
Suditi, s koliko naglico je matemati¢na znanost rasla v Sirino in globino, hkrati
pa moramo ugotoviti, da je ves ta razvoj spremljal mocan poudarek na abstrakt-
nosti in prizadevanju ,da bi vse matemati¢ne pojme ¢m bolje dojeli in raz8irili.
Vidimo tudi, da je ta nova usmeritev, ki jo je omogotila Sele lo¢itev matematike
od neposredne uporabnosti, postala pravi vir njene Zivljenjske sile in rasti v se-
danjem stoletju. Nenehno spoznavamo, da moramo to pot v abstraktnost nujno
nadalejvati, podprti z uspehi, ki jo potrjujejo. Ko so matematiki ubirali to pot
in svojo pozornost posvedali bolj in bolj poglabljanju in preucevanju abstraktnih
pojmov, so vedno bolj spoznavali nasprotje pogledov na teoreti¢no zgradbo
matematike in njeno uporabnost, ki se ¢esto zdi neizmerno vaZna in je zato naj-
vedja skrb uditeljev matematike. Globlje razumevanje in oceno tega nasprotja
so nedavno omogotile nekatere zanimive §tudije v moderni logiki, po katerih
jo je mogode zgraditi &isto mehani¢no z uporabo matemati¢nih simbolov. Jasno
pa je, da ta nov pogled in napredek, ki pomenita pravo revolucijo v matematiki,
postavljata uéitelja pred precej tezke probleme. Ze ‘'samo vkljuéiti v matema-
tiéni pouk bistvene elemente sodobne matematike, je res teZka naloga, toda, da
jo prikaZemo kot nekaj abstraktnega, kar je postala, in vskladimo njena na-
videzna nasprotja ,pomeni — zadeti na e hujse teZave, ko skusamo pouk mate-
matike spraviti na tako raven, ki jo terja na$ ¢as. Zato moramo malo podrobneje
pretehtati nekatere faktorje, ki smo se jih v teh uvodnih opombah zgolj
dotaknili.

MATEMATIKA — ABSTRAKTNA ZNANOST

Filozof Bertrand Russel je abstraktno naravo matematike oznaéil takole:
»Matematika je nekaj, v ¢emer ne vemo, o ¢em pravzaprav govorimo in, ali je
to res, kar govorimo.« S tem trdi, da je matematika povsem abstraktna in da je
pojem matemati¢ne resnice — &isto formalen. Ta Russelov izrek po eni strani
podértava neodvisnost matematike od sveta, ki ga zaznavamo, po drugi strani pa
ne definira vsebine matematike. Sodobni matematik bi raj$i imel pozitivno
oznadbo svojega predmeta kot Studijo abstrakinih sistemov nasploh, ki vsak zase

146



predstavlja zgradbo iz posebnih abstraktnih elementov, zgrajeno sicer iz poljub-
nih, toda med seboj neprotislovnih odnosov. S preucevanjem posameznih ma-
temati¢nih sistemov ne namerava le preudariti bistvenih lastnosti posameznih
sistemov, temve¢ tudi primerjati strukture razli¢nih sistemov. Rad bi pokazal,
da niti ti sistemi niti sredstva, ki nam jih daje logika za §tudij njihove zgradbe,
nimajo nikakr$nih neposrednih niti nujnih vezi s fizi¢nim svetom. Hkrati skuga
dojeti, da taki matemati¢ni sistemi morejo &esto koristiti kot modeli posameznih
delov realnosti, tvored¢ osnovo za teoreti®no matematiéno analizo odnosov
realnega sveta. Dognati bi hotel, da je ta slu¢ajna in v neki meri samovoljna
povezanost med delom realnosti in nekim matemati¢nim sistemom e veékrat
vodila do abstraktnega obrisa slednjega. Seveda, ta na$ pogled na matematiko,
ki se tako temeljito razlikuje od onega starih Grkov in sploh vseh matematikov
prav do devetnajstega stoletja, se ni izoblikoval na mah, ampak se je razvijal
zelo dolgo, skoz velika razdobja. Odkritje, po katerem je na$ sodobni pogled
na matematiko postal povsem abstrakten, strogo logien in docela neodvisen,
je odkritje neevklidne ravninske geometrije po Bolyaju, Gaussu in Lobadevskem
v zafetku devetnajstega stoletja. Gauss si je Zivo prizadeval, da bi z eksperimen-
tom dognal, ali se prostorska geometrija prilega bolj Evklidovemu ali Lobadev-
skijevemu modelu, in sklepal, da tega vprasanja ne more regiti, ne da bi izvrsil
mnogo bolj preciznih merjenj, kakrina je zmogel. Tako sta oba bistveno pra-
vilna, medseboj pa neskladna matemati¢na sistema hkrati bila veljavna za opis
fizikalne geometrije. Ni si bilo mogole predstavljati, da bi kateri koli od njiju
utegnil imeti kako nujno vez z realnim svetom — na $kodo drugemu. Zato je
prav tako bilo nemogo¢e — zlasti v tistih ¢asih — izbirati med njima na podagi
fiziénih razlogov. Nadaljnji razvoj Se drugih abstraktnih geometrij je pospesil
izoblikovanje takega modernega pogleda nanjo, kakrénega tukaj opisujemo. Na-
slednji impulz v to smer je prisel iz algebre, kjer je polagoma postalo jasno,
da matematika ne more radunati z enim samim, temved z nedtetimi $tevilskimi
sistemi, ki sicer imajo mnogo skupnih potez, hkrati pa tudi individualnih P>
sebnosti. Tretji faktor, ki je pomogel k temu odkritju, je razvoj novih prijemov
in zasnov v logiki v drugi polovici 19. stoletja in na pragu 20. stoletja, s &imer
je postalo mogode pojasniti razmerje med matematiko in logiko in opraviditi
sodobno opredelitev matematike, kakrino skusamo podati tu.

MATEMATIKA IN LOGIKA

Dejansko smo prisli tako daleé, da moremo matematiko istovetiti z logiko.
Glavna dejstva, na podlagi katerih je bila ta identifikacija mogoda, sta podala
Russel in Whitehead v svoji sloviti razpravi »Principia mathematica«, objavljeni
leta 1911. To znamenito delo lahko smatramo kot vrhunec cele vrste briljantnih
Studijskih naporov 19. stoletja ki so iskali zveze med matematiko in logiko.
Se posebej kaZe opozoriti na obravnavo logike v simbolih (Boole, Schroeder in
Peano), na teorijo mnoZic in transfinitnih $tevil (Cantor) in na logi¢no analizo
sistemov realnih Stevil (Dedekind in Frege). Kakor so morali Grki razviti logiko,
da so mogli raziskati vezi, ki spajajo z izku$njami pridobljena dejstva v geome-
triji, tako so morali tudi matematiki 19. stoletja — iti $e globlje, da bi mogli
obravnavati matematiko dovolj pravilno in natanéno. Tako so morali v prejs$nji
logiki napraviti ve¢ izboljSav in razsirjav ter dojeti smisel in naravo funkcije.
Jasen dokaz velikih naporov pri oblikovanju tega pojma so razliéna imena zanjo,
imena, ki nakazujejo ve¢ znaédilnih smeri v sodobni matematiki. Morda z majhno
povrSnostjo lahko refemo, da je samo analizo tega vaZnega pojma bilo treba
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dodati logiki Aristotela in sholastikov, da bi jo mogli prilagoditi vprasanjem
sodobne matematike. Russel in Whitehead sta prva pokazala, da je pod temi
pogoji mogoce celotno matematiko izraziti z izrazi formalne logike. Tako moremo
matematiko smatrati kot del logike. Leibnitzov sen, da bi logiko izrazili v obliki
simboli¢nega radunstva so postopoma uresni¢ili Boole, Whitehead, Peano, Russel
in drugi. Potemtakem pa moremo in moramo logiko smatrati kot posebno po-
glavje algebre in s tem matematike nasploh. Zlivanje matematike in logike
potrjuje sklep, da je matematika povsem abstraktna disciplina, in vzbuja zani-
mivo vpraSanje, v koliki meri jo moremo izpopolnjevati z uporabo sistemov
posebnih simbolov in v koliko se mora naslanjati na neposredne ali samo intuitivne
poglede na njeno notranjo zgradbo. Matematiko lahko primerjamo z igro — ali
bolje reteno — z mnoZico iger, v katerih so figure in poteze nepomembne, paé
pa je vaZno dojeti in izkoristiti vse moZnosti igre, ki jo dopusc¢ajo njena pravila.
Ce pa gledamo matematiko v tej luéi, se nam nujno vsiljuje vpraSanje, ali je
potek ene ali druge izmed teh iger mogoce dognati tako daleé, da ne dopusca vec
nobene domiselnosti niti intuicije. Ce naj matematiko motrimo z obeh vidikov,
morajo biti naa razmisljanja ostrejSa, hkrati pa zadobi istovetnost med mate-
matiko in logiko Se vecdji pomen.

ENOTNOST MATEMATIKE

Dejstvo, da je matematika $tudij sistemov, ki vsebujejo dolocene abstraktne
elemente in dolo¢ene zveze med njimi, jasno pri¢a o enotnosti matematike.
Zadnji uspehi najnovejsih raziskav so odkrili notranje vezi v zgradbi posameznih
podrodij matematike. V zadnjih 50 ali 60 letih je bilo mnogo prizadevanj, da
bi se vskladili in vzporedili matemati¢ni sistemi, ki jih obravnavamo v algebri,
teoriji §tevil, geometriji in analizi. Izid teh prizadevanj je bil presenetljiv v dveh
smereh: Dejstvo, da moremo nekatere, nam dobro poznane matematic¢ne sisteme,
analizirati, nas je privedlo do spoznanja, da vse izhaja iz treh enostavnih
sistemov — iz algebre, urejenih sistemov in topoloskih prostorov. Hkrati pa smo
odkrili $tevilne postopke, s katerimi se je posreéilo mnoge od znanih sistemov
zdruZiti v nove in te globlje dojeti. Res, marsikateri nam dobro poznani sistem
moremo dobro oznaéditi, ée zdruZimo enostavne algebrajske ali topoloske lastnosti.
Zato pa tista podrod¢ja matematike, ki jih vedji del poznamo, leZe tesno zaprta
med dolo¢enimi znanimi mejniki, medtem ko so vsa tista podroé¢ja, ki jih Se
nismo raziskali, najbrZ precej drugaéna od onih, na katerih se po¢utimo doma.
Ceprav ne moremo zanesljivo sklepati, da bodo bodode matemati¢ne raziskave
gle po poti, ki jo ubira sedanja matematika, vendar lahko pri¢akujemo, da bo
tudi nova matematika, pa naj bo $e toliko razli¢na od sedanje, vendarle vse-
bovana v definiciji, ki smo jo tu postavili. Dejansko je ta definicija tako Siroka
in dopusda toliko stopnjo abstrakcije, da meja, ki jih postavlja, skoraj ne bo
mogode potiskati nazaj. Zato pa upraviceno pri¢akujemo, da bodo morebitne
izpremembe v pojmovanju matematike nujno odvisne od razvoja v logiki, raz-
voja, ki bo prinesel nove prijeme in nove poglede, ki se bodo porodili iz obilnih
izkuSenj bodo¢ih matematikov.

ABSTRAKTNOST IN UPORABA

Res ¢udno se zdi, da v trenutku, ko je bila matematika potisnjena v po-
polno abstraktnost, njena uporabnost narasc¢a v izredni meri. Nedvomno je ena
1zmed najbolj vzpodbudnih potez v intelektualnem Zivljenju 20. stoletja pro-
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diranje matematike v vsa znanstvena podroéja, ne samo prirodoslovna, ampak
-tudi tista, ki so posvedena Zivljenju ¢loveka samega. S tem pa dobivamo oblast
nad stanjem, ki se je doslej izmikalo teoreti¢ni obravnavi, obenem tudi do-
bivamo prve in jasnejSe pojme, kako dale¢ in kako globoko utegne poseci
matematika. Matematika nam odklepa — nov svet misli in razumevanja. Cetudi
se zdi zveza med obema, na videz nasprotnima smerema v razvoju matematike,
presenetljiva, moremo prav v njej gledati resnico o matematiki kot taki. Ma-
tematika se je namreé osvobodila vseh spon, ki so jo morda kdaj v preteklosti
vezale, in je postala izredno elastiéno in moc¢no sredstvo, s katerim si moremo
utirati pot na tista podrodja, ki so nam’ danes 3e neznana. Primerov za to
trditev je Ze nesteto in jih bo v drugi polovici naSega stoletja vedno vec.
Omenimo le moderen razvoj komplicirane matemati¢ne teorije v genetiki, novo
teorijo iger s posebno uporabo v ekonomiki in v §tevilnih drugih podroé¢jih, dalje
najnovej$o matematiéno teorijo prometa itd. Mnoga tezka podro¢ja v teoreti¢ni
fiziki postanejo s pomod&jo matematike preprostejSa in mnogo manj teoreti¢na.
Zelo verjetno je, da se bo matemati¢na tehnika vedno bolj razvijala, z njo pa
se bo §irila tudi njena uporabnost. Po pravici lahko prerokujemo, da bo prav
matematika doprinesla k razvoju tistih znanstvenih podroéij, v katerih trenutno
nimamo drugega kot nekoliko nedognanih formulacij in prav malo matemati¢nih
nadel. Ko skuSamo podati verno sliko tega, kar se danes odigrava v matematiki,
se pad¢ ne moremo omejiti nha sploSnosti, temve¢ se moramo ozreti tudi na
izreden tehni¢ni napredek, ki smo ga dosegli v 20. stoletju. V nobenem zgodo-
vinskem obdobju ne moremo ugotoviti tako plodne matemati¢ne dejavnosti kot
v prvi polovici naega stoletja. Ta dejavnost pa nenehno raste in se $e poglablja.
Ce sodimo po $tevilu objavljenih del, lahko ugotovimo, da se je $tevilo aktivnih
matematikov v-zadnjih treh letih — podvojilo. Pa tudi ¢e je ta preprosta sta-
tistika premalo prepri¢ljiva, je ¢ mnogo mo¢nih dokazov o silni rasti matema-
ti¢ne vede. Morda o tem najbolj pri¢ajo Stevilne nove ideje in tehniéni prijemt,
ki jih uvajamo v matematiko. Cetudi je teZko storiti kaj veé kot samo nakazati
ta silni napredek, ki smo mu prica, storimo to vendarle, Ceprav z neizbeZnim
ob¢utkom slabosti.

SODOBNA ALGEBRA

Poglejmo najprej v algebro! S pojmom algebre ali algebrajskega sistema
dandanes pojmujemo matemati¢en sistem, ki vsebuje dolofene matemati¢ne
abstraktne elemente in dolo¢ene specifi¢ne operacije, ki se dajo v njem uporab-
ljati. V bistvu moremo operacijo istovetiti s funkcionalno odvisnostjo. Ta je
konéna, ée je neki odnos med konénim §tevilom elementov. Zato razli¢ni Stevilski
sistemi, ki jih obravnavamo v elementarni algebri, predstavljajo algebro z dvema
osnovnima operacijama — adicijo in multiplikacijo. NaSe modernc pojmovanje
algebre, ki je zraslo iz preuc¢evanja teh posebnih sistemov, z uporabo abstrakcije
in posploSevanja, ki je zdaj doseglo svoje meje: ¢e se namre¢ ukvarjamo z
odnosi, kjer ni $tevilo operacij ve¢ omejeno, se znajdemo ob matemati¢nih
sistemih v najsploSnejSem pomenu besede in izgubimo zvezo z vodilnimi értami,
ki so nam jih dali primeri, s katerimi — smo zadeli. Silen razvoj v &tudiju
algebrajskih sistemov nas sili, da moramo temeljito pretehtati in preusmeriti
podajanje znanja iz algebre ravno na osnovni stopnji pouka. Odve¢ je trditi, da
so sodobni kurzi iz elementarne algebre povsem drugaéni od tistih izpred 25 let!
Prav tako prodorni in plodonosni so bili stiki algebre z drugimi matematiénimi
podroé¢ji. Danes nam je prav lahko razumeti, zakaj igra algebra tako vazno
vlogo v drugih vejah matematike, zgodovina pa nas uéi, da so matematiki to kaj
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teZko dojemali in tega niso znali koristno uporabiti. Vsako matemati¢no podrocéje
obravnava obicajno predvsem objekte, ki ga zanimajo, in ustrezne operacije.
Vsi matematiéni sistemi, ki jih preu¢ujemo, so Ze po svoji naravi vezani na neki
algebrajski sistem. Ce take povezave smotrno izberemo in analiziramo v luéi
splosnih algebrajskih principov, lahko pridobimo vaZne poglede in koristne na-
potke. Tako so se npr. Ze stari Grki éutili primorane, preudevati lastnosti dolo-
¢enih operacij, in Ze beZen pogled v Evklidove »Elemente« nam pri¢a, da so se
mocno trudili, da bi nekatere algebrajske probleme resili na geometriden naéin.
Ker pa so jim manjkala najpreprostej$a algebrajska sredstva in ker niso $e bili
kos potrebnim abstrakcijam, so nujno zadeli na te¥ave in zapletljaje, ki so
izginili Sele v sedemnajstem stoletju, ko je Descartes dal algebri pravo vlogo.
Obseg, do katerega algebra lahko pomore matemati¢ni analizi, smo zapazili
Sele v najnovejSem ¢asu, tj. v naSem stoletju. Mnogi tezki problemi, ki jih mo-
trimo zdaj z gledi¢a algebre, so postali jasnej§i in — laZji. Prav tako je for-
malna logika — kakor smo Ze prej enkrat omenili — postala del algebre, ker
pa¢ uporablja operacije s simboli.'Se vaZnej$o vlogo kot v logiki igra dandanes
algebra v geometriji in analizi. Danes je &sto nemogode, da bi matematik
obvladal geometrijo ali analizo brez temeljitega poznavanja osnov algebre, posebno
teorije grup in linearne algebre. Geometrija se tako moéno naslanja na ti dve
podrogji, da ju ni mogole loditi od nje. Se bolj je pa to vidno na podroZju
topologije, kjer smo pri¢a krasnega napredka. Neizbe?no je povezava teh dveh
matemati¢nih podro¢ij morala uéinkovati tudi na algebro samo. Postopki, ki 30
se izkazali kot koristni v kombinatorni toplogiji, so presli tudi v algebro in tako
je nastala nova disciplina z imenom — homologka algebra.

Nujno je torej, da se bo narasajo¢a vaZnost algebre v drugih matemati¢nih
podro¢jih zrcalila kmalu povsod, kjer se uporablja matematika. Stiki med
algebro in uporabno matematiko pa so vedno bolj neposredni, kajti desto je
treba problem uporabne matematike izraziti — izhajajoé¢ iz algebrajskih pojmov.
(Npr. v teoriji polja, v linearnem programiranju, v teoriji iger itd.) Potemtakem
mora danes ne samo matematik, ki se ukvarja s teoreti¢no matematiko, proznati
¢vrste temelje algebre, zlasti teorijo grup in linearno algebro, temveé¢ prav tako
matematik, ki se ukvarja z uporabno matematiko.

Posebna veja matematike, ki je tako é&vrsto povezana z algebro, da jo
moramo smatrati kot njen sestavni del, je teorija stevil. Studij se§tevanja, mno-
Zenja in drugih algebrajskih lastnosti je bil vedno zelo privlaten. Mnogo pro-
blemov iz teorije $tevil moremo zelo preprosto izraziti in razumeti brez posebne
matemati¢ne priprave. Med njimi je ved nerefenih problemov iz celotne mate-
matike. Taki problemi ne privladijo le resnih matematikov, temve¢ tudi ne-
strokovnjake in ljudi, ki hlastajo za zanimivostmi. Kdo ne bi rad re&l Gold-
bachovega problema, da je vsako naravno Stevilo vsota konénega Stevila
prastevil? Problemi iz teorije $tevil pa niso ostali omejeni zgolj na naravna
$tevila, ampak so vodili do posplositev in analogij v drugih algebraijskih sistemih.
To dejstvo je vodilo do mnogih novih algebraiskih pojmov in smeri. Prevedba
nekaterih problemov iz teorije Stevil na probleme analize je to v nemajhni
meri poglobila. Uspehi analititne metode, ki sicer v nekaterih zanimivih in
teZkih problemih ni rodila popolnega uspeha, so v zadnjih letih spro#ili mnogo
pobud k iskanju in odkrivanju novih prijemov. Mnogo pridobitev, kot npr.
elementarni dokaz tako imenovanega problema prastevil, se je posreéilo v zad-
njih desetletjih. Teorija Stevil sicer ni povsem nezanimiva za uporabno ma-
tematiko, vendar ostaja domena teoretiéne matematike. Ce nekatere analiti¢ne
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probleme, kakor tudi probleme iz uporabne algebre zdruzimo s teorijo Stevil,
seveda doseZemo velike koristi, toda zato je potreben temeljit Studij teorije
gtevil. Po drugi strani pa, ¢e v matemati¢ni program vklju¢imo elementarni
kurz teorije §tevil — bodisi iz tehni¢énih bodisi iz ¢isto izobrazbenih razlogov,
nikakor nismo storili ni¢ napaénega!

RAZVOJNA POT GEOMETRIJE

V na$i bezni razpravi o algebri smo Ze omenili, kako globoko so v geome-
trijo prodrli algebrajski pojmi in metode. Nekatera poglavja iz geometrije se
sploh povsem naslanjajo na algebro. Tako se je npr. Studij geometrijskih mest,
definiranih 'z algebrajskimi ena¢bami, sprva naslanjal izkljuéno na sistem
realnih in kompleksnih $tevil, zdaj pa se, oli§¢en vseh analiti¢nih tendenc, opira
zgolj na algebrajske metode, ki se prilegajo splosnim algebrajskim sistemom kot
obema Kklasi¢nima sistemoma. Zato pa je algebrajska geometrija dobesedno del
algebre. Podobno se kombinatorna topologija mo¢no prilagaja algebrajski cbrav-
navi in je zato nedavno skoraj utonila v algebri, pri tem pa je — kakor Ze
redeno — udinkovala tudi ona nanjo. Dejstvo, da se geometrija ukvarja z last-
nostmi, ki so &esto kaj malo pripravne za algebrajsko obravnavo, je obvarovalo
to staro vejo matematike, da je ni popolnoma nadvladala sodobna algebra. Tako
mnogo geometrijskih poglavij sploh ni oplazila algebrajska tehnika. Ker pa
imajo najvaznejsi problemi na teh geometrijskih podro¢jih desto analiti¢en videz,
se nagibljejo nujno k — analizi. To tendenco kaZeta — tako diferencialna
geometrija kot splosna topologija. V diferencialni geometriji so npr. vezi s kla-
si¢no analizo silno tesne in ve¢ina njenih problemov vodi neposredno k teoriji
diferencialnih ena¢b. Geometrijo so dolgo in nasilno vlekli v dve, navidez na-
sprotni, smeri in se je véasih Ze zdelo, da jo bodo raztrgali na dvoje. V novejSem
dasu pa je poglobljeni $tudij osnov diferencialne geometrije pripeljal do zopetne
zdruZitve algebrajskega in analiti¢nega vidika, kar je bilo tem laZje, ker so
zadeli vlogo algebre in topologije v analizi vedno bolj upo$tevati in ceniti.
Zadnje ¢ase so matematiki tipali za ustrezno potjo do zdruZitve in po mnogih
znakih sode¢ — je to prizadevanje vendarle uspelo. Zdaj je upanje na lep in
uspeSen razvoj geometrije povsem upraviéeno in realno. Ta okoli$¢ina sama pa
odpira hud problem v matemati¢nem pouku, kaj namre¢ vse naj storimo, da
bodo bododi matematiki ta napredek v tako obetajoto smer najprej sami dobro
dojeli in ga nato pojasnjevali drugim. Tega pa — Zal — Se do danes ne vemo. ..

MATEMATICNA ANALIZA

Ker ima matemati¢na analiza, kakor tudi geometrija, opraviti s primeri,
kjer imajo glavno vlogo zvezne spremembe in mejni procesi, se je tega abstrakt-
nega problema lotila od dveh strani. Tako se je pojavil pojem topoloskega pro-
stora kot matemati¢nega sistema, sestojecega iz abstraktnih elementov, imeno-
vanih — tocke. Zgodovinsko je vpeljava tega pojma bila povezana z variacijskim
ra¢unom, pa ima zato bolj analiti¢no kot geometriéno ozadje. Nadaljnji razvoj
splofne topologije — tj. teorije topoloskih prostorov, ter funkcionalne ali
abstraktne analize predstavlja znaéilno in vaZno pridobitev 20. stoletja. To od-
kritje je prineslo mnogo jasnosti — tako v obe geometriji, kakor tudi v analizo,
vendar danes splo$no topologijo smatramo rajsi kot del geometrije kakor
analize, ker imajo njeni glavni problemi znatno vedji pomen v geometriji.
Matemati¢ni sistemi, ki jih sredujemo, so povezali algebrajske in topoloske last-
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nosti tako, da jih ne moremo ve¢ obravnavati samo v okviru splo$ne topologije.
Dejansko bi bilo mogoce definirati moderno abstraktno analizo kot S$tudij
topoloske algebre. Velik del klasi¢ne analize je pred kratkim preSel v tesno
zvezo s teorijo topoloSke algebre in mnogo klasi¢nih problemov je moglo biti
tako osvetljenih v novi luéi in pribliZzanih resitvi. Tako je $tudij diferencialnih
enacb bil formuliran z izrazi topolo§kih linearnih prostorov (ali vektorske
algebre), harmoni¢na analiza pa je bila vpletena v teorijo komutativnih topolo-
Skih grup. Marsikateri sedanji korak naprej v teoriji parcialnih diferencialnih
ena¢b je napravljen z uporabo metod, ki jih daje teorija topoloskih linearnih
prostorov. Po drugi strani pa se je izkazalo kot mogoce, da nekatere topoloske
algebre opifemo z izrazi klasi¢ne analize. Najvidnej$i tak uspeh je bila nedvomno
re§itev petega Hilbertovega problema, da se dajo operacije topologke grupe izra-
ziti s pojmi analiti¢énih funkcij. Pa éeprav je moderna matematika moéno vplivala
s svojimi abstraktnimi nagnjenji na analizo, je ta vendarle ohranila svojo
zivljenjsko vaZnost v razliénih posebnih problemih, posebnih funkecijah in po>-
sebnih funkcionalnih enaébah, zlasti takih, ki se nanasajo na kako uporabo. Zato
pa moramo temu matemati¢nemu podroéju posvecati posebno skrb, s tem da
mu dajemo dol?ni poudarek tako v tradicionalnem kot modernem pogledu.

UPORABNA MATEMATIKA

Vzporedno z uporabnostjo analize je vznikla potreba, da bi se &m bolj
uveljavilo uporabno raéunstvo, brez katerega bi bilo nemogode preiti od teorije
k praksi. V tej potrebi po moé¢nih in uspe$nih raéunskih pomagalih je bil
storjen velik korak naprej z odkritjem in izpopolnitvijo izredno hitrih, zmoglji-
vih in splos$no uporabnih strojev. Ti so prinesli v prakti¢no ra¢unstvo pravcato
revolucijo. Izra¢une, ki bi jim Se pred nekaj leti ne bili kos, moremo opraviti
zdaj v nekaj tednih ali dneh, ¢ée Ze ne celo v — nekaj urah. Vse praktiéne
tezave in omejitve pri dosedanjih ra¢unskih strojih pa bodo poéasi in zanesljivo
odpadle, ko bomo izpopolnili elektronske in druge fizikalno-tehni¢ne stroje.
Z uvedbo teh silnih pomagal pa matematikom ne bo veé treba iskati takih
reSitev, ki jih je mogode ugnati s preprostim ra¢unom ali s skromnim rac¢unskim
strojem, njih naloga bo le: poiskati reSitve z bliskovitim elektronskim racunal-
nikom. Ze se razvija v matematiki nova in posebna veja, ki teoreti¢no in prak-
ti¢no pripravlja programe za moderne raéunalnike. Ta zahteva poznavanje prak-
tiéne ractunske tehnike in njenih logi¢nih vezi, saj je oditno v tesni zvezi s for-
malno logiko. Celoten razvoj metod pri uporabi sodobnih raéunskih strojev
v praktiénem radunstvu sta omogoéila dva va’na napredka — Russelovo in
Whiteheadovo odkritje, da je mogole matematiko spraviti v kalup formalne
logike, in iznajdba vakuumske cevi. Tesne vezi med praktiéno matematiko in
logiko nikakor niso sluéajne, pa bodo s ¢asom Se tesnejSe in globlje. Izredna
zmogljivost sedanjih ra¢unskih strojev ne omogocéa le matemati¢nih in logi¢nih
analiz, kakr$nih Se pred nekaj leti ne bi tvegal nihée, temveé nas tudi Zivo
opozarja na nasprotje med ra¢unsko prakso in miselnim dojemanjem. Ce se vpra-
Sujemo, koliko zmorejo racunski stroji, se moramo vpraSati, ali je mogode
napovedati, koliko zmorejo nasi mozgani, in — ali so tudi na$i mozgani — stroj.
Poraja se $e novo vpraSanje, ali je mogoce, vso matematiko in logiko vskladiti
z nekim programom ustreznih simbolov in njih uporabe. Najnovejsi Studij
logike nam pravi, da je treba na to vpraSanje odgovoriti — negativno. Ugotoviti
je le treba, kaj je mogofe dosedi s Cisto mehaniénimi postopki. Imamo Ze
stroje, ki lahko zastavljajo in dokazujejo preproste matemati¢ne teoreme in
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takoreko¢ igrajo vlogo ¢lovekovega nasprotnika v preprosti igri, nadzornika,
ki ga udi, kako naj bi se iz izkuSenj izogibal starim napakam. Ni torej ¢udno,
¢eprav presenetljivo, da moderen racunski stroj pomaga celo sociologu razisko-
vati ¢loveske lastnosti, primerjajo¢ reakcije posameznikov z drugimi —
v skladu z domnevnimi principi, ki jih je treba preizkusiti. Kakor pri mnogih
drugih uporabah ra¢unskih strojev je tudi tukaj bistveno vazna njihova izredna
sposobnost, da morejo v najkrajSem ¢asu opraviti neverjetno mnogo racunskih
operacij, kajti samo tako je mogole raziskati izpreminjanje velikega Stevila
spremenljivk in parametrov. Prav to dejstvo opravi¢uje uporabo matematié¢nih
rad¢unalnikov zlasti v tistih problemih, v katerih nastopa preve¢ spremenlijivk
in parametrov, da bi jih mogli reSevati z obi¢ajnimi formulami, ki pa spet niso
veliki tako, da bi jih asimptotiéno ocenili. Tako bi prakti¢no resevanje $tevilnih
problemov - iz gospodarske matematike in linearnega programiranja bilo ne-
mogote brez sodobnih ra¢unskih strojev, ne zato, ker je matemati¢na pot do
re§itve tezka in zapletena, temveé zato, ker je §tevilo neznank, ki se pojavlja,
tako veliko.

- RAZVOJ V SODOBNI LOGIKI

‘Ko smo pravkar pokazali na odnose med tehni¢no matematiko in logiko,
se morda le ne bomo preve¢ oddaljili od obravnavane vsebine, ¢e si ogledamo
razvoj v sodobni logiki. Ko smo se ze ustavili ob fundamentalnih znanstvenih
prispevkih Russela in Whiteheada, se moramo poslej drzati Hilbertove smeri,
ki je med slavne probleme, ki jih je bil nacel, vpletel leta 1900 tudi vprasanje,
ali je mogocée dokazati, da obstaja vsaj eno popolno in zakljuéeno matemati¢no
podroéje. Trideset let nato je Godel iznenadil ves matemati¢en svet z briljant-
nim dokazom, da — ¢e obstaja k sistem, ki vsebuje tako imenovani funkcionalni
logi¢ni radun in aritmeti¢ne aksiome — potem mora biti nepopoln v tem smislu,
da je v njem kak aritmeti¢en izrek, ki ga v njem sicer lahko formuliramo,
dokazati ga pa ne moremo — niti ne pobiti. Prav tako razburljivo odkritje sta
doprinesla Church in Turing, da namre¢ ni mogole predpisati sistemati¢nega
postopka, po katerem bi bilo mogoce dolociti, ali je mogole posamezne izreke
v teh sistemih dokazati ali ne. Da bi te svoje izsledke izrazil na precizen in
prepri¢ujo¢ naédin, se je Turing odlo¢il — opisati neki zamisljen in ustrezen
stroj. Tako je kot prvi pokazal na zvezo med osnovnimi problemi logike in
teorijo ra¢unskih strojev. Church in Turing sta torej bila prva, ki sta namignila,
da logike in matematike ne moremo spraviti v $ablonski naért operacij s sim-
boli, da so torej stvari, ki jih zmore ¢loveski razum — ne pa noben radunski
stroj. To nasprotje, ki smo ga Ze poudarili pri obravnavanju zunanjih simbolov
in notranjega dojemanja, je najbrz tudi v zvezi z logi¢nimi pojavi, ki sta jih
odkrila Church in Turing, ter utegne biti dejansko zakoreninjeno v razliki med
razumom in strojem.

VERJETNOST IN STATISTIKA

Kakor je logika nastala iz preudevanja deduktivnega razmisljanja, sta se
teorija verjetnosti in statistika zaceli s poiskusi, da bi izrazili procese induk-
tivne povezanosti. Ta teorija se zadenja Ze v 16. stoletju, ko so napravili prve
matematiéne analize iger na srefo, mo¢no se je pa razvila proti koncu 19. sto-
letja. Zelo uspe$no so jo nato uporabili v teoriji napak pri merjenju, v teoriji
plinov ter v $tevilnih biologkih in aktuarskih (zavarovalnih) problemih. Dvajseto
stoletje je mocno razsirilo tehniéni razvoj teorije verjetnosti in statistike, kakor
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