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5" > OBIORNIK ZA MATEMATIKD IN FIZIKD e

~/O AKSIOMATICNI UTEMELJITVI VERJETNOSTNEGA
RACUNA z §

s 5,-3 .'-_'L}E ;
RAJKO JAMNIK )

V Obzorniku je bila Ze nekajkrat beseda o aksiomatié¢ni utemeljitvi te ali
one matematicne discipline.! 'V citiranih sestavkih gre za sploSna razglabljanja,
ob katerih se avitor ne utegne podrobneje ukvarjati s kakSnim posebnim pri-
merom, ce ne Stejemo sem sklicevanja na evklidsko geometrijo. Pri tej je
aksiomati¢na pot znana vsakemu bravcu. Vendar se nam zdi, da ne bo odveé,
Ce jo pokaZemo Se pri verjetnostnem racunu, torej na primeru, ki je, deprav
ne dosti, vendar nekoliko manj vsakdanji od geometrije. V tem smislu je vse-
bina prid¢ujodega ¢lanka ilustracija usfreznih izvajanj v omenjenih prispevkih
dr. N. Prijatelja. Obenem pa pomeni dopolnilo sestavka dr. A. Vadnala »O defi-
nicijah matematic¢ne verjetnosti«.?

Pot, ki jo bomo ubirali pri aksiomati¢ni utemeljitvi verjetnostnega raduna,
je povsem analogna z ustreznim ravnanjem v geometriji. Za to so dobri razlogi.
Kot geometrija operira tudi verjetnostni rac¢un s pojmi, prevzetimi iz izkustva.
Teh pojmov ne bomo definirali eksplicitno, ampak s primerno izbranimi
povezavami med njimi. Teh vezi pa si ne bomo mogli izmigljati svojevoljno,
ampak nam jih bo sugeriralo izkustvo. V iskanju osnovnih povezav bo pogla-
vitno naSe delo. Na koncu sestavka bomo Se pregledali, kaksno podobo dobe
v aksiomati¢ni kocepciji najvaznejSe tvorbe verjetnostnega racuna.

1.

Osnovna -objekta verjetnostnega racuna sta poskus in dogodek. V vsakda-
njem govoru obe besedi, tako kot veéina drugih, nimata toéno dolofenega
pomena. Priblizno bi ju lahko opisali takole: Naj bo K mnoZica dejstev, ki
zmeraj nastopajo hkrati. Vsaka realizacija mnoZice K je poskus, recimo a. Ce
eksistira Se kakSno dejstvo A, ki hkrati z mnoZico K lahko nastopi ali ne
nastopi, je A dogodek. S tem dokaj meglenim opisom se bomo zaenkrat za-
dovoljili, v nadaljnjem pa se bomo precej ubadali prav s tem, da bomo natanéno
opredelili pomen besed »poskus« in »dogodek« v verjetnostnem rac¢unu

Zac¢nimo kar z dogodki! Med dogodki definiramo nekaj relacij. Ker sodimo,
da so te relacije bravcu poveclini znane, jih bomo nasteli, ne da bi navajali kaj
dosti primerov; pa¢ pa bomo povsod zabeleZili lastnosti relacij.

1. Ce sta dogodka A in B taka, da se vselej obenem z dogodkom A zgodi
tudi dogodek B, pravimo, da je dogodek A nacdin dogodka B, in zapiSemo

ACB = (1)
! Dr. N. Prijatelj, Nicolas Bourbaki, Obzornik VII/4, 1960, str. 145—150; O rela-

cijah, Obzornik VIII/4, 1961, str. 155—161.
? Obzornik IV/3, 1955-56, str. 97—104.



Binarna relacija »nacin« je ofitno refleksivna:

[REF[ RO AcA
in tranzitivna:
iz AC B, Bc(C sledi ACC

2. Ce je dogodek A nac¢in dogodka B, Se ni redeno, da se zgodita A in B
zmeraj hkrati, saj ni nujno, da je tudi B € A. Ce pa sta dogodka A in B taka,
da je AC B in B € A, pravimo, da sta dogodka A in B ekvivalentna. Pri do-
godkih nas bo zanimalo le to, kolikokrat se zgode. S tega glediS¢a pa je
razlikovanje med ekvivalentnimi dogodki nepotrebno, saj se zmeraj zgode
hkrati. Zato bomo smatrali ekvivalentne dogodke za med seboj enake; tore]

iz AcB, Bc A sledi A=B (2)

Relacija enakosti je seve refleksivna, simetriéna in tranzitivna. Cbenem pa
pomeni dogovor (2), da je relacija »nacin« antisimetri¢na.

3. Med dogodki ima posebno mesto tisti, ki se zgodi v vsakem poskusu;
reCemo mu gotov dogodek. Vsi gotovi dogodki so med seboj enaki, zato bomo
vsak gotov dogodek oznadili z istim znakom, in sicer z U. Podobno je z dogod-
kom, ki se ne zgodi v nobenem poskusu in ga zato oznadujemo zmeraj z V.
Dogodek, ki ni niti gotov niti nemogoc, je slucajen. Ocitnc velja za vsak slu-
C¢ajen dogodek A relacija

VCACU

4. Vpeljimo med dogodki dve rac¢unski operaciji!

A. Dogodek, da se od dogodkov A in B zgodi vsaj eden, imenujemo vsnto
dogodkov A in B; oznad¢imo ga z znakom

AUB (3)
Analogno je A, U A, U... UA4, dogodek, da se zgodi od dogodkov 4., A.....,
Ay, vsaj eden.
B. Dogodku, da se zgodita dogodka A in B hkrati, reCemo predukt do-
godkov A in B; zanj uporabljamo znak
Prav tako je 4, N A, N ... NA, dogodek, da se zgode dogodki A4,, A.,..., A,
hkrati. |

Za vsoto in produkt od¢itno veljata komutativnostni in asociativnostni
zakon:

AUB=BUA ANB=BnNnA (9)

(AUB)UC = AU (BT C) (ANB)NC = A4AN{BNC) (6)



Asociativnostni zakon smo potihem Ze upostevali pri oznadevanju vsote in pro-
dukta ve¢ kot dveh dogodkov; zaradi njega so namre¢ cklepaji odveé. Nekoliko
manj na dlani je dejstvo, da veljata kar dva distributivnostna zakona-

(AUB)NC = (ANC)U(BNC) (7)
(ANB)UC = (AUC)N(BUC) (8)

PokaZzimo za primer, da velja zakon (7)! Njegova leva stran je dogodek,
da se hkrati zgodita dogodka 4 UB in C. V sploSnem se lahko zgodi na ftri
nacine: tako, da se zgodita dogodka A in C hkrati; tako, da se hkrati zgodita
dogodka B in C; in koné¢no tako, da se zgode hkrati vsi trije dogodki A, B in C.
Zadnji nain pride v poStev seve le tedaj, kadar se moreta zgoditi dogodka A
in B hkrati. Desna stran zakona (7) pa je dogodek, da se zgodi vsaj eden od
dogodkov A N C in B N C. Ta dogodek se oCitno zgodi na iste tri nadine kot
dogodek na levi strani zakona (7). Torej se zgodita dogodka na levi in na desni
strani zmeraj obenem in sta zato enaka. Na podoben nadin se preskusi zakon (8).

Nadalje je o¢itno, da

iz ACB sledi AUB=B, AnB-=4

Ce je B = A, sledi od tod
AUA=A4 AN A=A

9. Dogodka A in B imenujemo nezdruzljiva, ¢e se ne moreta zgoditi hkrati,

to se pravi, Ce je
ARE=Y (9)
Ce je razen tega Se
AUB=1, (10)

pravimo, da sta si dogodka A in B nasprotna ali da je dogodek B negacija do-

godka A. Negacijo dogodka A bomo v bodode oznadevali z znakom A.

Obe relaciji (nezdruZljivosti in nasprotnosti) sta simetri¢ni in irefleksivni.
Nadalje velja

(AUB)=AnB (11)

(ANB)=AUB (12)

Za vzorec preverimo formulo (11)! A U B je dogodek, da se zgodi VSaj
eden od dogodkov A in B. Njegova negacija je torej dogodek, da se ne _z_gcrdi

niti A niti B. To pa ni ni¢ drugega kot dogodek, da se zgodita obenem A in B.
6. Dogodek A je sestavljen, ¢e je mogoce najti taka nezdruzljiva dogodka
B in C, da je
A=BUC

Za dogodek, ki ni sestavljen, retemo, da je elementaren.
1. Za bodoco rabo definirajmo Se dve mnoZici dogodkov. V prvi mnozici

S—={4,4,... 4,"
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naj bodo dogodki taki, da se v vsakem poskusu zgodi natancno eden od njih;
to se pravi, da je

Aﬁ' N AJ’:V (i:jr_':l??-'}*'*:n‘; ?’:1:.?)
Al UAE U..QUA?;:U

Tako mnozZico imenujemo popoln sistem dogodkov.
Mnozici O dogodkov A, B, C, ... pa predpisimo takole strukturo:
I.iz A eO sledi A €O ;

II. iz A, BeO sledi ANBeO.
Za mno¥ico O s to strukturo reéemo, da je obseg dogodkov.

Br? vidimo, da spadata v O zmeraj dogodka V in U.

Res: Naj bo A € O ; tedaj je zaradi I tudi AcOinzaradiII §e AN A =
=V € O ; od tod sledi zaradi I se V=UceO.

Prav tako iz 4, B € O sledi, da je A UB € O. |

Po I namre¢ dobimo 'Z,_é e O, od tod po I ANBeO in po formuli (11)
(A U B) e O. Upostevajmo Se enkrat zahtevo I, pa' dobimo iz zadnjega re-
zultata A U B € O, tako kot smo trdili.

Naj bo S = { A A, ..., A, "} popoln sistem dogodkov. Sistemu dodajmo
Ye vse mogode vsote dogodkov iz S in nemogoé¢ dogodek! Tako dobimo obseg
Os, ki vsebuje popoln sistem: S. V obsegu Ogs je toliko dogodkov, kolikor je
vseh podmnoZic mnoZice S, torej 2" Na opisani nadin najpreprosteje pridemo
do obsega dogodkov. Vzemimo za primer najmanj$i popoln .sistem S5; tega
sestavljata le dva dogodka, namre¢ dogodek A in njegova negacija A. Edina
mozna vsota je potem A U A = U, zato sestavljajo obseg Oy le §tirje dogodki:

V, A, A in U. Omenimo $e trivialni primer obsega, namrel obseg, v katerem
sta le dogodka U in V; le-ta je prakti¢no nepomemben.

Za verjetnostni radun so pomembne samo naStete relacije med dogodki,
njihova individualna narava pa prav ni¢. Aksiomati¢no vzeto so tore} dogodki
definirani prav s temi relacijami. Ni se teZko prepric¢ati, da veljajo navedene
relacije med podmnozicami poljubne mnozice U. V ta namen moramo samo
prevesti pojme v zvezi z dogodki v jezik teorije mnoZic, pa bo postala trditev
neposredno razvidna. Sestavimo torej ta slovar!

Pri dogodkih: Pri podmmnoZicah:
Gotov dogodek U Vsa mnoZica U
Nemogoc¢ dogodek V Prazna mnoZzica V
Dogodek A je nacin dogodka B PodmnoZica A je podmnoZica podmno-
Zice B
Dogodka A in B sta enaka PodmnoZici A in B sta enaki
Vsota dogodkov A in B Unija podmnozic A in B
Produkt dogodkov A in B Presek podmnozic A in B
Nezdruzljiva dogodka A in B Med seboj tuji podmnozici A in B
Nasprotna dogodka A in B Komplementarni pidmnozici A in B
Elementarni dogodek FElement mnozice U
Popoln sistem dogodkov Sistem razredov mnoZice U
Obseg dogodkov Obseg podmnoZic mnozice U
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Ni re¢eno, da predstavljajo podmnozice poljubne mnozice U edini model
za mnozico dogodkov; toda zelo koristno je, ¢e se odlo¢imo prav zanj, tako kot je
v geometriji zelo ploden aritmetiéni model, torej analiti¢na geometrija. V bodoce
nam bodo zato dogodki podmnoZice neke abstraktne mnozice U.

Urediti moramo Se vprasanje: Ali so dogodki vse podmnozice mnozice U
ali samo nekatere? Ce je mnozica U koné¢na, ni posebnih teZav, ¢e vzamemo za
dogodke vse njene podmnoZice. Pri neskonc¢ni mnozici U pa bi bilo dostikrat
nerodno, pa tudi nepotrebno, obravnavati kot dogodke vse podmnozice. Zato
se v takem primeru pogosto omejimo na primerno izbran del podmnoZic. Seve
morajo tvoriti izbrane podmnoZice obseg, da jih lahko nemoteno sestevamo in
mnoZimo. Se veé¢ zahtevamo: Izbrani obseg B podmnoZic mora biti tak, da

iz A, A,, A,,...€B sledi A, nNA, N An...eB

S to zahtevo smo poostrili pogoj II iz definicije obsega. V obsegu B je tore]
neomejeno izvedljiva operacija Stevno mnogo presekov in zato tudi operacija
$tevno mnogo unij. Obsegu B s to lastnostjo bomo rekli Borelov obseg. Vsak
obseg podmnoZic kon¢ne mnozZice imamo lahko za Borelov obseg, saj nas v njem
Stevni presek gotovo ne privede iz obsega.

Zdaj pa Ze lahko natan¢no povemo, kaj so dogodki:

Dana naj bo abstrekina mnoZica U in neki Borelov obseg B njenih pod-
mnoic. MnoZica U je gotov dogodek, njeni elementi e so elementarni dogodki,
elementi obsega B pa dogodki.

| Kadar torej v aksiomati¢ni koncepciji govorimo o dogodkih, nam je zmera]
pred oémi mnoZica U in Borelov obseg B njenih podmnozic. Zats je smotrno
zdruziti oba podatka v skupno tvorbo (U, B); tej tvorbi re¢emo merljiv prostor.

2.
Zdaj, ko vemo, kaj so dogodki, si vzemimo na piko njihovo verjetnost.
Zanjo sta znani dve definiciji:
1. klasi¢na: Ce je dogodek A vsota r dogodkov iz popolnega sistema, v ka-
terem je s dogodkov, je verjetnost p (A) dogodka A enaka

P
p(A) = — (13)

S
2. statisti¢na: Ce se v n enakih poskusih zgodi dogodek A m-krat, je

verjetnost dogodka A

p (A) = lim — (14)

1 ~—> % T

Iz definicij (13) oziroma (14) se zlahka dobe naslednje lastnosti verjetnosti:

0<Lp(4) L1 (15)

Sl p(V)=0 p(U) =1 (16)
' p(AUB)=p(4) +p(B)—p(A N B) (17)

p (A) =1—p (A) (18)
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Formula (17)) je posebno preprosta, ¢e sta dogodka A in B nezdruZljiva; tedaj
je namrec -

p(A UB) =p(4) + p(B) (19)

NaStete lastnosti verjetnosti so braveu gotovo znane, zato se ne bomo mudili
z njihovim dokazovanjem. -

Preden definiramo verjetnost aksiomati¢no, razmislimo, kaj je pravzaprav
naloga verjetnostnega racuna! Osnovno nalogo lahko na kratko oértamo takole:
Znane so verjetnosti dogodkov A, B, C, ... Iz njih je treba izra¢unati verjetnosti
dogodkov, ki so z dogodki A, B,C,... v zvezi. Poudarek je torej na racunanju
z danimi verjetnostmi, ne pa na dolo¢anju le-teh. Zato je za verjetnostni racun
kot matemati¢no disciplino brez pomena, kako so nastale izhodne verjetnosti;
vazno je le, kako se vedejo pri rac¢unanju. Za verjetnost, definirano klasi¢no ali
statisticno, nam to kazejo formule (15) do (19). Iz teh formul pa obenem raz-
beremo pot za aksiomati¢no definicijo verjetnosti: -

Dan naj bo merljiv prostor (U, B), Vsakemu dogodiu A € B priredimo
Stevilo p (A), ki naj ustreza pogojem

I. p(A) 20 za vsak A ¢ B
III. Ce sta dogodka A in B mnezdrusljiva, je p (A U B) = p (4) + p (B).
S‘tevilo p (4) s temi lastnostmi je verjetnost dogodka A.

To je aksiomati¢na definicija verjetnosti, kakrsno je dal leta 1933 A. N.
Kolmogorov.?

Pri tej definiciji nas najprej zbode v ofi dejstvo, da je sistem aksiomov
I—III zelo skromen, saj smo od lastnosti (15) do (19) uporabili le majhen del.

Vendar se ni tezko prepricati, da iz aksiomov I—III slede vse lastnosti (15)
do (19).

Storimo to! Najprej pokaZimo, da
iz A cB sledi p (A) £ p (B) (20)

Res, ¢ce je A € B, lahko najdemo tak dogodek C, da je AN C =V in
A U C = B. Po aksiomu III je tedaj p (4) + p (C) = p (B) in

p (4) = p (B) —p (C)

Po aksiomu I je p (C) > 0 in zato p (4) £ p (B), tako kot smo trdili.

Iz lastnosti (20) dobimo takoj drugi del ocene (15), namret p (A) L 1 za
vsak A € B. Treba nam je le upostevati, da je A ¢ U za vsak A € B.

Tudi zvezo p (V) = 0 bomo brZ dokazali. O¢itno lahko pifemo

=0U0UV

* A. N. Kolmogorov, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin 1933.
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Tu je desna stran vsota dveh nezdruZljivih dogodkov, zato je po aksiomu III

p (U) =p (U) + p (V),
torej p (V) = 0.

Kako je s formulo (18)? Iz zveze
U=AUA
sledi po aksiomih II in III

1=p(U) =p (4 + p(4);
to pa je Ze formula (18).

Dokazimo Se veljavnost formule (17)! Naj bosta A in B poljubna dogodka.
Izrazimo dogodka A U B in B takole:

AUB=AU(AN B)
B = (A NB)U(AN B)

_Dog_cadka Ain A N B sta nezdruZljiva, prav to pa velja tudi za dogodka A nB
in A N B. Zato je po aksiomu III

p (AUB) =p(4) + p(An B)
p(B) =p(AnB) +p(AnB)

Odstejmo drugo enac¢bo od prve:
p(AUB)—p(B) =p(4)—p(ANn B)

pa smo pri relaciji (17).
Torej res iz aksiomov I—III slede vse lastnosti (15) do (19).

Pri sistemu aksiomov nas navadno skrbe tri redi: prvig, ali so aksiomi med
seboj neodvisni; drugic, ali je sistem neprotisloven; in tretji¢, ali je sistem
popoln. Kako je v tem pogledu s sistemom aksiomov Kolmogorova? Hitro se
vidi, da so aksiomi med seboj neodvisni. Vzemimo obseg, ki ga sestavljajo
dogodki V, A, A in U ter postavimo p(V) =p(4) = p (4) =0,1 in p (U) = 1;
prva dva aksioma sta v tem primeru izpolnjena, tretji pa ne, ker » (4) + p (4) ==
=+ p (U). Ce pa vzamemo p (V) = 0, p (4) = p (Z) = 0,25 in p (U) = 0,5, sta izpol-
njena prvi in tretji aksiom, drugi pa ne. In konéno ustrezajo Stevila p (V) = 0,
p(Ad) = —1, p(A) = 2, p(U) =.1 drugemu in tretjemu aksiomu, prvemu pa ne.
Da sistem ni protisloven, razberemo iz dejstva, da mu ustreza verjetnost, de-
finirana na klasi¢ni ali na statistiéni nadin. Pa¢ pa sistem ni popoln, saj lahko
dan merljiv prostor (U, B) na razliche nadine opremimo z verjetnostmi. Da :o
uvidimo, vzemimo, da je U =4 e,, e,,...,e, } in B sistem vseh podmnoZic mno-
zice U. Izberimo si poljubna nenegativna Stevila p,, p,, . . ., Pn, ki ustrezajo pogoju

pl_l_pﬂ‘—:f_...—i—pn:].
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in postavimo
pi=ple) (=12..,n);

za A = { e, e, ..,ei, ! panaj bo
PplA) = Disy, = D T .u. T Dy

V vsakem takem primeru (in oditno jih je neskonéno mnogo) so izpolnjeni vsi
aksiomi Kolmogorova. Pogosto imamo nepopolnost sistema za lepotno napako,
tu pa je prav narobe: V uporabah se sreamo z nalogami, pri katerih je treba
obravnavati isti merljivi prostor (U, B), toda z razli¢nimi porazdelitvami vei-
jetnosti; v takih primerih nam pride nepopolnost sistema aksiomov kar prav.

Z aksiomi I—III prav lepo shajamo, ¢e je mnoZica U koné¢na. Ce pa je U
neskonéna mnoZica, si navadno delo olajSamo tako, da sistem aksiomov po-
ostrimo. To storimo s tem, da aksiom III zamenjamo z zelo utemeljenim
aksiomom. o zveznosti:

Ce je zaporedje dogodkov B,, B,,B,, ... padajocte:
B, O.B, 2 B, D .
in je produkt teh dogodkov nemogoé dogodek:

Blntntn-..:V,
Je |
Iimp (B =0

N3

Z aksiomom o zveznosti torej zahtevamo nekako tole: Ce se dogodek
zadosti malo »razlikuje« od nemogocega dogodka, mora biti tudi njegova ver-
jetnost tako malo razlitna od verjetnosti nemogocega dogodka, kot le ho¢emo.
Ocitno je ta zahteva kaj naravna.

Izkaze se, da je aksiomu o zveznosti ekvivalentna naslednja lastnost
verjetnosti:

Ce so dogodki A,, A,, 4,, ... paroma nezdruljivi, je
p(A, U AU A U..)=p(4) +p(d) +pd,) +... (21)

Dokazu te trditve se bomo odrekli.

Relacija (21) je zelo sorodna z aksiomom III, le nekoliko ostrejSa je. Ker
je tako podobna aksiomu III, bomo ta aksiom nadomestili prav z njo. Ce je
torej mnozica U neskonéna, priredimo v merljivem prostoru (U, B) vsakemu
dogodku A tako Stevilo p (4), da je |

I. p(4A) >0 za vsak A ¢ B
I, pill) =1

IlTa. p(AtUA,UA,U..)=p(4) + p(4,) +p (4, + ... za poljubne pa-
roma nezdruzljive dogodke A, A,, 4.,... iz B.
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Tako smo vsakemu elementu iz obsega B priredili neko realno gtevilo
p (4). Kolicina p (A) je potemiakem enoli¢cna realna funkcija z definicijskim
obmoc¢jem B. Seve ne gre za povsem navadno funkcijo: Argument funkcije
v (A) ni Stevilo ali, geometrijsko govorjeno, tocka, ampak neka mnozica; zato
tudi reCemo, da je p (4) funkcija mnozice. Ta funkcija je zaradi aksioma I
nenegativna; ker usfreza aksiomu IIl a, pravimo, da je totalno aditivna. Ne-
negativno in totalno aditivno funkcijo mnoZice imenujemo na kratko mero. Ce
ustreza mera Se pogoju II, reCemo, da je normirana. V tej terminologiji lahko
prav na kratko povemo, kaj je verjetnost:

Verjetnost p je normirana mera, definirana na merljivem prostoru (U, B).

Merljivemu prostoru (U, B), v katerem je definirana mera p, reemo
prostor z mero in ga oznaéimo z znakom (U, B, p); s tem nakaZemo vsa dolo-
Cila prostora. Prostor z mero, v katerem je mera verjetnost, pa imenujemo ver-
jetnostni prostor. Ker je verjetnost mera, ima vse lastnosti, ki odlikujejo mere
nasploh. Te lastnosti so dokaj dobro proucene. Zato korist od opisanega nacina
aksiomatizacije verjetnostnega raduna ni le nadéelna, namre¢ v dejstvu, da je
z njo verjetnostni racun solidno utemeljen, ampak tudi prakti¢na: tako aksio-
matizirani teoriji verjetnosti so postala s tem dostopna vsa sredstva teoriie
mere. To pa ne pomeni tako malo.

Dolzni smo Se odgovor na vprasanje, kaj je v aksiomati¢ni koncepciji
poskus. Preden odgovorimo nanj, pomislimo, kaj nas pri poskusu pravzaprav
zanima. Dve stvari sta to: kateri dogodki se morejo pri poskusu zgoditi in kako
je porrazdeljena verjetnost po moznih dogodkih. Na prvo vpraSanje odgovorimo
tako, da navedemo popoln sistem U elementarnih dogodkov (izidov) za dan
poskus in da Stejemo za dogodke vse elemente nekega Borelovega obsega B
podmnozic mnozice U. Na drugo vpraSanje pa nam daje odgovor verjetnostna
mera p (4), definirana na obsegu B. Skratka, vsak poskus a nam dolo¢a neki
verjetnostni prostor (U, B, p). Velja pa tudi obratno: Vsak verjetnostni prostor
imamo lahko za agregat podatkov o nekem poskusu. Z aksiomatiCnega glediSca
je zato razlikovanje med poskusi in verjetnostnimi prostori odved. Torej lahko
recemao:

Poskus je verjetnostni prostor.

S tem je definiran tudi drugi osnovni objekt verjetnostnega racuna.

3.

V tem razdelku bomo na kratko opisali, kako opredelimo v aksiomati¢ni
koncepciji druge pomembne objekte verjetnostnega racuna.

Pri poskusu so izidi pogosto oznaceni s Stevili. Mnozico vseh izidov imamo
lahko za zalogo vrednosti neke spremenljivke. Katero vrednost ta spremenljivka
zavzame, je odvisno od sludaja; zato retemo tej spremenljivki sluéajne spre-
menljivka. Zanjo vemo, katere vrednosti lahko zavzame in kako je po teh
vrednostih porazdeljena verjetnost. Drugace refeno, slucajna spremenljivka je
dolo¢ena z zalogo vrednosti in s porazdelitvenim zakonom. |

Ce je zaloga vrednosti slucajne spremenljivke a kveéjemu Stevna mno-
zica{ a,, @, @4, ... [, je porazdelitveni zakon podan najbolj naravno, ¢e na-
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vedemo verjetnost px za to, da zavzame sludajna spremenljivka a vrednost «j
(=123 50

pr = p (ax) = p (o = ag) (22)

Kadar pa je zaloga vrednosti neStevna mnozica, ni mogoce zapisati porazdelitve-
nega zakona v obliki (22). Pri takih sludajnih spremenljivkah & se zadovoljimo
s tem, da za vsako realno Stevilo x povemo, kolika je verjetnost za to, da je
& < z. Vsakemu realnemu Stevilu x je s tem prirejeno Stevilo

F(z) =p (¢ <a) (23)

Funkcija F (x) je tako imenovana porazdelitvena funkcija sluéajne spremen-
ljivke & Razume se, da je mogoce dobiti porazdelitveno funkcijo tudi iz za-
kona (22): njeno vrednost pri danem x izradunamo tako, da seStejemo vse
tiste pg, za katere je ar << x. ‘

Poskuse je najlaZe obravnavati, ¢e so izidi oznadeni s $tevili. V takem
primeru se delo reducira na proucevanje slucajne spremenljivke, ki poskus
popisuje, torej na obravnavanje neke mnozice Stevil. Seveda lahko vsak poskus
prevedemo v tako obliko: treba nam je le vsak izid poskusa na primeren nadin
oznaciti s §tevilom. Natanéneje povedano: Naj bo poskus (U, B, p); vsakemu
e € U priredimo realno stevilo f (¢). Da bomo dobili slu¢ajno spremenljivko, mora
biti predpis tak, da je mogocfe za vsako realno Stevilo x povedati, kolika je
verjetnost mnozice A, tistih e, za katere je f (e) <x. Drugace receno, za vsako
realno Stevilo x mora biti definirana porazdelitvena funkcija

F(x)y=p(As) =p(e:f(e) <x) (24)

Ker imajo verjetnost natan¢no vse mnozice iz obsega B, lahko to zahtevo for-
muliramo tudi tako, da reéemo: Za vsako realno §tevilo x mora biti

A, e€eB (29)

- S predpisom, ki prireja vsakemu e € U §tevilo f (e), je definirana na mno-
zici U enoli¢na realna funkcija. Za razliko od funkcije p (4) je f(e) funkcija
toCke, saj je njen argument zmeraj element mnoZice U, ne pa kaks$na druga
njena podmnozica. Ker ustreza funkcija f(e) zahtevi (24) oziroma (25), pra-
vimo, da je funkcija merljiva. In na dlani je, da je f (e) sluéajna spremenljivka,
saj je znana njena zaloga vrednosti in porazdelitvena funkcija. V nad kon-
cepciji je torej slufajna spremenljivka merljiva funkecija, definirana na mno-
zici U.

Pri sluéajnih spremenljivkah imajo poseben pomen nekatere njihove
Stevilske karakteristike: matematiéno upanje, disperzija itn. Kot je znano, je
matematiéno upanje M (&) sluéajne spremenljivke &, ki lahko zavzame vrednosti
Xy, Xy, - « o T Z Verjetnostmi py, p,, . . ., Py, definirano s predpisom

M (&) = X xxpx (26)
k=1

Slu¢ajno spremenljivko &, ki zavzame le n vrednosti, imamo lahko za
»stopnicasto« funkcijo f (e), definirano na mnoZici U. To se pravi, mnoZico U
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je mogole razcepiti v sistem razredov A, A,,... A, tako, da je za vsak k
od 1 don |

fle) =xr (e € Ag)

p (Ax) = pr

Izraz na desni strani relacije (26) nas po obliki zelo spominja na doloCeni
integral stopnicaste funkcije.* Razlika je le v tem, da je vlogo dolZine prevzela
mera p. Ker je dolZina tudi mera, ta razlika ni tako velika, kot bi se utegnilo
zdeti na prvi pogled. Zato bomo imenovali izraz

n
> Xk Dk
K =1

integral stopnicaste funkcije & = f (e) na mnozici U po meri p.

Za poljubno omejeno merljivo funkcijo f (e) pa definiramo integral takole:
Naj boa £ f (e) < b za vsak e € U; razdelimo interval a £ x £ b's to¢kami

a=$g<$1<x2<...<$ﬁﬂb (27)
1n oznacimo
pr=pAr) =pe:xr—1 < f(e) <xx)

Zdaj tverimo vsoti

5 ==
K

L1 Pk

n
= 1

n
SZZ Xk Pk
k=1

Vsoto s imenujemo spodnjo, vsoto S pa zgornjo. Kot pri Riemannovem integralu
se izkaZe tudi tu, da je mnozica spodnjih vsot, tvorjenih pri vseh mogocih
delitvah (27), navzgor omejena, mnoZica vseh zgornjih vsot pa navzdol omeiena
in da je sup s =infS. To skupno vrednost imenujemo Lebesguov integral
funkcije f (e) na mnoZici U po meri p; oznacujemo ga z znakom

[ fadp (23)
U

V kaksSni zvezi je integral (28) z matemati¢nim upanjem slucajne spre-
menljivke & = f (e)? Spodnja vsota s je ofitno matemati¢no upanje stopnicaste
slu¢ajne spremenljivke, ki ni nikjer ve€ja od &, zgornja vsota S pa matemati¢no
upanje stopnidaste sluéajne spremenljivke, ki ni nikjer manjSa od & Torej je
za vsako delitev (27)

sLME LS

* Prim.dr. I, Vidav, O definiciji doloCenega integrala, OCbzornk VIII/2, 1961,
str. 49—54.
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To pa pomeni, da je za poljubno omejeno slu¢ajno spremenljivko & = f (e)

M@= [ f)dp (29)
U

Razdirimo definicijo Lebesguovega integrala Se na neomejene merljive
funkcije f(e)}! Ravnajmo takole: Izberimo si poljubni realni Stevili ¢ in b fer
stvorimo funkeijo-

fle), a<f(e)<b

fav () =
0 drugod

Funkcija fus () je omejena in merljiva, zato ima Lebesguov integral. Ce eksi-

stira kon¢na limita tega integrala pri pogoju @ -—— o0, b— ¢, jo vzamemo za

integral merljive funkcije f (e):

[f@dp= lim [ fu(e)dp
2 ol
Ta integral spet ni ni¢ drugega kot matematiéno upanje sludajne spremenljivke
& = f (e). Torej velja splosno:
Matemati¢no upanje slu¢ajne spremenljivke & = f (e) je Lebesguov integral
funkcije f (e) na mnozici U po meri p.
Podobno velja za druge Stevilske karakteristike slucajne spremenljivke
§ = f (e). Tako je disperzija |

/

D@ = [ ) —M©Pdp

U

in moment reda n glede na vrednost a:

pn (@) = [ If () —a]* dp
U

Koncéno si oglejmo Se, kaj je v. aksiomatiéni koncepciji trenutno najbolj
aktualna tvorba verjetnostnega ratuna — slu¢ajni proces. Slucajni proces & (t)
je funkcija realne spremenljivke ¢, in sicer taka, da je pri vsakem moZnem 1
»vrednost« funkcije neka slucéajna spremenljivka. Torej lahko tudi reéemo, da
je sluCajni proces enoparametri¢na familija slué¢ajnih spremenljivk. V uporabah
je ta parameter navadno ¢as in sludajni proces sludajna spremenljivka, ki se
s ¢asom spreminja.

Videli smo Ze, da je slu¢ajna spremenljivka v na8i koncepciji merljiva
funkcija, definirana na mnozici U, Potemtakem je sludajni proces & (t) funkcija
dveh spremenljivk: e in ¢,

$(t) =7 (et),

in sicer taka, da je pri vsakem moZnem ¢, funkcija f (e, t,) merljiva z mero p.
Ce namesto ¢ fiksiramo spremenljivko e, dobimo realno funkcijo realne spre-
menljivke f (e, t), tako imenovano realizacijo sludajnega procesa. Tej funkeiji
ne predpisujemo nobenih posebnih lastnosti, vendar je, vsaj v uporabah, precej
pohlevna.
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