
\
OBZORNIK
ZA MATEMATIKO

IN FIZIKO

LJUBLJANA

1962

IX. št. 3



VSEBINA

Članki Stran

O aksiomatični utemeljitvi verjetnostnega računa (R. Jamnik). . . . 97

O poslednjem Fermatovem problemu (A. Suhadolc) . ..:. . . . 109

Termonuklearna energija (R. F. Post — prev. M. Stanovnik) . . 114

Paradoks ur v teoriji relativnosti (J. Strnad) . . . . . . 128

Novice

Sodilo deljivosti in njegova usoda (F. Križanič). . . . . . . 134

Domače vesti

Višji predavatelj Albin Žabkar (A.Kuhelj) ......:.:.:. . 136

Šola

Priporočilo Odbora Zveznega izvršnega sveta za prosveto in kulturo

o ukrepih za napredek matematične izobrazbe. . . . ..... 137

Dopisi

Ali atomska bomba lahko zaneti verižno jedrsko reakcijo v morju?
F. C.-B. Povh . a MMC 140

~

Odgovor

Obsevana plast (M.Gros) wu ~ III III. .... 141

CONTENTS

Articles Page

On Axiomatic Foundation of Probability Theory (R. Jamnik). . . . 97

At the Last Fermat's Problem (A.Suhadol). .....:.:. , . 109

Fusion Power (R. F. Post — irad. M. Stanovnik). ..... :. :. . 114

The Clock Paradox in Relativity (J.Strnad). . . ... . . . 128

News

The Criterion of Divisibility and its Future (F. Križanič). . . . . . 134

Home News. .. ....................,....138

Seahool. ...... ,. ...,.L.,.L.L.. La, , . , . 137



reče z OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO .x....:

Zo AKSIOMATIČNI UTEMELJITVI VERJETNOSTNEGA
RAČUNA i |

DU col,
RAJKO JAMNIK jj

V Obzorniku je bila že nekajkrat beseda o aksiomatični ufemeljitvi te sli

one matematične discipline.! V citiranih sestavkih gre za splošna razglabljanja,

ob katerih se avtor ne utegne podrobneje ukvarjati s kakšnim posebnim pri-

merom, če ne štejemo sem sklicevanja na evklidsko geometrijo. Pri tej je

aksiomatična pot znana vsakemu bravcu. Vendar se nam zdi, da ne bo odveč,

če jo pokažemo še pri verjetnostnem računu, torej na primeru, ki je, čeprav

ne dosti, vendar nekoliko manj vsakdanji od geometrije. V tem smislu je vse-

bina pričujočega članka ilustracija ustreznih izvajanj v omenjenih prispevkih

dr. N. Prijatelja. Obenem pa pomeni dopolnilo sestavka dr. A. Vadnala »O defi-

nicijah matematične verjetnosti«.?

Pot, ki jo bomo ubirali pri aksiomatični utemeljitvi verjetnostnega računa,

je povsem analogna z ustreznim ravnanjem v geometriji. Za to so dobri razlogi.

Kot; geometrija operira tudi verjetnostni račun s pojmi, prevzetimi iz izkustva.

Teh pojmov ne bomo definirali eksplicitno; ampak s primerno izbranimi

povezavami med njimi. Teh vezi pa si ne bomo mogli izmišljati svojevoljno,

ampak nam jih bo sugeriralo izkustvo. V iskanju osnovnih povezav bo pogla-

vitno naše delo. Na koncu sestavka bomo še pregledali, kakšno podobo dobe

v aksiomatični kocepciji najvažnejše tvorbe verjetnostnega računa.

1.

Osnovna objekta verjetnostnega računa sta poskus in dogodek. V vsakda-

njem govoru obe besedi, tako kot večina drugih, nimata točno določenega

pomena. Približno bi ju lahko opisali takole: Naj bo K množica dejstev, ki

zmeraj nastopajo hkrati. Vsaka realizacija množice K je poskus, recimo a. Če

eksistira še kakšno dejstvo A, ki hkrati z množico K lahko nastopi ali ne

nastopi, je A dogodek. S tem dokaj meglenim opisom se bomo zaenkrat za-
dovoljili, v nadaljnjem pa se bomo precej ubadali prav s tem, da bomo natančno

opredelili pomen besed »poskus« in »dogodek« v verjetnostnem računu.

Začnimo kar z dogodki! Med dogodki definiramo nekaj relacij. Ker sodimo,

da so te relacije bravcu povečini znane, jih bomo našteli, ne da bi navajali kaj

dosti primerov; pač pa bomo povsod zabeležili lastnosti relacij.

1. Če sta dogodka A in B taka, da se vselej obenem z dogodkom A zgodi

tudi dogodek B, pravimo, da je dogodek A način dogodka B, in zapišemo

ACB (1)

1 Dr.N. Prijatelj, Nicolas Bourbaki, Obzornik VII/4, 1960, str. 145—150; O rela-
cijah, Obzornik VILI/4, 1961, str. 155—161.

? Obzornik IV/3, 1955-56, str. 97—104.



Binarna relacija »način« je očitno refleksivna:

ie ACA

in tranzitivna:

izA CB, BCC sledi ACC

2. Če je dogodek A način dogodka B, še ni rečeno, da se zgodita A in B

zmeraj hkrati, saj ni nujno, da je tudi B C A. Če pa sta dogodka A in B taka,

da je Ac B in BC A, pravimo, da sta dogodka A in B ekvivalentna. Pri do-

godkih nas bo zanimalo le to, kolikokrat se zgode. S tega gledišča pa je

razlikovanje med ekvivalentnimi dogodki nepotrebno, saj se zmeraj zgode

hkrati. Zato bomo smatrali ekvivalentne dogodke za med seboj enake; torej

iz ACB, BCA sledi A=B (2)

Relacija enakosti je seve refleksivna, simetrična in tranzitivna. Obenem pa

pomeni dogovor (2), da je relacija »način« antisimetrična.

3. Med dogodki ima posebno mesto tisti, ki se zgodi v vsakem poskusu;

rečemo mu gotov dogodek. Vsi gotovi dogodki so med seboj enaki, zato bomo

vsak gotov dogodek označili z istim znakom, in sicer z U. Podobno je.z dogod-

kom, ki se ne zgodi v nobenem poskusu in ga zato označujemo zmeraj z V.

Dogodek, ki ni niti gotov niti nemogoč, je slučajen. Očitno velja za vsak slu-

čajen dogodek A relacija

V cAcUuU

4. Vpeljimo med dogodki dve računski operaciji!

A. Dogodek, da se od dogodkov A in B zgodi vsaj eden, imenujemo vsoto

dogodkov A in B; označimo ga z znakom

A UB (8)

Analogno je A, U A, U... U A, dogodek, da se zgodi od dogodkov A,, A.....,

A, vsaj eden.

B. Dogodku, da se zgodita dogodka A in B hkrati, rečemo produkt do-

godkov A in B; zanj uporabljamo znak

An B (4)

Prav tako je A, n A,N... nA, dogodek, da se zgode dogodki A,, A,,..., A,

hkrati. |

Za vsoto in produkt očitno veljata komutativnostni in asociativnostni

zakon:

AUB<BUA ANB—-BNnA (3)

(AUB)UC — AU(BUC) (AnB)nC= A niBnc) (6)



Asociativnostni zakon smo potihem že upoštevali pri označevanju vsote in pro-
dukta več kot dveh dogodkov; zaradi njega so namreč oklepaji odveč. Nekoliko
manj na dlani je dejstvo, da veljata kar dva distributivnostna zakona:

(AUB)NC — (A nC)U(BnC) (7)

(ANB)UC — (AUC)N(BUC) (8)

Pokažimo za primer, da velja zakon (7)! Njegova leva stran je dogodek,
da se hkrati zgodita dogodka A UB in C. V splošnem se lahko zgodi na tri
načine: tako, da se zgodita dogodka A in C hkrati; tako, da se hkrati zgodita
dogodka B in C; in končno tako, da se zgode hkrati vsi trije dogodki A, B in C.
Zadnji način pride v poštev seve le tedaj, kadar se moreta zgoditi dogodka A
in B hkrati. Desna stran zakona (7) pa je dogodek, da se zgodi vsaj eden od
dogodkov A nC in Bn C. Ta dogodek se očitno zgodi na iste tri načine kot
dogodek na levi strani zakona (7). Torej se zgodita dogodka na levi in na desni
strani zmeraj obenem in sta zato enaka. Na podoben način se preskusi zakon (8).

Nadalje je očitno, da

iz ACB «sedi AUB-B, ANB-A,

Če je B — A, sledi od tod

AUA<A ANA<A

9. Dogodka A in B imenujemo nezdružljiva, če se ne moreta zgoditi hkrati,
to se pravi, če je

ANBasVW (9)
Če je razen tega še

AUB-—U, (10)

pravimo, da sta si dogodka 4 in B nasprotna ali da je dogodek B negacija do-

godka A. Negacijo dogodka A bomo v bodoče označevali z znakom A.
Obe relaciji (nezdružljivosti in nasprotnosti) sta simetrični in irefleksivni.

Nadalje velja

(AUB)—-AnB (11)

(AnB=AUB (12)

Za vzorec preverimo formulo (11)! A U B je dogodek, da se zgodi vsaj
eden od dogodkov A in B. Njegova negacija je torej dogodek, da se ne zgodi

niti A niti B. To pa ni nič drugega kot dogodek, da se zgodita obenem A in B.

6. Dogodek A je sestavljen, če je mogoče najti taka nezdružljiva dogodka
Bin C, da je

A<BUC

Za dogodek,ki ni sestavljen, rečemo, da je elementaren.

7. Za bodočo rabo definirajmo še dve množici dogodkov. V prvi množici

S—-]A,A,..,A,

99



naj bodo dogodki taki, da se v vsakem poskusu zgodi natančno eden od njih;

to se pravi, da je

AN A4j=V O (djel,2,...,n; ij)

A, V A, U..: U A, <U

Tako množico imenujemo popoln sistem dogodkov.

Množici O dogodkov A, B, C,... pa predpišimo takole strukturo:

L iz A cO sledi A eO;

IL iz A, BeO sledi ANBEO.

Za množico O s to strukturo rečemo, da je obseg dogodkov.

Brž vidimo, da spadata v O zmeraj dogodka V in U.

Res: Naj bo A e O; tedaj je zaradi I tudi A€O in zaradi IIše AN A —
= V € O; od tod sledi zaradi I še V — U e O.

Prav tako iz A, Be O sledi, da je A UBeO.

Po I namreč dobimo A, B e O, od tod po II A n Be O in po formuli (11)

(A UB) e O. Upoštevajmo še enkrat zahtevo I, pa dobimo iz zadnjega re-

zultata A U B e O, tako kot smo trdili.

Naj bo S = 4 A,,A,,..., Au } popoln sistem dogodkov. Sistemu dodajmo

še vse mogoče vsote dogodkov iz S in nemogoč dogodek! Tako dobimo obseg

Os, ki vsebuje popoln sistem: S. V obsegu OS; je toliko dogodkov, kolikor je

vseh podmnožic množice S, torej 2". Na opisani način najpreprosteje pridemo

do obsega dogodkov. Vzemimo za primer najmanjši popoln .sistem S; tega

sestavljata le dva dogodka, namreč dogodek A in njegova negacija A. Edina

možna vsota je potem A U A = U, zato sestavljajo obseg Os le štirje dogodki:

V, A, A in U. Omenimo še trivialni primer obsega, namreč obseg, v katerem

sta le dogodka U in V; le-ta je praktično nepomemben.

Za verjetnostni račun so pomembne samo naštete relacije med dogodki,

njihova individualna narava pa prav nič. Aksiomatično vzeto so torej dogodki

definirani prav s temi relacijami. Ni se težko prepričati, da veljajo navedene

relacije med podmnožicami poljubne množice U. V ta namen moramo samo

prevesti pojme v zvezi z dogodki v jezik teorije množic, pa bo postala trditev

neposredno razvidna. Sestavimo torej ta slovar!

Pri dogodkih: Pri podmnožicah:

Gotov dogodek U Vsa množica U

Nemogoč dogodek V Prazna množica V

Dogodek A je način dogodka B Podmnožica A je podmnožica podmno-
žice B

Dogodka A in B sta enaka Podmnožici A in B sta enaki

Vsota. dogodkov A in B Unija podmnožic A in B

Produkt dogodkov A in B Presek podmnožic A in B

Nezdružljiva dogodka A in B Med seboj tuji podmnožici A in B

Nasprotna dogodka A in B Komplementarni padmnožici A in B

Ejementarni dogodek Element množice U

Popoln sistem dogodkov Sistem razredov množice U

Obseg dogodkov Obseg podmnožic množice U
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Ni rečeno, da predstavljajo podmnožice poljubne množice U edini model
za množico dogodkov; toda zelo koristno je, če se odločimo prav zanj, tako kot je

v geometriji zelo ploden aritmetični model, torej analitična geometrija. V bodoče

nam bodo zato dogodki podmnožice neke abstraktne množice U.

Urediti moramo še vprašanje: Ali so dogodki vse podmnožice množice U

ali samo nekatere? Če je množica U končna, ni posebnih težav, če vzamemo za

dogodke vse njene podmnožice. Pri neskončni množici U pa bi bilo dostikrat

nerodno, pa tudi nepotrebno, obravnavati kot dogodke vse podmnožice. Zato

se v takem primeru pogosto omejimo na primerno izbran del podmnožic. Seve

morajo tvoriti izbrane podmnožice obseg, da jih lahko nemoteno seštevamo in

množimo, Še več zahtevamo: Izbrani obseg B podmnožic mora biti tak, da

iz A,, A,, As,... € B sledi A, nA,Nn A,n...eB

S to zahtevo smo poostrili pogoj II iz definicije obsega. V obsegu B je torej

neomejeno izvedljiva operacija števno mnogo presekov in zato tudi operacija

števno mnogo unij. Obsegu B s to lastnostjo bomo rekli Borelov obseg. Vsak

obseg podmnožic končne množice imamo lahko za Borelov obseg, saj nas v njem

števni presek gotovo ne privede iz obsega.

Zdaj pa že lahko natančno povemo, kaj so dogodki:

Dana naj bo abstraktna množica U in neki Borelov obseg B njenih pod-
množic. Množica U je gotov dogodek, njeni elementi e so elementarni dogodki,

elementi obsega B pa dogodki.

Kadar torej v aksiomatični koncepciji govorimo o dogodkih, nam je zmeraj

pred očmi množica U in Borelov obseg B njenih podmnožic. Zats je smotrno

združiti oba podatka v skupno tvorbo (U, B); tej tvorbi rečemo merljiv prostor.

2.

Zdaj, ko vemo, kaj so dogodki, si vzemimo na piko njihovo verjetnost.

Zanjo sta znani dve definiciji:

1. klasična: Če je dogodek A vsota r dogodkov iz popolnega sistema, v ka-

terem je s dogodkov, je verjetnost p (A) dogodka A enaka

p(A)= — (13)
S

9. statistična: Če se v n enakih poskusih zgodi dogodek A m-krat, je

verjetnost dogodka A

p(A) = lim Z (14)
n>e n

Iz definicij (13) oziroma (14) se zlahka dobe naslednje lastnosti verjetnosti:

0<p(A LI (15)

~ p(V)=0 p(U)=1 (16)

| p(AUB)=p(A) + p(B)—P(A n B) (17)

P(A) <1—p(A) (18)
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Formula (17)) je posebno preprosta, če sta dogodka A in B nezdružljiva; tedaj

je namreč i

p(A UB) =p(4) + p(B) (19)

Naštete lastnosti verjetnosti so bravcu gotovo znane, zato se ne bomo mudili

z njihovim dokazovanjem. i

Preden definiramo verjetnost aksiomatično, razmislimo, kaj je pravzaprav

naloga verjetnostnega računa! Osnovno nalogo lahko na kratko očrtamo takole:

Znane so verjetnosti dogodkov A, B, C,... Iz njih je treba izračunati verjetnosti

dogodkov, ki so z dogodki A,B,C,... v zvezi. Poudarek je torej na računanju

z danimi verjetnostmi, ne pa na določanju le-teh. Zato je za verjetnostni račun

kot matematično disciplino brez pomena, kako so nastale izhodne verjetnosti;

važno je le, kako se vedejo pri računanju. Za verjetnost, definirano klasično ali

statistično, nam to kažejo formule (15) do (19). Iz teh formul pa obenem raz-

beremo pot za aksiomatično definicijo verjetnosti: ·

Dan naj bo merljiv prostor (U, B), Vsakemu dogodku A e B priredimo

število p (A), ki naj ustreza pogojem

I. p(A) 20 za vsak A e B

IL. p(U)=1

III. Če. sta dogodka A in B nezdružljiva, je p(A U B} = p(A) + p(B).

Število p (A) s temi lastnostmi je verjetnost dogodka A.

To je aksiomatična definicija verjetnosti, kakršno je dal leta 1933 A. N.

Kolmogorov.

Pri tej definiciji nas najprej zbode v oči dejstvo, da je sistem aksiomov

I—IJI zelo skromen, saj smo od lastnosti (15) do (19) uporabili le majhen del.

Vendar se ni težko prepričati, da iz aksiomov I—III slede vse lastnosti (15)

do (19).

Storimo to! Najprej pokažimo, da

iz AcB sledi p (A) £p(B) (20)

Res, če je A c B, lahko najdemo tak dogodek C, da je AnC<V in

A U C — B. Po aksiomu III je tedaj p (4) + p(C) = p(B) in

p(A) = p(B)— Pp (C)

Po aksiomu I je p(C).>=0 in zato p (A) < p(B), tako kot smo trdili.

Iz lastnosti (20) dobimo takoj drugi del ocene (15), namreč p (A) £ 1 za

vsak A eB. Treba nam je le upoštevati, da je A c U za vsak A eB.

Tudi zvezo p (V) < 0 bomo brž dokazali. Očitno lahko pišemo

U --UUV

* A.N. Kolmogorov, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin 1933:



Tu je desna stran vsota dveh nezdružljivih dogodkov, zato je po aksiomu III

P(U)—P(U) tp (V),
torej p (V) = 0.

Kako je s formulo (18)? Iz zveze

U—-AVA

sledi po aksiomih LI in III

1—p(U)—p(A + p(A);
to pa je že formula (18).

Dokažimoše veljavnost formule (17)! Naj bosta A in B poljubna dogodka. ·

Izrazimo dogodka A U B in B takole:

AUB<—AU(AnB)

B<— (A n B)U(AnB)

Dogodka 4 in A n B sta nezdružljiva, prav to pa velja tudi za dogodka A nB

in A n B. Zato je po aksiomu III

P(AUB)—p(A -P(AnB

P(B)OI <P(AnB -PANB

Odštejmo drugo enačbo od prve:

p(A UB) —_Pp(B) —<p(A)—P(ANB)

pa smo pri relaciji (17).

Torej res iz aksiomov I—IIT slede vse lastnosti (15) do (19).

Pri sistemu aksiomov nas navadno skrbe tri reči: prvič, ali so aksiomi med

seboj neodvisni; drugič, ali je sistem neprotisloven; in tretjič, ali je sistem

popoln. Kako je v tem pogledu s sistemom aksiomov Kolmogorova? Hitro se

vidi, da so aksiomi med seboj neodvisni. Vzemimo obseg, ki ga sestavljajo

dogodki V, A, A in U ter postavimo p (V) < p(A) < p (A) =0, in p(U) = 1;

prva dva aksioma sta v tem primeru izpolnjena, tretji pa ne, ker p (A) + p (A) -E

zb p (U). Če pa vzamemo p (V) = 0,p (A) = p(A) = 0,25 in p (U) = 0,5, sta izpol-

njena prvi in tretji aksiom, drugi pa ne. In končno ustrezajo števila p (V) = 0,

pl(A)<—1, p (A) = 2, p(U) — 1 drugemu in tretjemu aksiomu, prvemu pa ne.

Da sistem ni protisloven, razberemo iz dejstva, da mu ustreza verjetnost, de-
finirana na klasični ali na statistični način. Pač pa sistem ni popoln, saj lahko

dan merljiv prostor (U, B) na različne načine opremimo z verjetnostmi. Da to

uvidimo, vzemimo, daje U—Je,,e,,..., en $ in B sistem vseh podmnožic mno-

žice U. Izberimo si poljubna nenegativna števila p,, p,,..., Pn, ki ustrezajo pogoju

PD, Dark ave i Pa — l
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in postavimo

za A = | e;,, €;,..,€ix? pa naj bo'

V vsakem takem primeru (in očitno jih je neskončno mnogo) so izpolnjeni vsi

aksiomi Kolmogorova. Pogosto. imamo nepopolnost sistema za lepotno napako,

tu pa je prav narobe: V uporabah se srečamo z nalogami, pri katerih je treba.

obravnavati isti merljivi prostor (U, B), toda z različnimi porazdelitvami ver-

jetnosti; v takih primerih nam pride nepopolnost sistema aksiomov kar prav.

Z aksiomi I—III prav lepo shajamo, če je množica U končna. Če pa je U

neskončna množica, si navadno delo olajšamo tako, da sistem aksiomov po-

ostrimo. 'To storimo s tem, da aksiom III zamenjamo z zelo utemeljenim

aksiomom, o zveznosti:

Če je zaporedje dogodkov B,, B,, B,,... padajoče:

B;j> B,-5 BD, —/

in je produkt teh dogodkov nemogoč dogodek:

B, nB,nB,n...<V,

je
lim p (B,)— 0

ne>o

Z aksiomom o zveznosti torej zahtevamo nekako tole: Če se dogodek

zadosti malo »razlikuje« od nemogočega dogodka, mora biti tudi njegova ver-

jetnost tako malo različna od verjetnosti nemogočega dogodka, kot le hočemo.

Očitno: je ta zahteva kaj naravna.

Izkaže se, da je aksiomu o zveznosti ekvivalentna naslednja lastnost

verjetnosti:

Če so dogodki A,, A,, A;,... paroma nezdružljivi, je

P(A, U A,U A,U..) <P(A) F P(A) PA) PF... (21)

Dokazu te trditve se bomo odrekli.

Relacija (21) je zelo sorodna z aksiomom III, le nekoliko ostrejša je. Ker

je tako podobna aksiomu III, bomo ta aksiom nadomestili prav z njo. Če je

torej množica U neskončna, priredimo v merljivem prostoru (U, B) vsakemu

dogodku A tako število p (A), da je

IL p(A) ZO za vsak A e B

IL p(U)<1

Ila. p(A, UA, U A, U...) = p(A,) + p(A,) + p(4.5) + ... za poljubne pa-

roma nezdružljive dogodke A,, A,, A,,... iz B.
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Tako smo vsakemu elementu iz obsega B priredili neko realno število

p (A). Količina p (A) je potemtakem enolična realna funkcija z definicijskim

območjem MB. Seve ne gre za povsem navadno funkcijo: Argument funkcije

p (A) ni število ali, geometrijsko govorjeno, točka, ampak neka množica; zato

tudi rečemo, da je p(A) funkcija množice. Ta funkcija je zaradi aksioma I

nenegativna; ker ustreza aksiomu IIIa, pravimo, da je totalno aditivna. Ne-

negativno in totalno aditivno funkcijo množice imenujemo na kratko mero. Če

ustreza mera še pogoju II, rečemo, da je normirana. V tej terminologiji lahko

prav na kratko povemo, kaj je verjetnost:

Verjetnost p je normirana mera, definirana na merljivem prostoru (U, B).

Merljivemu prostoru (U, B), v katerem je definirana mera p, rečemo

prostor z mero in ga označimo z znakom (U, B, p); s tem nakažemo vsa dolo-

čila prostora. Prostor z mero, v katerem je mera verjetnost, pa imenujemo ver-

jetnostni prostor. Ker je verjetnost mera, ima vse lastnosti, ki odlikujejo mere

nasploh. Te lastnosti so dokaj dobro proučene. Zato korist od opisanega načina

aksiomatizacije verjetnostnega računa ni le načelna, namreč v dejstvu, da je

z njo verjetnostni račun solidno utemeljen, ampak tudi praktična: tako aksis-

matizirani teoriji verjetnosti so postala s tem dostopna vsa sredstva teorije

mere. To pa ne pomeni tako malo.

Dolžni smo še odgovor na vprašanje, kaj je v aksiomatični koncepciji

poskus. Preden odgovorimo nanj, pomislimo, kaj nas pri poskusu pravzaprav

zanima. Dve stvari sta to: kateri dogodki se morejo pri poskusu zgoditi in kako

je porazdeljena verjetnost po možnih dogodkih. Na prvo vprašanje odgovorimo

tako, da navedemo popoln sistem U elementarnih dogodkov (izidov) za dan

poskus in da štejemo za dogodke vse elemente nekega Borelovega obsega B

podmnožic množice U. Na drugo vprašanje pa nam daje odgovor verjetnostna

mera p (A), definirana na obsegu B. Skratka, vsak poskus a nam določa neki

verjetnostni prostor (U, B,p). Velja pa tudi obratno: Vsak verjetnostni prostor

imamo lahko za agregat podatkov o nekem poskusu. Z aksiomatičnega gledišča

je zato razlikovanje med poskusi in verjetnostnimi prostori odveč. Torej lahko

rečemo:

Poskus je verjetnostni prostor.

S tem je definiran tudi drugi osnovni objekt verjetnostnega računa.

3.

V tem razdelku bomo na kratko opisali, kako opredelimo v aksiomatični

koncepciji druge pomembne objekte verjetnostnega računa.

Pri poskusu so izidi pogosto označeni s števili. Množico vseh izidov imamo

lahko za zalogo vrednosti neke spremenljivke. Katero vrednost ta spremenljivka

zavzame, je odvisno od slučaja; zato rečemo tej spremenljivki slučajna spre-

menljivka. Zanjo vemo, katere vrednosti lahko zavzame in kako je po teh

vrednostih porazdeljena verjetnost. Drugače rečeno, slučajna sprernenljivka je

določena z zalogo vrednosti in s porazdelitvenim zakonom. |

Če je zaloga vrednosti slučajne spremenljivke a kvečjemu števna mno-

žica4 a,,d,,4;,... , je porazdelitveni zakon podan najbolj naravno, če na-
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vedemo verjetnost px za to, da zavzame slučajna spremenljivka a vrednost a;

(k—1,2,3,...):

Pa — Pp (ax) — pla = a;) (22)

Kadar pa je zaloga vrednosti neštevna množica, ni mogoče zapisati porazdelitve-

nega zakona v obliki (22). Pri takih slučajnih spremenljivkah .£ se zadovoljimo

s tem, da za vsako realno število x povemo, kolika je verjetnost za to, da je

č < x. Vsakemu realnemu številu x je s tem prirejeno število

F(x) — p(č<a) (23)

Funkcija F (x) je tako imenovana porazdelitvena funkcija slučajne spremen-

ljivke £. Razume se, da je mogoče dobiti porazdelitveno funkcijo tudi iz za-

kona (22): njeno vrednost pri danem x izračunamo tako, da seštejemo vse

tiste pr, za katere je ap < x. |

Poskuse je najlaže obravnavati, če so izidi označeni s števili. V takem

primeru se delo reducira na proučevanje slučajne spremenljivke, ki poskus
popisuje, torej na obravnavanje neke množice števil. Seveda lahko vsak poskus

prevedemo v tako obliko: treba nam je le vsak izid poskusa na primeren način

označiti s številom. Natančneje povedano: Naj bo poskus (U, B,p); vsakemu

e e U priredimo realno število f (e). Da bomo dobili slučajno spremenljivko, mora

biti predpis tak, da je mogoče za vsako realno število x povedati, kolika je

verjetnost množice A, tistih e, za katere je f (e) < x. Drugače rečeno, za vsako

realno število x mora biti definirana porazdelitvena funkcija

F (a)— p(A, — ple:f(e) <a) (24)

Ker imajo verjetnost natančno vse množice iz obsega B, lahko to zahtevo for-

muliramo tudi tako, da rečemo: Za vsako realno število x mora biti

Ax € B (25)

S predpisom, ki prireja vsakemu e e U število f (e), je definirana na mno-

žici U enolična realna funkcija. Za razliko od funkcije p (4) je f(e) funkcija

točke, saj je njen argument zmeraj element množice U, ne pa kakšna druga

njena podmnožica. Ker ustreza funkcija f(e) zahtevi (24) oziroma (25), pra-

vimo, da je funkcija merljiva. In na dlani je, da je f (e) slučajna spremenljivka,

saj je znana njena zaloga vrednosti in porazdelitvena funkcija. V naši kon-

cepciji je torej slučajna spremenljivka merljiva funkcija, definirana na mno-

žici U.

Pri slučajnih spremenljivkah imajo poseben pomen nekatere njihove

številske karakteristike: matematično upanje, disperzija itn. Kot je znano, je

matematično upanje M (č) slučajne spremenljivke č, ki lahko zavzame vrednosti

Zu X,,..., Xn Z Verjetnostmi p,, ,,..., Pr, definirano s predpisom

M (8 = y x Pk (26)
ksi

Slučajno spremenljivko č, ki zavzame le m vrednosti, imamo lahko za

»stopničasto« funkcijo f (e), definirano na množici U. To se pravi, množico U
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je mogoče razcepiti v sistem razredov A,, A,,..., A, tako, da je za vsak k

od 1 do n |

f(e)="%2% (e € 4)

P (Ax) = Pr

Izraz na desni strani relacije (26) nas po obliki zelo spominja na določeni

integral stopničaste funkcije." Razlika je le v tem, da je vlogo dolžine prevzela

mera p. Ker je dolžina tudi mera, ta razlika ni tako velika, kot bi se utegnilo

zdeti na prvi pogled. Zato bomo imenovali izraz

n

X; x Pr
k=1

integral stopničaste funkcije č = f (e) na množici U po meri p.

Za poljubno omejeno merljivo funkcijo f (e) pa definiramo integral takole:

Naj bo a < f (e) < b za vsak e e U; razdelimo interval a << x < b s točkami

a — x, <a, C x K...C< ap < b (27)

in označimo

pr — Pp (Ax) — ple: spa < f le) < xx)

Zdaj tvorimo vsoti

n

s — Žž Xr—i Pk
ksi

n

S = Xi ax Pk
ksi

Vsoto s imenujemo spodnjo, vsoto S pa zgornjo. Kot pri Riemannovem integralu

se izkaže tudi tu, da je množica spodnjih vsot, tvorjenih pri vseh mogočih

delitvah (27), navzgor omejena, množica vseh zgornjih vsot pa navzdol omejena

in da je sup s < inf S. To skupno vrednost imenujemo Lebesguov integral

funkcije f(e) na množici U po meri p; označujemo ga z znakom

J f(e)dp (23)
U

V kakšni zvezi je integral (28) z matematičnim upanjem slučajne spre-

menljivke č = j (e)? Spodnja vsota s je očitno matematično upanje stopničaste

slučajne spremenljivke, ki ni nikjer večja od č, zgornja vsota S pa matematično.

upanje stopničaste slučajne spremenljivke, ki ni nikjer manjša od č. Torej je
za vsako delitev (27)

s£M(8)<S

* Prim.dr.I. Vidav, O definiciji določenega integrala, Obzornk VIL/2, 1961,

str. 49—54.
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To pa pomeni, da je za poljubno omejeno slučajno spremenljivko č == f (e)

M8) = | fo dp (29)
U

Razširimo definicijo Lebesguovega integrala še na neomejene merljive

funkcije f (e)! Ravnajmo takole: Izberimo si poljubni realni števili a in b ter

stvorimo funkcijo:

f(e) a<}f(e)<b
Jao (e) =

0 drugod

Funkcija f,o (e) je omejena in merljiva, zato ima Lebesguov integral, Če eksi-

stira končna limita tega integrala pri pogoju a->— co, b- co, jo vzamemo za

integral merljive funkcije f(e):

a——o

b->o

Jilodp- lim [( fx (e) dp
U U

Ta integral spet ni nič drugega kot matematično upanje slučajne spremenljivke

č = f (e). Torej velja splošno:

Matematično upanje slučajne spremenljivke č = f (e) je Lebesguov integral

funkcije f (e) na množici U po meri p.

Podobno velja za druge številske karakteristike slučajne spremenljivke

č — (e). Tako je disperzija
/

z

DG) - [ f(o—M (0) dp
U

in moment reda n glede na vrednost a:

um (a) — [ If (e) —aj"dp
U

Končno si oglejmo še, kaj je v.aksiomatični koncepciji trenutno najbolj

aktualna tvorba verjetnostnega računa — slučajni proces. Slučajni proces č (t)

je funkcija realne spremenljivke t, in sicer taka, da je pri vsakem možnem +

»vrednost« funkcije neka slučajna spremenljivka. Torej lahko tudi rečemo, da

je slučajni proces enoparametrična familija slučajnih spremenljivk. V uporabah

je ta parameter navadno čas in slučajni proces slučajna: spremenljivka, ki se

s časom spreminja.

Videli smo že, da je slučajna spremenljivka v naši koncepciji merljiva

funkcija, definirana na množici U. Potemtakem je slučajni proces č (t) funkcija

dveh spremenljivk: e in t,

5() =}(e,t),

in sicer taka, da je pri vsakem možnem £, funkcija f (e, t,) merljiva z mero p.

Če namesto t fiksiramo spremenljivko e, dobimo realno funkcijo realne spre-

menljivke f(e,,t), tako imenovano realizacijo slučajnega procesa. Tej funkciji

ne predpisujemo nobenih posebnih lastnosti, vendar je, vsaj v uporabah, precej

pohlevna.
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o POSLEDNJEM FERMATOVEM PROBLEMU
ANTON SUHADOLC

Naloga, rešiti enačbo

an — uf =zn (1)

kjer je a > 2, x, y, z pa cela pozitivna, med seboj tuja si števila, je znana pod

irnenom poslednji Fermatov problem. Matematik P. Fermat je namreč na rob

neke knjige zapisal, da je našel čudovit dokaz za trditev, da naloga ni rešljiva.

Mnogo matematikov vse do današnjih dni se je ukvarjalo s tem problemom,

vendar ga doslej še nihče ni rešil. Znano je npr., da je naloga nerešljiva za

eksponente n, ki so praštevila, manjša od 253 747 889, če noben» od števil x, v, z

ni deljivo z eksponentom n. V primeru, da je eno izmed števil x, y, z deljivo z n,

naloga gotovo ni rešljiva za praštevila < 4002.!

Dandanes, v času hitrih elektronskih računalnikov, se nam ponuja misel,

morda bi numerično, s poskušanjem, uspeli najti kakšn» rešitev enačbe (1), če

jo ta sploh ima. Glede na dosedanje raziskave in delne uspehe se to ne zdi

verjetno. Pa tudi, če je enačba (1) rešljiva pri kakšnem n, so rešitve tako velika

števila, da jih niti s poskušanjem niti s strojem ne bo mogoče najti. To si bomo

v naslednjem natančneje ogledali.

Vzemimo, da ima enačba (1) res rešitev x, y,z pri nekem eksponentu n;

privzeti smemo, da velja x <y < z. Enakost je povsod izključena, ker smo

zahtevali, da so si x,y,z med seboj tuji. Postavimo: z <--y tu, u=1l, in

vstavimo to v enačbo (1):

(y tuji — za cyht tam

Na levi uporabimo binomski izrek in dobimo

yi (1) upi uspete ["] di ="aj
n

Od tod sledi x" > ny""!u. Ker je u >a in u > 1, imamo x" >= na"-t in pb

delitvi z x""1 dobimo x > n, potem pa tudi y > n ter z > n.

Z besedami povemo to ugotovitev takole: V eventualni rešitvi enačbe (1)

so x, y, z vsi večji od n. To elementarno oceno je mogoče še bistveno» izboljšati,

kot je pokazal madžarski matematik R. Oblath v [1]. V tem članku je dokazal

avtor naslednji izrek:

Izrek 1. Če so x, y, z rešitve enačbe (1), n praštevilo > 3, veljajo za x, y, z

tele ocene:

1. Če nobeno od števil x, y,z ni deljivo z n, x < y < z, velja

r —>dn' -1, y Z 2(4n? + 1), z Z2(10n?'+ 1)

2. Če je eno od števil x, y, z deljivo z m, potem je vsaj eno od ostalih dveh

števil večje od š nš"n—i,

Če v tem izreku upoštevamo citirane ugotovitve Vandiverja in zakoncev

Lehmer, dobimo tele številčne ocene:

1 Prvo trditev sta dokazala zakonca D. H. in Emma Lehmer: On the first case

of Fermat's Last Theorem, Bull. Amer. Math. Soc. 447, drugo pa Selfridge, Nicol,

Vandiver: Proof of Fermat's Last Theorem for all prime exponents less than 4 002.

Proc. Nat. Acad. Sci. USA 441 (1955).
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