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"s"s > OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO Sﬁ

/ERGODIJSKI PROBLEM V KLASICNI STATIST
MEHANIKI |
IVAN KUSCER

Statisti¢na mehanika!~* obravnava sisteme, ki so sestavljeni iz zelo velikega
ftevila atomov ali drugih delcev, tako da ne moremo v podrobnostih obravna-
vati mlhovega gibanja, ampak se moramo zadovoljiti s statistiénimi napovedmi.
Med primarne naloge statistiéne mehanike spada izpeljava osnovnih zakonov
termodinamike, predvsem entropijskega zakona, iz osnovnih zakonowv
mehanike ali kvantne mehanike. Nadalje pa se statisti¢na mehanika ukvarja
z izracunavanjem termodinamicnih-lastnosti posameznih tipov snovi, in sicer
na osnovi primernih hipotez o lastnosti delcev, iz katerih so te snovi sestavljene.

V naslednjem se bomo postavili na stali$ée, da velja za sistem klasi¢na
mehanika. Za sistem iz atomov je to kajpada huda poenostavitev, ki pa jo
lahko deloma opravi¢imo s pojasnilom, da so sploSni problemi in izreki v kvantni
statisti¢ni mehaniki v marsi¢em podobni kot v klasi¢ni.* Omeijili se bomo na
obravnavanje sistema, ki je idealno izoliran od okolice in pri katerem ni nobenih
spremenljivih zunanjih vplivov, tako da je energija sistema konstantna. Kot
primer si lahko predstavljamo plin, ki je zaprt v posodi z idealno togimi stenami.

1. Fazni prostor

Trenutno mikroskopsko stanje sistema je dolo¢eno s koordinatami njegovih
sestavnih delov q,, d,...qs ter prirejenimi impulzi py, Py, ...Ps. (Rabili bomo
izraz mikroskopsko sfanje sistema, da ne bo zamenjave s termodinamic¢nim
pojmom stanja.) Pri tem je s Stevilo prostostnih stopenj sistema. Pri sistemu
iz N tockastih delcev, npr. pri enoatomnem idealnem plinu, je s =3 N, za ko-
ordinate pa lahko vzamemo kartezi¢ne koordinate posameznih delcev, q, = x,,
Q. = Yy, ... Qs = 2y. Prirejeni impulzi so v tem primeru komponente gibalne
koli¢ine posameznih atomov: p; = mv14,...0s = mvy,. S temi podatki oprede-
1ljeno stanje sistema si lahko mislimo prikazano z eno samo totko v tako imeno-
vanem faznem prostoru, ki ima 2 s dimenzij; ta totka ima kartezi¢ne koordinate
91y dss ++ - gsy D1y« - Pse

Zakoni, po katerih se gibljejo deli sistema, se dajo pregledno opisati
s sistemom Hamiltonovih enacb:5 8

dp; OH

dt 0 Qf’
dq; LF () H
dt O pf,

* O osnovah kvantne statistiéne mehanike se bravec lahko informira po kakem
uc¢beniku, npt. '« 2, o novejsih raziskavah v zvezi z ergodijsko problematiko na tem
podrod¢ju pa npr. po Landsbergovem &lanku v Proc. Roy. Soc., A 262, 101 (1961). Glej
tudi S. Grossman, Nuovo Cimento, 24, 201, 1962.
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Hamiltonova funkcija H je celotna energija sistema, izraZena s koordinatami in
impulzi: H = Wy, + Wyot = H (q, p). (Zaradi krajSega izraZzanja pisemo g na-
mesto ¢,,...qs in ustrezno p.) V zgornjem preprostem primeru se prva izmed
zapisanih enac¢b ujema z Newtonovim zakonom:

d (mv1 2)/dt = —0 W:pﬂt/d B, == Ly itd.

Gibanju sistema, kot je doloteno z zgornjim sistemom enacb, ustreza v faz-
nem prostoru gibanje to¢ke. Ta se giblje po dolofeni krivulji — trajektoriji.
Skozi vsako to¢ko v faznem prostoru gre ena in ena sama trajektorija, kajti
vsakemu moZnemu. zadetnemu stanju sistema ustreza neko gibanje. Vsaki tocki
v faznem prostoru ustreza neka 2 s-dimenzionalna hitrost v = (d,, 9., - - - Ps)s
katere komponente so dolotene z levimi stranmi zgornjih enac¢b. Lahko si pred-
stavljamo, da se po faznem prostoru pretaka neka tekodina, ki nosi s seboj
totko, s katero smo predstavili stanje sistema. V danem primeru, ko je energija
sistema konstantna, je gibanje stacionarno, tako da se trajektorije to¢k ujemajo
s tokovnicami tega tekodinskega gibanja.

Iz Hamiltonovih enac¢b razberemo, da je divergenca omenjenega 2 s-dimen-
zionalnega vektorja hitrosti enaka nié¢: divv = 2; (04:/0q; + 0pi/0p;) = 0. To
pomeni, da se prostornina, ki jo zavzema kaka merljiva mnoZica to¢k v faznem
prostoru, pri njihovem gibanju ne spremeni (Liouvillov izrek). Lahko si pred-
stavljamo, da je tekocéina, ki izpolnjuje fazni prostor, nestisljiva.

Pogoj, da je energija konstantna, H (g, p) = konst., doloda nekc 2 s-dimen-
zionalno hiperploskev v faznem prostoru. Vsaki vrednosti energije ustreza po
ena taksna ploskev, ki obdajajo druga drugo, nekako tako kot listi ¢ebule. Rekli
bomo, da so to energijske ploskve in da po dve taki ploskvi definirata energijsko
plast faznega prostora. Vzeli bomo, da potekajo energijske ploskve tako, da
ima vsaka energijska plast omejeno prostornino. Pri sistemu, ki je prostorsko
omejen, npr. z neko idealno posodo, je ta pogoj gotovo izpolnjen.

2. Verjetnostne porazdelitve v faznem prostoru

Pri mnozici molekul v plinu ali pri kakem drugem sistemu z velikim
Stevilom prostostnih stopenj je seveda izkljudeno, da bi za kak frenutek poznali
koordinate in impulze vseh delcev, ampak so naSe informacije o stanju sistema
vsekakor veliko bolj skromne. Stanje torej ni natan¢no znano in ga zato ne
moremo predstaviti s tocko v faznem prostoru, ampak le z neko verjetnostno
porazdelitvijo,* torej z neko verjetnostno gostoto ¢ (q, p, t). Pomen te funkcije
opiSemo z naslednjimi besedami: Verjetnost, da je ob &asu t stanje sistema
taksno, da pade wustrezna to¢ka v faznem prostoru v element dI' =
= dq, dq, ... dgsdp, ...dps tega prostora pri tocki (q, p), je enaka p (q, p, t) dT..
Lahko si predstavljamo, da smo teko¢ino v faznem prostoru pobarvali, pri ¢emer
je o koncentracija barvila ali, Se bolje, koncentracija. deljena s celokupno samo
barvila, kajti verjetnostna gostota je normirana: { o (q, p, t) dI' = 1. Iz Liovillo-
vega izreka sledi, da je substancialni odvod verjetnostne gostote enak nié, to se

* Gibbs, ki je prvi vpeljal pojem take verjetnostne porazdelitve, jo je opisal
z namisljeno (v limiti neskonéno bogato) mnozico podobnih sistemowv, ki ji usireza
mnozica totk v faznem prostoru's®. TaksSna mnozica to¢k se po Gibbsu imenuje
ensemble. Pravzaprav je to le poseben primer kolektiva, ki se rabi pri aposteriorni
definiciji verjetnosti (po Misesu, glej A. Vadnal, Obz. mat. fiz., 4, 97, 1955/56). Odkar
je prislo v navado, da se verjetnost definira aksiomati¢no (gl. Vadnal, 1.c¢.), pojem
ensembla (kolektiva) ni ve¢ potreben.
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pravi dg/dt = 0p/0t + 2; [(00/0q:)q: + (0p/0p:) pi)] = 0. Za prispodobo z bar-
vilom pa velja, da ostane koncentracija v vsaki kapljici omenjene tekoéine za
vsele] nespremenjena, kajti v faznem prostoru ni difuzije.

Odlocilno vprasanje je sedaj, kakS$no verjetnosto porazdelitev bomo izbrali,
da bo sluZila namenom statisticne mehanike, Zelimo si, da bi se statisti¢ne na-
povedi, ki jih bomo naredili na osnovi izbrane verjetnostne gostote p, ujemale
s tem, kar dado eksperimenti. To se pravi, na primer, da naj bi se povpre¢na
vrednost {Y) = [ Y (g, p) 0 (g, p, t) dT, ki jo za kako mehaniéno koli¢ino Y (g, p),
ki je znacilna za na$§ sistem, izratunamo na osnovi izbrane verjetnostne po-
razdelitve, ujemala s povprecjem, ki ga dobimo z velikokratnim merjenjem
koli¢ine Y pri vedno enakih makroskopskih ckolis¢inah. Ce naj doseZemo taksno
ujemanje, se mora izbira verjetnostne porazdelitve seveda ravnati po okolii¢inah,
v katerih je obravnavani sistem, in po informacijah, ki jih imamo o stanju
sistema.

Potem, ko se odleimo za primerno verjetnostno porazdelitev v faznem
prostoru, se Sele odprejo konkretne naloge statisti¢ne mehanike, do katerih pa
v tem ¢lanku ne bomo prisli. Tam se potem raéunajo povpreéne vrednosti raznih
fizikalno zanimivih koli¢in ter efektivni odmiki od teh povpreéij itd. Delamo
torej racune, ki so v nacelu podobni kot mnogi racuni s podrodja verjetnostnega
racuna: iz neke dane verjetnostne porazdelitve ho¢emo doloditi druge verjetnosti
in razna povprecja. Oni prvi korak, ki nas zasedaj edinole zanima, namreé¢ pa-
metna izbira izhodiS¢ne verjetnostne porazdelitve, pa je ¢isto drugaéne narave.

3. Mikrokanoni¢na verjetnostna porazdelitev

Vzemimo izoliran sistem, ki je bil dalj ¢asa prepudten sam sebi, tako da
je v termodinamiénem pogledu v ravnovesnem stanju! Kaksno je njegovo mikro-
skopsko stanje, seveda ne vemo; razumljivo pa je, da bomo za tak primer za-
htevali, da naj bo verjetnostna porazdelitev v faznem prostoru stacionarna; redi
hodemo, da naj bo ¢ neodvisen od ¢asa. Ce nimamo drugih podrobnejsih infor-
macij, kot da leZi energija sistema v nekem zelo majhnem intervalu od W do
W + AW, je naravno, da si mislimo verjetnost enakomerno razmazano po
ustrezni energijski plasti faznega prostora. Znotraj te plasti naj bo tore]
o (q, p) = konst, = 1/4I", &ée je AI' prostornina te plasti; zunaj pa o == 0. Taksna
verjetnostna porazdelitev se imenuje mikrokanoni¢na. Da je stacionarna, uvidi-
mo, Ce se spomnimo prispodobe z barvilom. Ako je barvilo v plasti nestisljive
tekodine enakomerno porazdeljeno, se pri gibanju znotraj plasti koncentracija
barvila nikjer ne more spremeniti. |

Koristno je, ¢e porazdelitev Se nekoliko idealiziramo, s tem da jo projici-
ramo na eno samo energijsko ploskev (AW — 0). Tedaj imamo verjetnostno po-
razdelitev po energijski ploskvi. Verjetnostna gostota je spet konstantna po vsej
ploskvi, Ce vpeljemo namesto navadne povrSine mero (o), ki je sorazmerna
s prostornino ustrezne parcele tanke energijske plasti. Oc¢itno je wa mera pri
gibanju, kot ga predpisujejo Hamiltonove enacbe, invariantna.

Samo mimogrede naj omenimo, da se da iz tako definirane verjetnostane
porazdelitve izpeljati,” kakSna porazdelitev velja za vsak majhen del sistema,
npr. za manjse telo, ki je Ze dolgo Casa potopljeno v velik, idealno izoliran ter-
mostat. Dobimo tako imenovano kanoni¢no porazdelitev. Tu je verjetnost raz-
mazana po vsem faznem prostoru, in sicer pojema verjetnostna gostota ekspo-
nentno z energijo telesa: g o< e=W/kT, Za parameter T, ki dolo¢a to porazdelitev,
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se izkaZe, da predstavlja temperaturo, ¢e je k Boltzmannova konstanta. Ta ver-
jetnostna porazdelitev se v statistiéni mehaniki najveé uporablja. |

Vse to sta v glavnem povedala Ze ustanovitelja statisticne mehanike,
Boltzmann in Gibbs. O pravilnosti njune izbire nihée ne dvomi; o argumentih,
s katerimi naj se opraviéi ta izbira, pa je polemika Se vedno Ziva. Temu se ni
¢uditi; kajti problem ni &isto matematiden, ampak je marsikaj prepusceno
okusu in zdravi presoji — pa tudi filozofiranju.

" Vetina fizikov (med njimi npr. Tolman v svoji znani knjigi') je za-
dovoljna s tem, da se rezultati nadaljnjih izpeljav in racunov statistiCne me-
hanike ujemajo z rezultati eksperimentov. Uvedbo mikrokanonicne in s tem
kanoni¢ne verjetnostne porazdelitve opravi¢ujejo samo s tem ujemanjem. Drugi,
med njimi Rosenfeld® ter matematika Hinéin’? in Truesdell,!% 1! pa so odlo¢no
mnenja, da je treba dobiti argumente na osnovi zakljuckov, ki sledijo iz za-
konov mehanike. (Glej tudi nedavni pregledni Caldirolov ¢lanek.*?) Ogledati si
hotemo, kaksni so ti argumenti.

4. Birkhoffov ergodijski izrek

Koli¢ine, ki jih ugotavljamo pri termodinamiénih eksperimentih, so veci-
noma povpredja ¢ez precej dolge ¢ase. Naj bo Y neka koli¢ina, ki je odvisna od
koordinat in impulzov sestavnih delov sistema. Casovno povpreéje raztegnimo
¢ez neskonéno dolg dasovni interval:

- 1 -
¥ o T 2 f Y [q (@), p (8] dt.
ty > o tl—tﬂ - |

to

tr

Ni te¥ko dokazati, da je ta limita, e eksistira, neodvisna od zatetnega

¢asa t,. Vseeno je tudi, ¢e zahtevamo t, --— o namesto t, — + oo ali pa, ce
piSemo kar sploS$no: t, — £, — 0,

Boltzmann je izrekel znamenito ergodijsko hipotezo, da vsaka trajektorija
v faznem prostoru na takSen nadin ovije svojo energijsko ploskev, da gre skozi
vsako njeno totko. Ce bi bilo to res, bi bile pravzaprav vse trajektorije med
seboj identi¢ne, tako da bi bilo zgornje ¢asovno povprecje pri vsakrinih zacetnih
pogojih ob enaki energiji sistema vedno enako. Dalje se da Se uvideti, da bi
bilo tedaj ¢asovno povprecne vsake koli¢ine Y enako tako imenovanemu mikro-
kanoni¢nemu povpre¢ju {Y m, ki ga izra¢unamo po predpisili verjetnostnega ra-
duna iz prej definirane mikrokanoni¢ne verjetnostne gostote (om):

O

pri ¢emer je do prej definirana mera majhnega dela energijske ploskve, o pa
mere vse ploskve, po kateri integriramo.

Potemtakem bi s tem Ze nasli tehten argument v prid mikrokanoniéni
porazdelitvi, ¢e bi hipoteza ustrezala resnici.

Boltzmannova lipoteza pa je gotovo napac¢na, kajti mnoZica tock, ki jo
pokriva krivulja na ploskvi, ima v primeri s ploskvijo mero ni¢. Kljub temu
lahko Se dalje vpraSujemo, ali morda vendarle vsaka frajektorija povsod na
gosto prekrije energijsko ploskev, nemara podobno, kot pokrije Lissajoujeva
krivulja svoj pravokotnik v primeru iracionalnega razmerja obeh [rekvenc.
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Skratka, ali morda vendarle nista pri dolo¢enih pogojih obe povpredji za vsako

integrabilno funkcijo Y enaki, _

Ta domneva predstavlja sodobno verzijo ergodijske hipoteze.
Problem je dolgo ¢asa pocival, dokler ni uspelo Birkhoffu?3 dokazati, da

eksistira Casovno povprecje Y pri zelo splosnih pogojih za vsako funkcua Y,
ki je po faznem prostoru in po ¢asu po Lebesgueu integrabilna, in to skoraj
za vsako trajektorijo. Fraza »skoraj vsaka« pri tem pomeni, da pokrivajo pre-
ostale trajektorije kvedjemu del energijske ploskve z mero nic.

Na osnovi tega ni veé tezko priti do odgovora na zgornje vprasanje. Naj-
prej moramo ugotoviti, kako trajektorije ovijajo energijsko ploskev. Lahko se
zgodi, da se da energijska plskev razdeliti v dva dela (re¢i hotemo, na dve
merljivi mnoZici to¢k) s pozitivno mero, tako da je vsak del zase invarianten
proti gibanju, torej, da je vsaka trajektorija samo v enem delu ploskve (nobena
trajektorija ne prehaja z enega dela na drugega). Ce je to mogode, je zgornja
domneva gotovo napaéna. O tem se prepridamo, ¢e izberemo funkcijo, ki ima
na enem izmed omenjenih delov energijske ploskve vrednost 1 in na drugem 0.
Velja pa tudi nasprotno: ¢e ugotovimo pri kaki integrabilni funkciji, da so
dasovha povpretja po trajektorijah na enem delu energijske ploskve vedja od
povpredij na drugem delu, smo s tem Ze nasli neko razdelitev energijske ploskve

v opisanem smislu. Ce torej hofemo, da je »skoraj povsod« Y = (Y ),, moramo
zahtevati, da se energijska ploskev na opisani invariantni nac¢in ne da razdeliti
ali, kakor pravimo, da je gibanje toc¢k po tej ploskvi metri¢no tranzitivno. S tem
smo Ze nakazali vsebino tako imenovanega Birkhoffovega ergodijskega
izreka, ki se da bolj natan¢no takole povedati:

Ce in samo &e je gibanje po energijski ploskvi metriéno tranzitivno, velja
za vsako po Lebesgueu integrabilno funkcijo, da je njeno casovno povpredje
vzdolz »skoraj vsake« tmgektome na tej energijski ploskvi enako mikrolkanonic-
nemu povpreciu.

| Zal se ni Se nikomur posreéilo dokazati, da je pri sistemih, s kakr§nimi se

ukvarja statisticna mehanika, pogoj metri¢ne tranzitivnosti' v splocSnem izpol-
njen. Edino to lahko trdimo s precejinjo gotovostjo, da zahteva po metriéni
tranzitivnosti vsaj ni sama po sebi protislovna. |

Omeniti pa je treba ob tej priloZnosti, da pridemo do navideznega proti-
slova, ¢e se spomnimo, da ima sistem 2s Hamiltonovih enadb razen energije
Se 2 s — 2 neodvisnih integralov, ki so konstantni vzdol? vsake trajektorije. Tak
integral seveda ne more imeti na vseh trajektorijah iste vrednosti in nas tako
po zgornjem receptu takoj pripelje do invariantnih razdelitev energijske ploskve.

Protislovje pojasnimo z ugotovitvijo, da pa¢ v primeru mefri¢ne tranzitiv-
nosti noben tak integral ne more biti enoli¢na funkcija koordinat g in p. Da se
v resnici lahko zgodi, da tak$ni integrali niso enoli¢ni, naj pokaZe naslednji
geometrijski zgled, ki je povzet po primeru-Lissajoujevih krivulj. (Zal pa nima
ta zgled s statisti¢no mehaniko dosti zveze.) Namesto energijske ploskve vze-
mimo torus, po katerem naj se toc¢ke gibljejo tako, kot velevata enacbi:

=0, +wt *=uw,t

(Glej sliko.) Trajektorije spominjajo na vijaénice in so navite na torus, podobno
kot Zica na jedro toroidnega transformatorja. Enacba trajektorije je

@ =@, T ki,
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pri ¢emer je k = w,/w,. Parameter ¢, = ¢ — k¥ je nekaj takega kot integral
v prejSnjem primeru in predstavlja tako rekot¢ Stevilko trajektorije. Ta para-
meter je enoliéna funkcija mesta na torusu oéitno samo v primeru, ¢e je k celo
Stevilo. Vidimo Se to, da je opisano gibanje po povrSini torusa metri¢no tranzi-
tivno, ¢e in samo ¢e je k iracionalen, medtem ko se da pri racionalnem k ta
ploskev metri¢no razstaviti v invariantne pasove.

Zadnja ugotovitev vzbuja nove domneve. Mislimo si, da je vrednost
koeficienta k plod nekega nakljuéja in da je ustrezna verjetnostna porazdelitev
zvezna! Tedaj je verjetnost, da bi bilo opisano gibanje po torusu metri¢no
tranzitivno, enaka 1, verjetnost, da bi bilo intranzitivno, pa enaka ni¢, kajti
mnozici racionalnih Stevil ustreza mera ni¢. Nekateri upajo, da se bodo taksne

ugotovitve dale prenesti v statisticno mehaniko.!! V prostoru tistih Hamiltono-
vih funkcij, ki prihajajo za kak sistem v poStev, bi bilo treba wvpeljati pri-
merno mero. Potem pa bi morali dokazati, da je verjetnost, da po nesreci zade-
nemo taksno Hamiltonovo funkcijo, da je pri dani vrednosti energije gibanje
na energijski ploskvi metriéno tranzitivno, enaka 1. Do takega sploSnega dokaza
pa smo menda Se daleé.

5. Hopfov ergodijski izrek

Tisti, ki jemljejo Birkhoffov izrek za osnovo klasi¢ne statisti¢ne mehanike,
vidijo v mikrokanoni¢ni porazdelitvi samo matematiden trik, ki omogoda
racunanje ¢asovnih povpreé¢ij — Ce§ da so ta povpredja edini konéni cilji® 11, Temu
mnenju pa — podobno kot velina fizikov — ne bomo sledili, ampak se bomo
vrnili na naSe prvotno staliSée glede verjetnostnih porazdelitev v faznem pro-
storu (§ 2). Zato ne bomo vprasevali samo za gibanje posamezne todke v faznem
prostoru in za ustrezna éasovna povprecja, ampak tudi za spremembe, ki jih
v teku casa doZivlja kaka verjetnostna porazdelitev, ¢e ni ravno stacionarna.

Mislimo si, da sistem, katerega energija W je natanéno znana, $e ni bil
dolgo sam sebi prepuscen, tako da Se ni dosegel termodinamiénega ravnovesja!
V trenutku opazovanja je nemara na eni strani sistema huda zgoséina, na drugi
stranl pa razredc¢ina. Takega stanja ne smemo prikazati z mikrokanoni¢no
verjetnostno porazdelitvijo, ampak z neko drugo, ki na primeren nadin uposteva
omejeno neenakomernost in vse druge informacije, ki jih morda imamo o stanju
sistema. Porazdelitev vsekakor ne sme biti stacionarna, ampak nam mora ravno
njeno spreminjanje nekaj povedati o opazovanih makroskopskih spremembah
sistema.

Po nekem ¢asu se bo sistem umiril in dosegel termodinami¢no ravnovesie.
Zdi se torej, da bomo stanje potem morali prikazati z mikrokanoniéno porazde-
litvijo. Re¢i ho¢emo, da se nam zdi, da ima vsaka verjetnostna porazdelitev po
energijski ploskvi lastnost, da s¢asoma preide v mikrokanoni¢no. Ce je ta
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domneva pravilna, je z njo uvedba mikrokanonignih porazdelitev Se dosti bolje
upravic¢ena kot z Birkhoffovim izrekom. (Le-ta govori samo o povpredjih preko
neskonéno dolgega ¢asa, kar je malce huda omejitev.)

Da bomo razumeli, za kaj gre, si Se enkrat pomagajmo z omenjenim bar-
vilom, katerega porazdelitev po tanki energijski plasti naj bo spoéetka neenako-
merna! Zgornja domneva pravi, da se zaradi gibanja v tej plasti faznega pro-
stora mocneje in slabSe pobarvane plasti tekocine s¢asoma tako premesSajo, da
postane porazdelitev enakomerna. Clovek je (npr. po izkuSnjah z malinovcem)
hitro pripravljen, da sprejme taksno domnevo. Vendar ne smemo pozabiti, da
v faznem prostoru ni difuzije, kot jo imamo v plinih in tekocinah. Gibanje
v faznem prostoru ne more povzroCiti drugega, kot da se razli¢no pobarvane
plasti razpotegnejo ali kako drugace deformirajo ter med seboj prepletejo.
Resni¢no enakomerne porazdelitve pa na ta nac¢in ne bomo nikoli dosegli,
kajti substancialni odvod koncentracije (verjetnostne gostote) je vselej ni¢, kot
smo videli.

Da bo predstava malo bolj pravilna, vzemimo namesto tekodine testo,
v katerem ni difuzije. Crno pobarvano in nepobarvano testo zmedkajmo skupaj
in ga gnetimo toliko ¢asa, da se plasti festa- povsem prepletejo! Od dalec se zdi,
kot da je testo potem enakomerno sivo; Sele z lupo opazimo, da je v resnicl
sestavljeno iz zelo tankih plasti temnega in svetlega testa. ReCi smemo, da
smo testo »v grobem« premesSali. »Finega« zmeSanja pa brez difuzije ne moremo
doseci. | | '

Sedaj pricakujemo, da se neenakomernosti verjetnostne porazdelitve v faz-
nem prostoru ¢ez dalj ¢asa vsaj v grobem izravnajo. Zato, da bomo to grobo
mesanje lahko matemati¢no prikazali, si mislimo energijsko ploskev v faznem
prostoru razdeljeno na majhne parcele. Znotraj vsake parcele si mislimo ver-
jetnost enakomerno razmazano. Tako dobljeno povprecje bomo zaznamovali
z {0)nq, Pri ¢emer je /\o simbol za posamezno parcelo energijske ploskve. Na-
misljeni poskus-s testom zapeljuje k domnevi, da stremi groba verjetnostna
gostota v vsaki parceli proti mikrokanoni¢ni verjetnostni gostoti, (o) Ao~ Om:
e t— oo, | |

Vendar tudi to ni ¢isto res! Pri gnetenju testa namreé¢ v nacdelu ne
moremo izkljuditi moZnosti, da se plasti »po naklju¢ju« ne bi spet nekako
odmotale (vsaj deloma), tako da bi se tudi v grobem ponovno za nekaj casa
pokazale neenakomernosti. Nekaj podobnega se utegne dogajati tudi pri ver-
jetnostni porazdelitvi v faznem prostoru. Da je strah upraviéen, uvidimo najlaze,
¢e si mislimo predznak ¢asa obrnjen. Potem imamo obrnjeno gibanje, za kKatero
pa ravno tako veljajo zakoni mehanike. (Ti zakoni so, kakor znano, invarianini
proti obratu c¢asa.) Obrne se seveda tudi gibanje one namisSljene tekocine ali
{esta v faznem prostoru in sprva zavozlane razli¢no pobarvane plasti se spet
lepo odvozlajo. Porazdelitev, ki je bila sprva v grobem enakomerna, je torej
postala tudi v grobem neenakomerna. Seveda se pa potem, e Se nekaj cdasa
potakamo, plasti spet zamotajo v nasprotnem smislu, tako da groba neenako-
mernost ponovno izgine: |

Tako prihajamo kon¢no do pravega jedra iskane domneve. Res se pri
opisanem gibanju od ¢asa do ¢asa lahko pojavljajo grobe neenakomernosti ver-
jetnostne porazdelitve. Toda te neenakomernosti so kratkotrajne v primeri s ti-
stimi ¢asovnimi intervali, v katerih je porazdelitev v grobem enakomerna.

Hopf!? je domnevo resneje analiziral in ugotovil, da je treba pri dokazo-
vanju obravnavati gibanje v nekem prostoru, katerega tocke ustrezajo parom
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to¢k v faznem prostoru I. Novi prostor, ki ga zaznamujemo z I' @QT', ima torej
4 s dimenzij, prej$nji energijski ploskvi pa ustreza tu hiperpleskev s 4s—2
dimenzijami. Hopf je dokazal naslednji izrek:"13

Ce in samo &e je gibanje na energijski ploskvi v prostoru I'QQ) I' metri¢no
tranzitivno, potem velja za poljubno zadetno in po Lebesgueu integrabilno ver-
jetnostno gostoto na energijski ploskvi v prostoru I', da je porazdelitev »skora)
vedno« v grobem mikrokanoniéna. |

Fraza »skoraj vedno« naj tu pomeni, da je ¢asovno povprecje kvadratnih
odmikov grobe gostote od ustrezne mikrokanoni¢ne gostote enako ni¢. Hopfov
izrek se torej krajSe takole pove:

[<o (2. 2, 1)) pne —Om]® =0

To velja za poljubno parcelo /\¢ dane energijske ploskve.

Odnos med Birkffovim in Hopfovim izrekom se razjasni, ¢e za funkcijo Y,
o kateri je bilo govora pri prvem izreku, vstavimo verjetnhostno gostoto g, potem
pa tvorimo povpredje preko neke parcele energijske ploskve. Dobimo, da je

| (Q (q; D, t)>A_u = Om-

Birkhoffov izrek potemtakem tudi pove, da je Casovno povprecje povprecne
verjetnostne gostote na poljubni parceli energijske ploskve enako mikrokano-
niéni verjetnostni gostoti (¢e je izpolnjen pogoj metri¢ne tranzitivnosti).

Napak bi bilo misliti, da iz zadnje trditve Ze sledi Hopfov izrek. Lahko bi
se namre¢ zgodilo, da bi vrednost <o (g, p,t) ) A, Stalno. nihala (ni nujno, da
ravno periodiéno) okrog svojega povpreéja om, tako da bi bilo ¢asovno po-
vprecje kvadratnega odmika od on, ki je zapisano v Hopfovem izreku, pozitivno.
Hopfov izrek pa ravno pravi, da so ta nihanja tako redka in tako Sibka, da se
v povpredju ez neskonéno dolg &as ni¢ ne poznajo.

Kar se tite zahtevanega pogoja metriéne tranzitivnosti, sme zal v po—-
dobni negotovosti kot pri Birkhoffovem izreku. To je treba obzalovah, kajti ¢e
bi vedeli, da je ta pogoj izpolnjen, bi bila pot do mikrokanoni¢ne porazdelitve
dokonc¢no izglajena. Vedeli bi, da je pri kakrsni koli zacetni verjetnostni po-
razdelitvi po dovolj dolgem ¢asu porazdelitev »skoraj gotovo« v grobem mikro-
kanoni¢na.

Prevedimo zadnjo trditev Se v termodmamlcm jezik: Vedeli bi, da je izoli-
rani sistem pri poljubnem zadetnem - stanju po dovolj dolgem &asu »skoraj
gotovo« priblizno v ravnovesnem stanju (to se pravi.v takSnem stanju, da ga
opifemo z mikrokanoni¢no verjetnostno porazdelitvijo). S to trditvijo se kaj
radi sprijaznimo, ker se ujema z izkusnjami, ki jih opisuje entropijski zakon.

Samo mimogrede lahko omenimo, da nas nadaljnja razmotrivanja v na-
kazani smeri pripelijejo do statisti¢nega tolmacenja entropije in do reSevanja
znamenitega paradoksa ireverzibilnosti. Paradoks obstoji v navideznem na-
sprotju med strogo reverzibilnostjo zakonov, ki veljajo za gibanje delcev, ter
irreverzibilnostjo makroskopskih procesov, kjer res ni videti, da bi enaki zakoni
veljali za obe smeri C¢asa. |

6. Ali lahko obidemo pogoj metriéne tranzitivnosti?

Velina fizikov,- zlasti mlajsSih, kaZe do ergodijske teorije in Se posebej do
problema metri¢ne tranzitivnosti o€iten odpor. Ce bi rekli, da je to samo po-
litika okoli kislega grozdja, ker pa¢ problem Se ni dokonéno resen, bi pa mnogim
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