
NA
OBZORNIK
ZA MATEMATIKO

IN FIZIKO

LJUBLJANA

1 9 6 2

[X. ši. 1



VSEBINA

Članki Stran

Racionalna in iracionalna števila (I.Vidav). ......... :. 1

Elementi teorije iger (R.Jamnik)) ............. . 7

O ločni dolžini gladkih krivulj in o površini gladkih ploskev (F. Križanič) 19

Ciklotronska resonanca (M.Pintar). ........:.:.:..:... 36

Domače vesti

Drugi seminar izbranih poglavij moderne fizike (S. Uršič) . . . . . 47

Nove knjige. ........................... 48

CONTENTS

Articles Page

On Rational and Irrational Numbers (I. Vidav) ........ :. 1

Elements of the Theory of Games (R.Jamnik). ....... ... 7

On lenght of smooth curves and on area of smooth surfaces (F. Križanič) 19

Cyclotron Resonance (M. Pintar). ...........:.:... 36

Home News. .. 2... Lo a k a a a ea a na a... 47

New Books . . . . . . REON CENA



i272.% OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIIKO "<

RACIONALNA IN IRACIONALNA ŠTEVILA

IVAN VIDAV

1. Za matematično analizo nam ne zadoščajo naravna števila, niti ne samo

racionalna, temveč potrebujemo vsa realna števila. Po znani metodi konstruiramo

racionalna števila z naravnimi števili, iracionalna pa z racionalnimi. Zato bi

vsaj teoretično mogli priti do realnih števil že v aritmetiki sami, ne da bi dobili

kako pobudo iz drugih področij matematike ali uporabe. Pri razširjanju pojma

števila nas namreč v aritmetiki vodi želja, da bi našli obseg števil, ki je v ma-

tematičnem oziru čim bolj zadovoljiv. Gre predvsem za to, da sta izpolnjeni

naslednji zahtevi:

1. Vse osnovne računske operacije (t.j. seštevanje, odštevanje, množenje

in deljenje) naj bodo neomejeno izvedljive. Izjema je le deljenje z nič.

Preden navedemo drugo zahtevo, naj omenimo, da so števila urejena po

velikosti. Glede na urejenost naj bo sistem števil popoln v temle smislu:

2. Vsaka navzgor omejena množica števil naj ima natančno zgornjo mejo.

Natančna zgornja meja je pri tem najmanjša zgornja meja te množice.

To drugo lastnost lahko izrazimo tudi drugače:

2a. Če smo vsa števila razdelili na dva razreda tako, da je vsako število

iz prvega razreda manjše od vsakega števila iz drugega razreda, eksistira tako

realno število a, da so v prvem razredu vsa števila, ki so manjša od a, v drugem

pa vsa števila, ki so večja od a.

Množica realnih števil ustreza obema zahtevama. Zaradi lastnosti 2 so

v obsegu realnih števil izvedljive poleg osnovnih tudi mnoge druge računske

operacije: korenjenje in logaritmiranje pozitivnih števil, limitiranje itd. V alge-

braičnem oziru pa nas realna števila še ne zadovoljujejo popolnoma, ker ni

vsaka algebraična enačba z realnimi koeficienti realno rešljiva. Zato razširimo

pojem števila na obseg kompleksnih števil. Toda pri tem moramo žrtvovati

eno izmed lastnosti realnih števil, namreč urejenost po velikosti.

Presenetljivo je zdaj dejstvo, da nam realna števila, ki smo jih konstruirali

zaradi omenjenih popolnoma notranje matematičnih potreb, povsem zadoščajo

za uporabo v geometriji in v naravoslovnih znanostih pri opisovanju narave.

Vendar dosežemo njihovo popolnost šele s privzemom iracionalnih števil. Pri

merjenju raznih količin pa bi nam pravzaprav zadoščala racionalna števila.

Zakaj trditev, da je vrednost neke merjene količine racionalna ali iracionalna,

nima fizikalno nobenega pomena, saj moremo meriti količine le z večjo ali

manjšo natančnostjo, popolnoma natančno pa nikdar. Videti je torej, da bi se

smeli omejiti na racionalna števila,če bi imeli v mislih le uporabo matematike.

Vendar se mi zdi, da tudi v fiziki lahko včasih v nekem smislu govorimo o

racionalnih vrednostih količin. Seveda gre tu predvsem za razmerja, ker so
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vrednosti količin samih odvisne še od poljubno izbranih enot. Po navadi je

odkritje, da je kaka fizikalna količina zmerom precej natančno enaka nekemu

ulomku, izredno pomembno za spoznavanje zakonov narave. Mislim pri tem na

primere, kakor so ugotovitev, da je atomska teža elementov precej natančno

enaka celemu številu, če vzamemo atomsko težo kisika 16, zakon o prostornin-

skem razmerju pri spajanju plinov itd. Seveda, opazovanje takih pojavov

otežkoča dejstvo, da so ulomki posejani povsod gosto. Trditev, da je neka

merjena količina racionalna, ima zato pomen le, če se izkaže, da so njene vrednosti

precej natančno enake ulomkom z zelo majhnim imenovalcem. Zakaj rekli

smo že, da leže ulomki v nasprotju s celimi števili povsod gosto.. Med 0 in 1

je n. pr. 27 okrajšanih ulomkov, katerih imenovalec je pod 10. Razlika med

dvema takima sosednjima ulomkoma je torej že zelo majhna.

Glavni razlog, da se niti v geometriji niti v uporabi ne moremo odreči

iracionalnim številom, pa leži drugje. Vzemimo kar geometrijo. V elementarni

geometriji naletimo na iracionalna števila najprej pri Pitagorovem izreku. Vsaka

stranica v pravokotnem trikotniku se izraža z drugima dvema stranicama in

v tej izražavi je kvadratni koren. Korenjenje pa v obsegu racionalnih števil ni

zmerom izvedljivo. Vsa geometrija sloni na majhnem številu razmeroma pre-

prostih osnovnih trditev, aksiomov, ki nam jih sugerira izkustvo. Vsi izreki

geometrije, med njimi tudi Pitagorov, so posledica teh aksiomov. Če bi se hoteli
v geometriji izogniti iracionalnim številom, bi morali spremeniti sistem

aksiomov, da bi nam potem zadoščala racionalna števila. Kako bi se to doseglo

in ali bi se sploh dalo doseči, ne vem. Prav gotovo bi bila žrtev prehuda. Saj ni

preprost. samo sistem aksiomov, tudi mnogi izreki, med njimi Pitagorov, so

enostavne in elegantne trditve.

Kar velja za geometrijo, velja še v večji meri za fiziko, predvsem za

teoretično. Vsa klasična fizika že tako bazira na Evklidični geometriji. Pri

matematični formulaciji Newtonovih osnovnih zakonov mehanike potrebujemo

pojem drugega odvoda. Ta pojem pa sloni na takih pojmih kot so limita in

zveznost funkcij. Zato ni mogoč model Newtonove mehanike v okviru raciv-

nalnih števil, čeprav pri merjenju nima nobenega smisla razlikovanje med

racionalnimi in iracionalnimi vrednostmi količin.

2. V nadaljevanju tega članka pa bi želel pokazati, kako je tudi za analizo

zadovoljiv le sistem vseh realnih števil, ne pa sistem racionalnih števil. V ta

namen sem si izbral pojem zveznosti. Videli bomo, da se: lastnosti zveznih

funkcij popolnoma spremene, če se pri definicijskem območju funkcij omejimo

na racionalna števila.

Spomnimo se najprej najpomembnejših lastnosti zveznih funkcij, ki veljajo
tedaj, kadar sme neodvisna spremenljivka zavzeti vse realne vrednosti nekega

intervala.

1. Če ima zvezna funkcija f(x) v točkah x — a in x <— b nasprotne pred-

značeni vrednosti, eksistira med a in b vsaj eno število ČA kjer je vrednost
funkcije enaka nič, torej f (8)<— 0.

2. Če je funkcija f (r) na pončnem intervalu lot b] zvezna, je tam na obe
strani omejena. Zato eksistirata natančna spodnja meja m in natančna zgornja
meja M. Za vsak x na intervalu [a,b] velja potem ocena.m < f (r) < M.

3. Zvezna funkcija zavzame na intervalu [a,b] natančno spodnjo mejo m

in natančno zgornjo mejo M. Zavzame tudi vsako'drugo vrednost med m in.M.
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Zvezno funkcijo si lahko v koordinatnem sistemu predočimo s krivuljo.
Krivulja — slika zvezne funkcije — je nepretrgana.

Oglejmo si sedaj, kako je z omenjenimi izreki, če se omejimo le na
racionalna števila. Pa vzemimo, da so vrednosti neodvisne spremenljivke in
funkcijske vrednosti racionalna števila. Definicija take funkcije je ista kakor
v splošnem primeru: Funkcija je predpis, po katerem pripada vsaki vrednosti
spremenljivke x na določenem intervalu [a, b] neko natančno določeno število,
ki ga imenujemo vrednost funkcije in označimo z f (x). Tu sta zdaj vrednost x-a
in funkcijska vrednost f(x) racionalni števili. Na kratko bomo te funkcije
imenovali funkcije racionalne spremenljivke v nasprotju z običajnimi, ki so
funkcije realne spremenljvke. Funkcije lahko definiramo z raznimi aritmetič-
nimi izrazi, n. pr.

1

a? —1

x

f(x) —<a'—a, f(a — K f(a <—

Te funkcije so določene za vsak x, edino zadnja ni definirana pri x — t 1.
Pač pa funkcije, kakor je f (x) <— Vat 1, ne sodijo zraven, kajti koren: Va? til
ni pri vsakem racionalnem x-u racionalen.

Zveznost definiramo kakor v običajnem primeru: Funkcija f (x) je v točki
x — x, zvezna, če pripada vsakemu pozitivnemu številu s tak pozitiven 8, da je
izpolnjena neenačba |f(x, £ h) —f(x,)| <e za vsak | R| < a. Seveda. so tu
nastopajoča števila racionalna. Vsi polinomi, pri čemer vzamemo koeficiente
racionalne, so zvezne funkcije.

Kako je z veljavnostjo izreka 1? Vzemimo za zgled funkcijo f (x) — x?—2,
ki je kot polinom povsod zvezna. Imamo f(1) <—1<0 in f(2) <2>0. Če bi
tudi tu veljal izrek 1, bi moralo biti med 1 in 2 tako število x, kjer je f(x) — 9.

Toda enačba x? —2 — 0 ima le korena x —.t V 2, ki sta iracionalna. Če se
omejimo na racionalna števila, ni naša funkcija f(x) nikjer enaka nič. Torej
izrek l v tem primeru ne drži. Narišimo v koordinatnem sistemu funkcijo
y — a? —2. Za sliko dobimo prav lepo parabolo. Pogled nanjo nam pove, da
seče abscisno os med x < 1 in x — 2. Če bi poznali samo racionalna števila, bi'

morali od tod napraviti zaključek: Parabola ni adekvatna slika funkcije f (x) <-
< a? —2, ker parabola seče os (x), funkcija J (x) pa ni nikjer enaka nič.

Morda bi kdo na podlagi tega zgleda sklepal takole: Zvezna funkcija f (x),
pri kateri je f(a) <0 in f(b) >0, sicer res ne zavzame zmerom vrednosti nič
med a in b, pač pa se vrednosti nič poljubno približa. Če pomeni f(x) fizikalno
količino, med enim in drugim primerom tako ni bistvene razlike zaradi ne-
natančnosti merjenja. Toda tak sklep bi bil prenagljen, kar nam kaže naslednji
primer: Naj bo f(x) < 1, čeje x? >2 in f (x) -—1, če je x? < 2. Ker je za vsak
racionalen x bodisi x?> 2 bodisi x?< 2, je ta funkcija natančno določena. Za
vsak x (namreč racionalen) je tudi zvezna. Če je n. pr. x," > 2, izberimo okoli r.,
tako majhen interval, da je za vsak x na tem intervalu še x? > 2, torej f (x) — 1.
Zato je funkcija f(r) prix — x, Zvezna, saj je na tem intervalu konstantna.
Tu.je f (1) ——I1< 0, f (2) < 1>0. Ker zavzame J (£) samo vrednosti 1 in — 1,
ni nikjer na intervalu [1,2] enaka nič. niti ne pridejo njene vrednosti v. po-
ljubno bližino vrednosti 0. Slika te funkcijeje pretrgana.



Kako je z omejenostjo zveznih funkcij racionalne spremenljivke? Vzemimo

za zgled funkcijo f (x) < — l/(a?— 2). Kvocient dveh zveznih funkcij je zvezen

povsod, razen kvečjemu tam, kjer je imenovalec enak nič. Ker v našem primeru

imenovalec x?— 2 za noben racionalen x ni enak nič, je f(x) kot funkcija ra-

cionalne spremenljivke povsod zvezna. Vzemimo spet interval [1,2]. Funkcija

na njem očitno ni omejena, saj lahko izberemo tak racionalen x, da je razlika

a?— 2 pozitivna in tako majhna, kakor želimo. Ustrezna funkcijska vrednost

je potem poljubno velika.

Oglejmo si nazadnje še izrek 3. Naj bo zvezna funkcija f (x) na intervalu

[a, b] navzgor omejena. Natančna zgornja meja M je lahko iracionalna tudi pri.

funkcijah, ki zavzamejo samo racionalne vrednosti. V takem primeru seveda ne

eksistira število xy, kjer bi bilo f (xy)— M. Zgled za to je funkcija f(x)—

— 9x —a3, ki ima na intervalu [0,3] natančno zgornjo mejo 6 V3, ki ni
racionalna.

Našteti primeri kažejo, kako varljivi so lahko »dokazi«, ki slone samo

na nazorni evidenci. Saj se marsikomu zde izreki 1, 2, 3 sami po sebi umevni

in korektni dokazi nepotrebni, ko si njihov pomen geometrično ponazori s kri-

vuljami. Toda videli smo, da pri isti definiciji za zveznost ti izreki ne veljajo

več, če se omejimo na funkcije racionalnega argumenta z racionalnimi vred-

nostmi. Brez posebne težave bi mogli konstruirati take zvezne funkcije racio-

nalne spremenljivke, da ustrezne krivulje sploh ne bi mogli narisati.

Doslej smo govorili le o zveznosti v točki. Poznamo pa še pojem enako-

merne zveznosti, Funkcija f(x) je na intervalu [a,b] enakomerno zvezna, če

pripada vsakemu številu s > 0 tak 8 >0, da je |f (x) —f (x) | < , kakor hitro

je |£ —x|<, kjerkoli sta števili x',4 na intervalu [a,b]. Naj bo funkcija

f (x) racionalne spremenljivke x na intervalu [a, b] enakomerno zvezna. V tem

primeru se da njeno definicijsko območje rajširiti na vse iracionalne x tako,

da ostane enakomerno zvezna. Eksponentno funkcijo definiramo n. pr. najprej

le za racionalne eksponente. Kot taka je enakomerno zvezna funkcija na vsakem

končnem intervalu. Potem definiramo vrednost potence pri iracionalnem ekspo-

nentu z limito vrednosti, ki jih eksponentna funkcija zavzame pri racionalnih

eksponentih. Podobno razširimo definicijsko območje pri drugih enakomerno

zveznih funkcijah, ki so prvotno določene le za racionalne vrednosti neodvisne

spremenljivke. Če je zaporedje

A EN MI

katerega členi so racionalni in leže na intervalu [a, b], konvergentno, je kon-

vergentno tudi zaporedje ustreznih funkcijskih vrednosti

Kadar je limita x, prvega zaporedja racionalna, je limita drugega zaporedja

enaka f(x,). Če pa je limita x, iracionalna, definiramo funkcijsko vrednost

f(a,) tako, da postavimo f(x,) <— limf (x,). Ker je vsako iracionalno število

limita racionalnih števil, smo s tem razširili definicijo funkcije f(x) na ves
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interval [a, b]. Tako razširjena funkcija je povsod zvezna in zato na končnem

intervalu [a, b] na obe strani omejena.

Za funkcije realne spremenljivke velja: Funkcija f(x) je na intervalu

[a, b] enakomerno zvezna tedaj in le tedaj, če je v vsaki točki tega intervala

zvezna. Za funkcije racionalne spremenljivke pa velja le to, da je funkcija f(x)

v vsaki točki intervala zvezna, če je tam enakomerno zvezna. Pač pa ni vsaka

funkcija, ki je v vseh racionalnih točkah zvezna, enakomerno zvezna. Če bi

namreč bila vsaka taka funkcija tudi enakomerno zvezna, bi se dala po prejš-

njem definirati za vse iracionalne x tako, da bi ostala zvezna. Potem bi bila na

obe strani omejena. Prej pa smo na zgledu spoznali funkcijo, ki je na nekem

končnem intervalu za vsak racionalen x zvezna in kljub temu ni omejena.

3. Zdaj pa si zastavimo še vprašanje: Zaradi katere lastnosti realnih števil

veljajo izreki 1, 2, 3 o zveznih funkcijah? Spoznali bomo, da sta to pravzaprav

dve pomembni lastnosti: kompaktnost in sovisnost (povezanost). Najprej naj

omenim tole: Izrek o omejenosti velja tudi pri funkcijah realne spremenljivke

samo za končne intervale. N. pr. funkcija f (x) — x? je za vsak x zvezna, pa ni

navzgor omejena, saj je zmožna zavzeti tako velike vrednosti, kakor želimo.

Vsa številska premica namreč ni kompaktna.

Oglejmo si zdaj dokaz za izrek 2. Naj bo funkcija f (x) na intervalu [a, b;

enolična in zvezna. Vsakemu številu x med a in b pripada zaradi zveznosti tako

število 8,> 0, da je |f (x) —f (x) | <1, če je le |x— x| < dz. Od tod sledi, da

so na intervalu (x — 0x, x - dx) vse funkcijske vrednosti pod f(x) -- 1. Tak

interval lahko dobimo, kakor rečeno, za vsak x na intervalu (a, b]. Torej smo

pokrili vsako točko x na tem intervalu z daljico dolžine d 8, in točka x je ravno

v sredi te daljice. Toda končen zaprt interval [a,b] številske premice je kom-

pakten. To pomeni, da se da iz vsake množice daljic," ki skupaj pokrivajo ves

interval [a, b], izbrati neko končno število teh daljic, ki že zase pokrivajo interval

[a, b]. Uporabimo to v našem primeru. Izberimo torej iz omenjene množice

daljic z dolžinami 2 6, neko končno število, n. pr. daljice i,,i,,..., iz, ki pokrivajo

ves interval [a, b]. Te daljice naj imajo središča v točkah r,, £,,..., £z. Na prvi

daljici so vse funkcijske vrednosti pod f (x,) -- 1, na drugi pod f (x,) - 1, itd., na

zadnji pa pod f(x,) 1. Če zaznamujemo z A največje izmed števil f (x),

f(A.),..., f (xn), so vse funkcijske vrednosti na intervalu [a, b] manjše od A - l.

Torej je funkcija f (z) omejena.

Množica racionalnih točk intervala [a,b] pa ni kompaktna. Vzemimo za

zgled interval [3, 4] in zaporedje intervalov

(2, 3.1), (2, 3.14), (2, 3.141),...

ter

(3.2, 5), (3.15, 5), (3.142,5),...

pri čemer so 3.1, 3.14, 3.141 itd. zaporedni približki števila s. Vsi ti intervali

skupaj pokrijejo vse racionalne točke med 3 in 4. Nepokrita ostane pravzaprav

edino točka s, ki pa ni racionalna. Iz teh dveh zaporedij očitno ne moremo

% Te daljice vzamemo kot odprte intervale, t.j. brez krajišč. Potem je vsaka

točka intervala [a,b] v notranjosti ene izmed daljic.



izbrati končnega števila intervalov, ki bi tudi pokrivali vse racionalne točke
med 3 in 4. Ta zgled pove, da množica racionalnih števil končnega intervala
ni kompaktna. Zato prejšnji dokaz za omejenost ni uporaben pri funkcijah
racionalne spremenljivke. Naj omenim, da je množica realnih števil kompaktna
natančno takrat, kadar je omejena in zaprta. Množica vseh racionalnih števil
na intervalu pa ni zaprta.

Kakor vemo, je množica točk na številski premici odprta, če vsebuje samo
notranje točke. Zaprta pa je tedaj, kadar ima vse robne točke. Množica vseh
realnih števil (oziroma številska premica) je sovisna (povezana), ker je ni moč
razdeliti na dve ločeni odprti množici ali dve ločeni zaprti množici. Množica
racionalnih števil pa ni sovisna. Če se omejimo na racionalna števila, imenujemo
notranjo točko množice tako, da eksistira okoli nje dovolj majhen interval, ka-
terega racionalne točke so vse v množici. Spet je odprta množica tista, ki ima
samo notranje točke, zaprta pa tista, ki vsebuje vse robne točke. Razdelimo vsa

racionalna števila na dva dela tako, da so v prvem delu števila, ki so manjša

od V2, v drugem delu pa večja od V 2. S tem smo razdelili vsa racionalna števila
in oba dela sta odprti množici. Zato množica racionalnih števil ni sovisna. Velja
še več: množica racionalnih točk je popolnoma razsekana. Noben še tako majhen
interval racionalnih točk ni povezana množica.

Če sovisno množico zvezno preslikamo, je njena slika spet sovisna množica.
Naj bo y <— f (x) zvezna funkcija na intervalu [4, b] (definirana za vsak realen x).
Če funkcijske vrednosti nanašamo na številsko premico (y), smo interval [a, »]
na osi (x) upodobili na neko množico točk na osi (y). Ta množica mora biti
sovisna. Toda sovisne množice točk na premici so razen cele premice in poltrakov
samo intervali. Ker leže vse funkcijske vrednosti med natančno spodnjo mejo rz
in natančno zgodnjo mejo M, je slika intervala [a, bI ves interval [m, M]) na pre-
mici (y). To se pravi, da zavzame funkcija f (z) vsako vrednost med m in M
vsaj enkrat. Kadar pa je zvezna funkcija definirana: samo za racionalne vred-
nosti x-a, ta izrek ne velja, ker množica racionalnih točk ni na nobenem inter-
valu sovisna.

Torej veljata izrek 1 in drugi del izreka 3 tedaj, kadar je definicijsko
območje zvezne funkcije sovisna množica, izrek 2 pa tedaj, kadar je definicijsko
območje kompaktna množica. Podobno bi se mogli prepričati, da velja tudi prvi
del izreka 3, po katerem zavzame vsaka zvezna funkcija natančno spodnje mejo
in natančno zgornjo mejo, kakor tudi izrek, po katerem je funkcija enakomerno

zvezna, če je v vsaki točki zvezna, tedaj, kadar je definicijsko območje funkcije

kompaktna množica.



ELEMENTI TEORIJE IGER

RAJKO JAMNIK

V življenju človeške družbe 'pride večkrat do konfliktnih situacij, to se

pravi do razmer, v katerih pridejo interesi ene skupine ljudi (ali posameznika)

navzkriž z interesi drugih skupin (ali posameznikov). Taka konfliktna situacija

je na primer konkurenca med gospodarskimi podjetji ali — še bolj značilen

primer — vojna, ki je pač najhujša oblika konkurence. V konfliktni situaciji

skuša ravnati vsak udeleženec tako, da je izid situacije zanj čim ugodnejši. Kaj

je najugodnejši izid, je seve odvisno od situacije in od udeležencev. Navadno ga

imamo lahko za ekstrem neke funkcije. Pri svojem: ukrepanju mora udeleženec

upoštevati pogoje situacije (v vojni n.pr. svoj in nasprotnikov človeški in

gospodarski potencial, vremenske razmere in podobno), razen teh pa še ukrepe

nasprotnikov. Razvoj konfliktne situacije je potemtakem zelo podoben poteku

nekaterih družabnih iger: šaha, mnosih iger s kartami in drugih. Razberimo to

podobnost recimo na taroku: Vsak igralec skuša igrati tako, da je izid igre zanj

čim bolj ugoden, to se pravi, da zbere kar največje število pik. Pri tem pride

navzkriž z drugimi igralci, zato je igra konfliktna situacija. Pri igri mora igralec

upoštevati pravila igre in karte, ki jih je dobil (to dvoje predstavlja pogoje te

konfliktne situacije), obenem pa prilagajati svoje ravnanje ukrepom nasprot-

nikov. Že ta primer nam dovolj osvetljuje ugotovitev, da se ekonomske in druge

praktično pomembne konfliktne situacije v bistvu ne razlikujejo od neke vrste

družabnih iger. Seve so igre v splošnem veliko preprostejše od praktičnih kon-

fliktnih situacij. Po tem premisleku je skoraj na dlani ideja, lotiti se pro-

učevanja resnično pomembnih konfliktnih situacij tako, da najprej obravnavamo

probleme pri najpreprostejših konfliktnih situacijah — družbenih igrah. Temu

premisleku in J.von NEUMANNU se ima zahvaliti za svoj nastanek teorija

iger. Prvi Neumannov spis o tej zadevi je iz leta 1928. Zato štejemo leto 1928

za rojstno leto teorije iger, čeprav je znanih nekaj sporadičnih poskusov v tej

smeri (Zermelo, Borel) že izza začetka našega. stoletja. V nadaljnjem bomo po-

skusili očrtati nekaj osnovnih problemov teorije iger in navesti nekatere njene

dosežke.

V prejšnjem odstavku smo ugotovili analogijo med ekonomskimi in dru-

gmi konfliktnimi situacijami ter neko skupino družabnih iger. Za kakšne igre

gre? Družabne igre lahko razdelimo v dve skupini. V prvo skupino sodijo ha-

zardne igre, to se pravi igre, ki je pri njih izid odvisen samo od naključja.

Take igre so recimo kockanje, ruleta, marjanca, enaindvajset, da naštejemo le

nekatere. Drugo skupino pa tvorijo vse tiste igre, pri katerih je izid vsaj deloma

odvisen od odločanja igralcev. Za te igre pravimo, da so strateške. Strateška

igra par excellence je šah; pri njem je izid odvisen samo od odločanja igralcev.

Vendar je tudi tarok strateška igra. Porazdelitev kart med igralce je rezultat

naključja, to je res. Toda razdeljevanje kart še ni igra; ta se začne šele potem,

ko so igralci karte že dobili, in je njen potek odvisen le od odločitev igralcev.

Podobne razmere kot pri taroku najdemo pri večini iger s kartami. Od obeh

skupin družabnih iger so konfliktnim situacijam, kakršne smo omenili v uvodu,

analogne le strateške igre. Zato so predmet teorije iger strateške igre.

Preden povemo kaj o strateških igrah, uvedimo nekaj osnovnih pojmov.

Igra je določena z neko zbirko pravil in dogovorov, po katerih se marajo ravnati
osebe, ki v igri sodelujejo. V nadaljnjem bomo igro kar identificirali z zbirko
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pravil in dogovorov. Vsaki možni realizaciji te zbirke bomo rekli partija,

osebam, ki v partij sodelujejo, pa igralci ali partnerji. Igra poteka tako, da

v določenih fazah partije igralci izbirajo elemente iz neke množice. Vsako tako

fazo imenujemo potezo določenega igralca, izbrani element pa njegov izbor.

Igre je mogoče razdeliti po različnih vidikih. Eden izmed kriterijev je

število igralcev. Ločimo igre z enim igralcem (n. pr. pasjansa), z dvema igral-

cema (.pr. šah) in tako naprej. Pri tem je treba povedati, da igralec ni nujno

ena sama oseba. Skupino oseb, ki ima v dani partiji identične interese, štejemo

za enega samega igralca. Tarok je potemtakem igra z dvema igralcema, tudi če

v njej sodelujejo štiri osebe. Razdele se namreč v dve skupini z nasprotujočimi

si interesi. Izjemo pomeni samo varianta »klopecki«; v tej varianti igra res vsaka

oseba zase in je tedaj tarok igra s štirimi igralci. Na splošno torej velja

dogovor: Igra z n igralci je taka, da so pri njej sodelujoče osebe razdeljene

v n paroma tujih skupin; osebe v isti skupini imajo identične interese, osebe

v različnih skupinah pa nasprotne.

V družabni igri se igralci pogosto dogovore, da bodo igralci, ki igro izgube,

plačali igralcem, ki igro dobe, znesek, odvisen od izida igre. Vse igre seve niso

take. Pri šahu se n.pr. navadno zadovoljimo z ugotovitvijo. da je ali igralec

zmagal ali izgubil ali da je bila igra remi. Vendar tudi tu ni nobene ovire, da ne

bi izid igre označili z dobički udeleženih igralcev; recimo dobiček l za zmago,

dobiček 0 za remi in dobiček —1 za poraz. Potemtakem je mogoče pri vsaki

igri izid opisati z zneski, ki jih dobe igralci po igri. (Če igralec igro izgubi, je

seve znesek negativen.) Drugače povedano: Izid igre z igralci P,,P.,..., P, je

mogoče opisati z n-torico števil

(d,, d., OO) d,),

pri čemer pomeni d; dobiček igralca P; (i— 1,2,..., n). Za družabne igre velja

pri tem relacija

d, bd,t...td, <0, (2)

saj izvira dobiček vsakega igralca iz izgube nasprotnikov. Igre, ki ustrezajo

pogoju (2), imenujemo igre z vsoto nič. Ekonomski in drugi konfliktni procesi,

ki potekajo podobno kot družabne igre, so navadno igre z vsoto, različno od

nič, saj pri teh procesih skoraj zmeraj nastajajo ali se uničujejo dobrine.

Igre je mogoče razlikovati tudi glede na število potez v partiji. Tarok,

ki ga igrajo štiri osebe, je igra z 12 potezami, ker ima vsak igralec 12 kart.

Šah pa je primer igre, v kateri število potez ni določeno. Upoštevajmo poleg

števila potez še število možnih izborov vsakega igralca v vsaki potezi! Če ima

igra končno mnogo potez in vsak igralec v vsaki potezi končno mnogo izborov,

pravimo, da je igra končna. Vse druge igre so neskončne.

Igre se ločijo še po informaciji, ki jo ima igralec o ukrepih in možnostih

nasprotnika. Pri šahu je informacija popolna. Pri igrah s kartami je informacija

navadno le delna, saj igralcem ponavadi ni znano, kakšne karte imajo na-

sprotniki, pač pa vedo, kakšne karte so že izigrali. Eksistirajo pa tudi igre,

pri katerih je igralec povsem brez informacije o nasprotniku.

Značilnosti strateških iger bomo pregledali na najbolj preprostih igrah.

To so končne igre z dvema igralcema, vsoto nič in ena samo potezo.! Vsak izmed

? Igre z enim igralcem in vsoto nič so praktično nepomembne; igre z enim

igralcem in od nič različno vsoto pa predstavljajo običajni primer določanja ekstrema.
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igralcev ima v taki igri končno mnogo izborov. Vzemimo zaradi preprostosti,

da izbere igralec P, eno izmed naravnih števil 1, 2,..., m, igralec P, pa, ne da

bi vedel za izbor igralca P,, eno izmed naravnih števil 1,2,...,n. Če izbere

igralec P, število i, igralec P, pa število j, naj plača igralec P, igralcu P,

znesek dij. Vsa plačila d;;j lahko uvrstimo v matriko

du dua... du|
./ dy do ... da |

sz | om pa ONE |
dni dye JI. dmn |

(8)

o vovv

mora plačati igralec Pe: igralcu Pi, če sam izbere število j, igralec P,;, pa

število i. Matriko D imenujemo plačilno matriko, igro, pri kateri eksistira pla-

čilna matrika, pa matrično igro. Elementi plačilne matrikeso poljubna realna

števila, določena s pravili igre. Če je dij < 0, to seve pomeni, da mora igralec P;

plačati igralcu P3 znesek| di; |, kadar sam izbere število i, igralec P> pa število j.

Določimo za primer plačilno matriko v Italiji priljubljene igre »dvoprstna

mora«! Pri tej igri pokaže vsak izmed dveh igralcev z desno roko enega ali dva

prsta, z levo roko pa napove, koliko prstov bo pokazal nasprotnik. To napravita

seve oba hkrati. Če ne ugane noben izmed partnerjev ali če uganeta oba part-

nerja, koliko prstov bo pokazal nasprotnik, je igra neodločena. Če pa ugane prvi
igralec, drugi pa ne, mora le-ta plačati prvemu toliko enot, kolikor prstov sta

pokazala oba skupaj. Označimo z (i, j) izbor, pri katerem pokaže igralec z desno

roko i prstov, z levo roko pa j prstov; nadalje naj bo (1, 1) prvi izbor, (1,2) drugi,

(2, 1) tretji in (2, 2) četrti. Po teh dogovorih je plačilna matrika pri dvoprstni mori

| (4)
|

Postavimo zdaj osnovno vprašanje teorije iger: Ali eksistira optimalni

način igre?

V primeru, ki ga obravnavamo, torej pri igrah z eno potezo, dvema igral-

cema in vsoto nič, lahko postavimo to vprašanje že konkretneje: Ali eksistira

za igralca P; način izbiranja, ki mu zagotavlja kar največji dobiček, in za

igralca P3 način izbiranja, pri katerem je njegova izguba najmanjša?

Pri nekaterih igrah je odgovor na to vprašanje kaj lahek. Vzemimo za

primer igro s plačilno matriko

1 —1 —4 —8

3 5 2 1

—1 —4 —2 —7

Di (5)

V tej matriki je vsak element v drugi vrstici večji od enakoležnih elemen-

tov v prvi in tretji vrstici. Izbor števila 2 je torej za igralca P; najugodnejši,

ne glede na to, kaj izbere igralec P2. Če igralca igro ponavljata, bo pameten

? Pojma dobiček in izguba v tem vprašanju sta seve relativna; dobiček je

lahko tudi negativen in je tedaj v resnici izguba.



igralec P; vselej izbral število 2, števili 1 ini'3 pa nikoli. Torej je najugodnejši

način igre za igralca P,; tak, da izbira število 2 z relativno frekvenco 1, števili 1

in 3 pa z relativno frekvenco 0. Vse tri relativne frekvence lahko združimo

v matrično vrstico

Imenujemo jo čisto strategijo Xe za igralca P;. S prilastkom »čista« hočemo po-

vedati, da po tej strategiji izbira igralec zmeraj isto število, ali drugače pove-

dano, v matrični vrstici so vsi elementi razen enega enaki nič, od nič različen

element pa je enak 1. Oglejmo si še možnosti igralca Ps! V matriki (5) so ele-

menti v četrtem stolpcu manjši od enakoležnih elementov v vseh drugih

stolpcih. Če torej izbere gralec Pa število 4, so njegove obveznosti do igralca P,

v vsakem primeru najmanjše. Pameten igralec P> bo zato zmeraj izbral število 4.

Z relativnimi frekvencami števil 1, 2, 3 in 4 tvorimo matrični stolpec

ki mu spet pravimo čista strategija Y, igralca P>.

Plačilna matrika (5) je prav posebne oblike. V splošnem ne moremo

pričakovati, da bodo elementi v kaki vrstici plačilne matrike večji od enako-

ležnih elementov v vseh drugih vrsticah in elementi v kakšnem stolpcu manjši

od enakoležnih elementov v vseh drugih stolpcih. Igra s tako plačilno matriko

bi tudi ne bila prav nič zanimiva. Poskusimo torej odgovoriti na vprašanje po

optimalnem načinu igranja pri matrični igri, ne da bi zahtevali, naj ima plačilna

matrika kakšne posebne lastnosti!

Matrična igra naj ima plačilno matriko (3). Če izbere igralec P, število i,

mu je v vsakem primeru zagotovljen dobiček min dij. Zapis min d;; pomeni,

J J

da je treba pri določanju minima dj; pri določenem i upoštevati vse j od 1 do n.

Igralec P; bo seve izbiral tako, da bo spodnja meja njegovega dobička čim večja.

Izbral bo potemtakem tak i, da bo dobil vsaj

max min di; (6)

zeclj

Zapis (6) pomeni, da je treba pri določanju maksima količine min dj; upoštevati

J

vse i od 1 do m.

Kako pa boravnal igralec Pa? Če izbere število j, njegova izguba ni večja

od max dij. Izmed vseh možnih j pa bo izbral tistega, pri katerem je zgornja

i

meja njegove izgube čim manjša; torej tak j, da ne bo izgubil več kot

min max d,; (1)

j. i

Med količinama (6) in (7) je relacija

max min dj; < min max dij (8)

ine jod
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V resnici: Pri danih iin j je

min dj; < d;,

j

max djiZ di;

i

in potemtakem

min di;X max dij (3)
j i

Leva stran neenačbe (9) je odvisna samo od i. Če torej vzamemo tak j, pri ka-

terem je max di; najmanjši, neenačba (9) še zmeraj velja:

i

min dj; min max dij (10)

j i.,i

Desna stran neenačbe (10) pa ni odvisna od i in je zato

max min dj;X min max djj

i j j i

To pa je že relacija (8), ki smo jo hoteli dokazati.

V posamezni partiji torej igralec P; lahko igra tako, da dobi vsaj

max min dj;, igralec Ps pa mu lahko prepreči, da bi dobil več kot min max dj.

i Jj j i

Dobiček v igralca P; leži potemtakem v mejah

max min dij K v < min max dij (11)

i Jj j i

Obravnavajmo v relaciji (8) najprej posebni primer

max min di; < min max dij (12)

i j j i

Kakšna moera biti matrika D, da velja zanjo relacija (12)? Odgovor na to vpra-

šanje bomo formulirali nekoliko splošneje, ker nam bo v splošni obliki potreben

še pozneje. Dokažimo torej izrek:

Bodi f (x, y) realna funkcija, definirana za vse x iz neke množice A in za

vse y iz neke množice B. Za to, da eksistirata

max minf(x,y) in min maxJ (x, y)

in da sta med, seboj enaka, je potrebno in zadostno, da eksistirata tak x, € A in
tak yo € B, da je za vse x€A in za vse y € B

f (c, Vo) S f (£o, Yo) (13)

f (aco, V) Z f (ao, Vo) (14)
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Iz relacij (13) in (14) še sledi

max minf (x, y) — min max f (x, y) — f (4, Yo) (15)

x y v o £

Pokažimo najprej, da iz relacije (15) sledi ocena (13)! Naj bo x, vrednost,

pri kateri je minf (x, y) maksimalen, y, pa vrednost, pri kateri je maxf (x, y)

y x

minimalen. Drugače rečeno, 4, in yo ustrezata pogojem

max min f (x, y) — min f (x, v)
x y y

min max f (x, y) — max f (4, ye)

V o x se

Od tod in iz relacije (15)) sledi

min J (40, y) — max f (4, yo) (16)
y x

Po definiciji minima je min f (x, v) < f (46, Ye). Od tod in iz relacije (16) dobimo

maxf (4, yo) < f (4, Vo)
x

Torej velja za vsak x iz množice A ocena

f (2, Vo) S f (£0, Vo)

To pa je ravno relacija (13), ki smo jo hoteli dobiti. S podobnim premislekom

ugotovimo, da sledi iz relacije (15) oziroma (16) ocena (14). Pogoj v izreku

je torej potreben.

Dokažimo še, da je pogoj zadosten, to se pravi, da iz ocen (13) in (14) sledi

relacija (15). Ker veljata oceni (13) in (14) za vsak x € A oziroma y € B, je

max f (2, Yo) S f (46, Vo)

z

min f (46, v) Z f (44, Vo)

y

in potemtakem

max f (x, yo) S f (£o, Yo) S minf (x, v)
x y

Še toliko bolj je potem

min max f (c, y) S f (co, Vo) S max min f (z, v)
y o x x V
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