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> > OBZORNIK'ZA MATEMATIKO IN FIZIKD "%«

RACIONALNA IN TRACIONALNA STEVILA
IVAN VIDAV

1. Za matematicno analizo nam ne zado$éajo naravna Stevila, niti ne samo
racionalna, temveé potrebujemo vsa realna $tevila. Po znani metodi konstruiramo
racionalna Stevila z naravnimi S$tevili, iracionalna pa z racionalnimi. Zato bi
vsaj teoreti¢no mogli priti do realnih $tevil Ze v aritmetiki sami, ne da bi dobili
kako pobudo iz drugih podrodij matematike ali uporabe. Pri razsirjanju pojma
Stevila nas namreé¢ v aritmetiki vodi Zelja, da bi nasli obseg $tevil, ki je v ma-
tematiénem oziru &m bolj zadovoljiv. Gre predvsem za to, da sta izpolnjeni
naslednji zahtevi:

1. Vse osnovne racunske operacije (t.j. seStevanje, odstevanje, mnoZenje
in deljenje) naj bodo neomejeno izvedljive. Izjema je le deljenje z nié.

Preden navedemo drugo zahtevo, naj omenimo, da so §tevila urejena po
velikosti. Glede na urejenost naj bo sistem $tevil popoln v temle smislu:

2. Vsaka navzgor omejena mnoZica $tevil naj ima natanéno zgornjo mejo.
Natanéna zgornja meja je pri tem najmanjsa zgornja meja te mnoZice.

To drugo lastnost lahko izrazimo tudi drugade:

2a. Ce smo wsa $tevila razdelili na dva razreda tako, da je vsako &tevilo
iz prvega razreda manjse od vsakega $tevila iz drugega razreda, eksistira tako
realno Stevilo a, da so v prvem razredu vsa $tevila, ki so manjsa od a, v drugem
pa vsa Stevila, ki so vedja od a.

MnoZica realnih Stevil ustreza obema zahtevama. Zaradi lastnosti 2 so
v obsegu realnih $tevil izvedljive poleg osnovnih tudi mnoge druge radunske
operacije: korenjenje in logaritmiranje pozitivnih $tevil, limitiranje itd. V alge-
braiénem oziru pa nas realna $tevila Se ne zadovoljujejo popolnoma, ker ni
vsaka algebrai¢na enacéba z realnimi koeficienti realno re§ljiva. Zato razsirimo
pojem Stevila na obseg kompleksnih $tevil. Toda pri tem moramo Zrtvovati
eno izmed lastnosti realnih $tevil, namre¢ urejenost po velikosti.

Presenetljivo je zdaj dejstvo, da nam realna §tevila, ki smo jih konstruirali
zaradi omenjenih popolnoma notranje matemati¢nih potreb, povsem zadoséajo
za uporabo v geometriji in v naravoslovnih znanostih pri opisovanju narave.
Vendar doseZemo njihovo popolnost Sele s privzemom iracionalnih &tevil. Pri
merjenju raznih koli¢in pa bi nam pravzaprav zado$éala racionalna $tevila.
Zakaj trditev, da je vrednost neke merjene koli¢ine racionalna ali iracionalna,
nima fizikalno nobenega pomena, saj moremo meriti koli¢ine le z vedjo ali
manj$o natancénostjo, popolnoma natanéno pa nikdar. Videti je torej, da bi se
smeli omejiti na racionalna Stevila, ¢e bi imeli v mislih le uporabo matematike.
Vendar se mi zdi, da tudi v fiziki lahko véasih v nekem smislu govorimo o
racionalnih vrednostih koli¢in. Seveda gre tu predvsem za razmerja, ker so
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vrednosti koli¢in samih odvisne Se od poljubno izbranih enot. Po navadi je
odkritje, da je kaka fizikalna koli¢ina zmerom precej natantno enaka nekemu
ulomku, izredno pomembno za spoznavanje zakonov narave. Mislim pri tem na
primere, kakor so ugotovitev, da je atomska teZa elementov precej natan¢no
enaka celemu §tevilu, ¢e vzamemo atomsko teZo kisika 16, zakon o prostornin-
skem razmerju pri spajanju plinov itd. Seveda, opazovanje takih pojavov
otezkota dejstvo, da so ulomki posejani povsod gosto. Trditev, da je neka
merjena koli¢ina racionalna, ima zato pomen le, ce se izkaZe, da so njene vrednosti
precej natanéno enake ulomkom z zelo majhnim imenovalcem. Zakaj rekli
smo Ze, da leZe ulomki v nasprotju s celimi Stevili povsod gosto..- Med 0 in 1
je n.pr. 27 okrajSanih ulomkov, katerih imenovalec je pod 10. Razlika med
dvema takima sosednjima ulomkoma je torej Ze zelo majhna.

Glavni razlog, da se niti v geometriji niti v uporabi ne moremo odreci
iracionalnim &§tevilom, pa leZi drugje. Vzemimo kar geometrijo. V elementarni
geometriji naletimo na iracionalna $tevila najprej pri Pitagorovem izreku. Vsaka
stranica v pravokotnem trikotniku se izraza z drugima dvema stranicama in
v tej izrazavi je kvadratni koren. Korenjenje pa v obsegu racionalnih $tevil ni
zmerom izvedljivo. Vsa geometrija sloni na majhnem Stevilu razmeroma pre-
prostih osnovnih trditev, aksiomov, ki nam jih sugerira izkustvo. Vsi izreki
geometrije, med njimi tudi Pitagorov, so posledica teh aksiomov. Ce bi se hoteli
v geometriji izogniti iracionalnim S$tevilom, bi morali spremeniti sistem
aksiomov, da bi nam potem zado$¢ala racionalna $tevila. Kako bi se to doseglo
in ali bi se sploh dalo doseédi, ne vem. Prav gotovo bi bila Zrtev prehuda. Saj ni
preprost samo sistem aksiomov, tudi mnogi izreki, med njimi Pitagorov, so
enostavne in elegantne trditve. '

Kar velja za geometrijo, velja Se v vecji meri za fiziko, predvsem za
teoreti¢no. Vsa klasi¢na fizika Ze tako bazira na Evklidiéni geometriji. Pri
matematiéni formulaciji Newtonovih osnovnih zakonov mehanike potrebujemo
pojem drugega odvoda. Ta pojem pa sloni na takih pojmih kot so limita in
zveznost funkcij. Zato ni mogoé model Newtonove mehanike v okviru racio-
nalnih $tevil, ¢eprav pri merjenju nima nobenega ‘smisla razlikovanje med
racionalnimi in iracionalnimi vrednostmi koli¢in.

2. V nadaljevanju tega ¢lanka pa bi Zelel pokazati, kako je tudi za analizo
zadovoljiv le sistem vseh realnih $tevil, ne pa sistem racionalnih Stevil. V ta
namen sem si izbral pojem zveznosti. Videli bomo, da se lastnosti zveznih
funkcij popolnoma spremene, ¢e se pri definicijskem obmocju funkecij omejimo
na racionalna Stevila.

Spomnimo se najprej najpomembnejsih lastnosti zveznih funkeij, ki veljajo
tedaj, kadar sme neodvisna spremenljivka zavzeti vse realne vrednosti nekega
intervala.

1. Ce ima zvezna funkcija f (x) v totkah x = @ in 2 = b nasprotnc’ pred-
znaeni vrednosti, eksistira med e in b VsaJ eno stevﬂo £ kJer je vrednost
funkcije enaka nié¢, torej f (§) = 0.

2. Ce je funkcija f (x) na koncnem intervalu [a b] zvezna je tam na obe
strani omejena. Zato eksistirata natanéna spodnla meja m in natancéna zgornja
meja M. Za vsak x na intervalu [e, b] velja potem ocena. m < f (x) < M

3. Zvezna funkcija zavzame na intervalu [a, b] natanéno spodnjo mejo m
.in natan¢no zgornjo mejo M. Zavzame tudi vsako:drugo vrednost med m in. M.
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Zvezno funkcijo si lahko v koordinatnem sistemu predo¢imo s krivuljo.
Krivulja — slika zvezne funkcije — je nepretrgana.

Oglejmo si sedaj, kako je z omenjenimi izreki, ¢e se omejimo le na
racionalna Stevila. Pa vzemimo, da so vrednosti neodvisne spremenljivke in
funkcijske vrednosti racionalna $tevila. Definicija take funkcije je ista kakor
v sploSnem primeru: Funkcija je predpis, po katerem pripada vsaki vrednosti
spremenljivke x na dolotenem intervalu [a, b] neko natanéno dolodeno Stevilo,
ki ga imenujemo vrednost funkcije in oznaéimo z f (x). Tu sta zdaj vrednost x-a
in funkcijska vrednost f(x) racionalni §tevili. Na kratko bomo te funkcije
imenovali funkcije racionalne spremenljivke v nasprotju z obic¢ajnimi, ki so
funkcije realne spremenljvke. Funkcije lahko definiramo z raznimi aritmetié-
nimi izrazi, n. pr.

1

x2—1

f@ =x—zx, @)= x—i—l fa) =

Te funkcije so dolodene za vsak xz, edino zadnja ni definirana pri x = + 1.
Pac¢ pa funkcije, kakor je f (x) = Vﬁ_ﬁ, ne sodijo zraven, kajti koren' }/x2 =t
ni pri vsakem racionalnem x-u racionalen.

Zveznost definiramo kakor v obi¢ajnem primeru: Funkcija f (x) je v to¢ki
T = x, zvezna, Ce pripada vsakemu pozitivnemu Stevilu ¢ tak pozitiven ¢, da je
izpolnjena neenacba |f(x, + h) —f(x,) |<{e za vsak |h|<<o. Seveda so tu
nastopajoca Stevila racionalna. Vsi polinomi, pri éemer vzamemo koeficiente
racionalne, so zvezne funkcije.

Kako je z veljavnostjo izreka 1? Vzemimo za zgled funkcijo f (x) = x2—2,
ki je kot polinom povsod zvezna. Imamo f (1) = — 1 << 0 in f(2)=2>0. Ce bi
tudi tu veljal izrek 1, bi moralo biti med 1 in 2 tako &tevilo x, kjer je f (x) = 0.
Toda enac¢ba x®2—2 = 0 ima le korena x =.+ l/—2, ki sta iracionalna. Ce se
omejimo na racionalna S$tevila, ni naga funkcija f (x) nikjer enaka nié. Tofej
izrek 1 v tem primeru ne drzi. Nari§imo v koordinatnem sistemu funkcijo
y = x* — 2. Za sliko dobimo prav lepo parabolo. Pogled nanjc nam pove, da
seCe abscisno os med x =1 in « = 2. Ce bi poznali samo racionalna Stevila, bi
morali od tod napraviti zaklju¢ek: Parabola ni adekvatna slika funkcije f (x) =
= 2% — 2, ker parabola seée os (x), funkcija f (x) pa ni nikjer enaka ni¢.

Morda bi kdo na podlagi tega zgleda sklepal takole: Zvezna funkcija f (x),
pri kateri je f(a) <<0 in f (b) >0, sicer res ne zavzame zmerom vrednosti nié¢
med a in b, pac¢ pa se vrednosti ni¢ poljubno pribliza. Ce pomeni f (x) fizikalno
koli¢ino, med enim in drugim primerom tako ni bistvene razlike zaradi ne-
natanc¢nosti merjenja. Toda tak sklep bi bil prenagljen, kar nam kaZe naslednji
primer: Naj bo f (x) = 1, e je 22> 2 in f (x) == — 1, &e je 22 < 2. Ker je za vsak
racionalen x bodisi 22> 2 bodisi a® <2, je ta funkcija natanéno dolodena. Za
vsak x (namre¢ racionalen) je tudi zvezna. Ce je n. pr. x,® > 2, izberimo okoli x,
tako majhen interval, da je za vsak x na tem intervalu e x2 > 2, torej f (x) = 1.
Zato je funkcija f (x) pri x = x, zvezna, saj je na tem intervalu konstantna.
Tu je f (1) =—1< 0, f(2) = 1> 0. Ker zavzame f (x) samo vrednosti 1 in — 1
ni nikjer na intervalu [1, 2] enaka nié. niti ne pridejo njene vrednosti v po-
ljubno bliZino vrednosti 0. Slika te funkcije je pretrgana.



Kako je z omejenostjo zveznih funkcij racionalne spremenljivke? Vzemimo
za zgled funkcijo f (x) = — 1/(x* — 2). Kvocient dveh zveznih funkcij je zvezen
povsod, razen kvedjemu tam, kjer je imenovalec enak ni¢. Ker v naSem primeru
imenovalec 22 — 2 za noben racionalen x ni enak ni¢, je f (xr) kot funkcija ra-
cionalne spremenljivke povsod zvezna. Vzemimo spet interval [1, 2]. Funkecija
na njem ocitno ni omejena, saj lahko izberemo tak racionalen x, da je razlika
x? — 2 pozitivna in tako majhna, kakor Zelimo. Ustrezna funkcijska vrednost
je potem poljubno velika.

Oglejmo si nazadnje e izrek 3. Naj bo zvezna funkcija f (x) na intervalu
[a, b] navzgor omejena. Natanéna zgornja meja M je lahko iracionalna tudi pri.
funkcijah, ki zavzamejo samo racionalne vrednosti. V takem primeru seveda ne
eksistira Stevilo xy, kjer bi bilo f(xm) = M. Zgled za to je funkcija f(x) =
=9z —a3, ki ima na intervalu [0, 3] natanéno zgornjo mejo 6 V3, ki ni
racionalna.

Nagteti primeri kaZejo, kako varljivi so lahko »dokazi«, ki slone samo
na nazorni evidenci. Saj se marsikomu zde izreki 1, 2, 3 sami po sebi umevni
in korektni dokazi nepotrebni, ko si njihov pomen geometri¢no ponazori s kri-
vuljami. Toda videli smo, da pri isti definiciji za zveznost ti izreki ne veljajo
ved, ¢e se omejimo na funkcije racionalnega argumenta z racionalnimi vred-
nostmi. Brez posebne teZave bi mogli konstruirati take zvezne funkcije racio-
nalne spremenljivke, da ustrezne krivulje sploh ne bi mogli narisati.

Doslej smo govorili le o zveznosti v to¢ki. Poznamo pa $e pojem enako-
merne zveznosti. Funkcija f(x) je na intervalu [a, b] enakomerno zvezna, e
pripada vsakemu tevilu & > 0 tak 6 >0, da je | f (@) —f () | <e¢, kakor hitro
je |&’ —ax| <<, kjerkoli sta Stevili «',x na intervalu [a, b]. Naj bo funkcija
f (x) racionalne spremenljivke x na intervalu [a, b] enakomerno zvezna. V tem
primeru se da njeno definicijsko obmo&je rajsiriti na vse iracionalne x tako,
da ostane enakomerno zvezna. Eksponentno funkcijo definiramo n.pr. najprej
le za racionalne eksponente. Kot taka je enakomerno zvezna funkcija na vsakem
konénem intervalu. Potem definiramo vrednost potence pri iracionalnem ekspo-
nentu z limito vrednosti, ki jih eksponentna funkcija zavzame pri racionalnih
eksponentih. Podobno razsirimo definicijsko obmoéje pri drugih enakomerno
zveznih funkcijah, ki so prvotno dolodene le za racionalne vrednosti neodvisne
spremenljivke. Ce je zaporedje

X Laigs o ayrLpssis s

katerega ¢leni so racionalni in leZe na intervalu [a, b], konvergentno, je kon-
vergentno tudi zaporedje ustreznih funkcijskih vrednosti

f(xy), f(x), f (), - -

Kadar je limita x, prvega zaporedja racionalna, je limita drugega zaporedja
enaka f(x,). Ce pa je limita x, iracionalna, definiramo funkcijsko vrednost
f (x,) tako, da postavimo f(x,) = lim f (xx). Ker je vsako iracionalno $tevilo
limita racionalnih &§tevil, smo s tem raz§irili definicijo funkcije f(x) na ves
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interval [a, b]. Tako raziirjena funkcija je povsod zvezna in zato na konc¢nem
intervalu [a, b] na obe strani omejena.

Za funkcije realne spremenljivke velja: Funkcija f(x) je na intervalu
[a, b] enakomerno zvezna tedaj in le tedaj, ¢e je v vsaki toc¢ki tega intervala
zvezna. Za funkcije racionalne spremenljivke pa velja le to, da je funkcija f ()
v vsaki to¢ki intervala zvezna, e je tam enakomerno zvezna. Pa¢ pa ni vsaka
funkcija, ki je v vseh racionalnih toc¢kah zvezna, enakomerno zvezna. Ce bi
namre¢ bila vsaka taka funkcija tudi enakomerno zvezna, bi se dala ro prej¥-
njem definirati za vse iracionalne x tako, da bi ostala zvezna. Potem bi bila na
obe strani omejena. Prej pa smo na zgledu spoznali funkcijo, ki je na nekem
konénem intervalu za vsak racionalen x zvezna in kljub temu ni omejena.

3. Zdaj pa si zastavimo Se vprasanje: Zaradi katere lastnosti realnih Stevil
veljajo izreki 1, 2, 3 o zveznih funkcijah? Spoznali bomo, da sta to pravzaprav
dve pomembni lastnosti: kompaktnost in sovisnost (povezanost). Najprej naj
omenim tole: Izrek o omejenosti velja tudi pri funkcijah realne spremenljivke
samo za koné¢ne intervale. N. pr. funkcija f (x) = x? je za vsak x zvezna, pa ni
navzgor omejena, saj je zmoZna zavzeti tako velike vrednosti, kakor Zelimo.
Vsa Stevilska premica namreé¢ ni kompaktna.

Oglejmo si zdaj dokaz za izrek 2. Naj bo funkcija f (x) na intervalu [a, b}
enoli¢na in zvezna. Vsakemu §tevilu x med a in b pripada zaradi zveznosti tako
Stevilo 6, >0, da je |f (@) —Ff (@) | <1, e jele |’ —=x | <6z Od tod sledi, da
so na intervalu (x — 0z x + 0;) vse funkcijske vrednosti pod f(x) + 1. Tak
interval lahko dobimo, kakor reéeno, za vsak x na intervalu [a, b]. Torej smo
pokrili vsako to¢ko x na tem intervalu z daljico dolZine d d; in totka x je ravno
v sredi te daljice. Toda konden zaprt interval [a, b] Stevilske premice je kom-
pakten. To pomeni, da se da iz vsake mnoZice daljic,* ki skupaj pokrivajo ves
interval [a, b], izbrati neko koné¢no 3tevilo teh daljic, ki Ze zase pokrivajo interval
[a, b]. Uporabimo to v nasem primeru. Izberimo torej iz omenjene mnozZice
daljic z dolzinami 2 ¢, neko konéno Stevilo, n. pr. daljice i, iy, . . ., i, ki pokrivajo
ves interval [a, b]. Te daljice naj imajo sredi§¢a v toc¢kah x,, x,,..., &». Na prvi
daljici so vse funkcijske vrednosti pod f (x,) + 1, na drugi pod f (x;) + 1, itd., na
zadnji pa pod f(x,) + 1. Ce zaznamujemo z A najvefje izmed Stevil f(x,),
f(x,), ..., f (xx), so vse funkcijske vrednosti na intervalu [a, b] manjse od A + 1.
Torej je funkcija f (xr) omejena.

MnoZica racionalnih to¢k intervala [a, b] pa ni kompaktna. Vzemimo za
zgled interval [3, 4] in zaporedje intervalov

(2, 3.1), (2, 3.14), (2, 3.141),...
ter
(3.2, 5), (3.15,5), (3.142,5), ...

pri ¢emer so 3.1, 3.14, 3.141 itd. zaporedni priblizki Stevila n. Vsi ti intervali
skupaj pokrijejo vse racionalne to¢ke med 3 in 4. Nepokrita cstane pravzaprav
edino todka @, ki pa ni racionalna. Iz teh dveh zaporedij ocitno ne moremo

* Te daljice vzamemo kot odprte intervale, t.j. brez krajis¢. Potem je vsaka
to¢ka intervala [a, b] v notranjosti ene izmed daljic.



izbrati konénega $tevila intervalov, ki bi tudi pokrivali vse racionalne tocke
med 3 in 4. Ta zgled pove, da mnoZica racionalnih stevil konénega intervala
ni kompaktna. Zato prej$nji dokaz za omejenost ni uporaben pri funkcijah
racionalne spremenljivke. Naj omenim, da je mnoZica realnih $tevil kompaktna
natantno takrat, kadar je omejena in zaprta. MnoZica vseh racionalnih &tevil
na intervalu pa ni zaprta. ‘

{akor vemo, je mnoZica tock na Stevilski premici odprta. ¢e vsebuje samo
notranje tocke. Zaprta pa je tedaj, kadar ima vse robne totke. Mnozica vseh
realnih $tevil (oziroma &tevilska premica) je sovisna (povezana), ker je ni moé
razdeliti na dve loCeni odprti mnozici ali dve loceni zaprti mnozici. MnoZica
racionalnih $tevil pa ni sovisna. Ce se omejimo na racionalna Stevila, imenujemo
notranjo tocko mnozice tako, da eksistira okoli nje dovolj majhen interval, ka-
terega racionalne tocke so vse v mnozici. Spet je odprta mnozica tista, ki ima
samo notranje tocke, zaprta pa tista, ki vsebuje vse robne tocke. Razdelimo vsa
racionalna $tevila na dva dela tako, da so v prvem delu $tevila, ki so manjsa

od }/2, v drugem delu pa veéja od V§ S tem smo razdelili vsa racionalna $tevila
in oba dela sta odprti mnoZici. Zato mnozica racionalnih $tevil ni sovisna. Velja
Se ve¢: mnoZica racionalnih to¢k je popolnoma razsekana. Noben ge tako majhen
interval racionalnih to¢k ni povezana mnoZica.

Ce sovisno mnoZico zvezno preslikamo, je njena slika spet sovisna mnoZica.
Naj bo ¥ = f (x) zvezna funkcija na intervalu [a, b] (definirana za vsak realen x).
Ce funkcijske vrednosti nanagamo na $tevilsko premico (y), smo interval [a, b]
na osi (x) upodobili na neko mnozico tok na osi (y). Ta mnozica mora biti
sovisna. Toda sovisne mnozice to¢k na premici so razen cele premice in poltrakov
samo intervali. Ker leZe vse funkcijske vrednosti med natanéno spodnjo mejo n
in natan¢no zgodnjo mejo M, je slika intervala [a, bl ves interval [m, M} na pre-
mici (y). To se pravi, da zavzame funkcija f (x) vsako vrednost med m in M
vsaj enkrat. Kadar pa je zvezna funkcija definirana samo za racionalne vred-
nosti x-a, ta izrek ne velja, ker mnoZica racionalnih to¢k ni na nobenem inter-
valu sovisna. : <

Torej veljata izrek 1 in drugi del izreka 3 tedaj, kadar je definicijsko
obmocje zvezne funkcije sovisna mnozica, izrek 2 pa tedaj, kadar je definicijsko
obmoc¢je kompaktna mnoZica. Podobno bi se mogli prepricati, da velja tudi prvi
del izreka 3, po katerem zavzame vsaka zvezna funkcija natanéno spodnjc mejo
in natanéno zgornjo mejo, kakor tudi izrek, po katerem je funkcija enakoumerno

zvezna, ¢e je v vsaki tocki zvezna, tedaj, kadar je definicijsko obmotje funkcije
kompaktna mnoZica.



ELEMENTI TEORIJE IGER
RAJKO JAMNIK

V zivljenju ¢loveske druzbe -pride veckrat do konfliktnih situacij, to se
pravi do razmer, v katerih pridejo interesi ene skupine ljudi (ali posameznika)
navzkriZz z interesi drugih skupin (ali posameznikov). Taka konfliktna situacija
je na primer konkurenca med gospodarskimi podjetji ali — Se bolj znacilen
primer — vojna, ki je pa¢ najhujSa oblika konkurence. V konfliktni situaciji
skuSa ravnati vsak udeleZenec tako, da je izid situacije zanj ¢im ugodnejsi. Kaj
je najugodnejsi izid, je seve odvisno od situacije in od udeleZencev. Navadnc ga
imamo lahko za ekstrem neke funkcije. Pri svojem: ukrepanju mora udeleZenec
upo$tevati pogoje situacije (v vojni n.pr. svoj in nasprotnikov é&lovegki in
gospodarski potencial, vremenske razmere in podobno), razen teh pa Se ukrepe
nasprotnikov. Razvoj konfliktne situacije je potemtakem zelo podoben poteku
nekaterih druzabnih iger: Saha, mnogih iger s kartami in drugih. Razberimo to
podobnost recimo na tarcku: Vsak igralec sku$a igrati tako, da je izid igre zanj
¢im bolj ugoden, to se pravi, da zbere kar najveéje $tevilo pik. Pri tem pride
navzkriz z drugimi igralci, zato je igra konfliktna situacija. Pri igri mora igralec
upostevati pravila igre in karte, ki jih je dobil (to dvoje predstavlja pogoje te
konfliktne situacije), obenem pa prilagajati svoje ravnanje ukrepom nasprot-
nikov. Ze ta primer nam dovolj osvetljuje ugotovitev, da se ekonomske in druge
praktiéno pomembne konfliktne situacije v bistvu ne razlikujejo od neke vrste
druzabnih iger. Seve so igre v sploSnem veliko preprostejSe od prakti¢nih kon-
fliktnih situacij. Po tem premisleku je skoraj na dlani ideja, lotiti se pro-
ucevanja resni¢no pomembnih konfliktnih situacij tako, da najprej obravnavamo
probleme pri najpreprostej§ih konfliktnih situacijah — druZbenih igrah. Temu
premisleku in J.von NEUMANNU se ima zahvaliti za svoj nastanek teorija
iger. Prvi Neumannov spis o tej zadevi je iz leta 1928. Zato $tejemo leto 1923
za rojstno leto teorije iger, Ceprav je znanih nekaj sporadi¢nih poskusov v tej
smeri (Zermelo, Borel) Ze izza zacetka naSega. stoletja. V nadaljnjem homo po-
skusili oértati nekaj osnovnih problemov teorije iger in navesti nekatere njene
dosezke.

V prej$njem odstavku smo ugotovili analogijo med ekonomskimi in dru-
gmi konfliktnimi situacijami ter neko skupino druZabnih iger. Za kak$ne igre
gre? DruZabne igre lahko razdelimo v dve skupini. V prvo skupino sodijo ha-
zardne igre, to se pravi igre, ki je pri njih izid odvisen samo od nakljudja.
Take igre so recimo kockanje, ruleta, marjanca, enaindvajset, da nastejemo le
nekatere. Drugo skupino pa tvorijo vse tiste igre, pri katerih je izid vsaj deloma
odvisen od odlo¢anja igralcev. Za te igre pravimo, da so strateSke. Strateska
igra par excellence je Sah; pri njem je izid odvisen samo od odloéanja igralcev.
Vendar je tudi tarok strateska igra. Porazdelitev kart med igralce je rezultat
nakljuéja, to je res. Toda razdeljevanje kart Se ni igra; ta se zaéne Sele potem,
ko so igralci karte Ze dobili, in je njen potek odvisen le od cdloditev igralcev.
Podobne razmere kot pri taroku najdemo pri veédini iger s kartami. Od obeh
skupin druzabnih iger so konfliktnim situacijam, kakrsne smo omenili v uvodu,
analogne le strateske igre. Zato so predmet teorije iger strateske igre.

Preden povemo kaj o strateskih igrah, uvedimo nekaj osnovnih pOJmOV
Igra je dolo¢ena z neko zbirko pravil in dogovorov, po katerih se morajo ravnati
osebe, ki v igri sodelujejo. V. nadaljnjem bomo igro kar identificirali z zbirko
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pravil in dogovorov. Vsaki mozni realizaciji te zbirke bomo rekli partija,
osebam, ki v partij sodelujejo, pa igralci ali partnerji. Igra poteka tako, da
v dolo¢enih fazah partije igralci izbirajo elemente iz neke mnozZice. Vsako tako
fazo imenujemo potezo dolofenega igralca, izbrani element pa njegov izbor.

Igre je mogoce razdeliti po razliénih vidikih. Eden izmed kriterijev je
Stevilo igralcev. Lo¢imo igre z enim igralcem (n.pr. pasjansa), z dvema igral-
cema (.pr. Sah) in tako naprej. Pri tem je treba povedati, da igralec ni nujno
ena sama oseba. Skupino oseb, ki ima v dani partiji identi¢ne interese, $tejemo
za enega samega igralca. Tarok je potemtakem igra z dvema igralcema, tudi de
v njej sodelujejo $tiri osebe. Razdele se namreé¢ v dve skupini z nasprotujoéimi
si interesi. Izjemo pomeni samo varianta »klopecki«; v tej varianti igra res vsaka
oseba zase in je tedaj tarok igra s Stirimi igralci. Na splosno torej velja
dogovor: Igra z m igralci je taka, da so pri njej sodelujofe osebe razdeljene
v n paroma tujih skupin; osebe v isti skupini imajo identi¢ne interese, osebe
v razliénih skupinah pa nasprotne.

V druZabni igri se igralci pogosto dogovore, da bodo igralci, ki igro izgube,
placali igralcem, ki igro dobe, znesek, odvisen od izida igre. Vse igre seve niso
take. Pri Sahu se n.pr. navadno zadovoljimo z ugotovitvijo. da je ali igralec
zmagal ali izgubil ali da je bila igra remi. Vendar tudi tu ni nobene ovire, da ne
bi izid igre oznadili z dobicki udeleZenih igralcev; recimo dobi¢ek 1 za zmago,
dobicek 0 za remi in dobi¢ek —1 za poraz. Potemtakem je mogode pri vsaki
igri izid opisati z zneski, ki jih dobe igralci po igri. (Ce igralec igro izgubi, je
seve znesek negativen.) Drugace povedano: Izid igre z igralci P,, P.,..., Py je
mogoce opisati z n-torico Stevil

(d'17 d2’ SRS dﬂ)’
pri ¢emer pomeni d; dobicek igralca P; (i = 1,2,...,n). Za druZzabne igre velja
pri tem relacija
dytdyt. -+ dy=0, (2)

saj izvira dobifek vsakega igralca iz izgube nasprotnikov. Igre, ki ustrezajo
pogoju (2), imenujemo igre z vsoto ni¢. Ekonomski in drugi konfliktni procesi,
ki potekajo podobno kot druZabne igre, so navadno igre z vsoto, razli¢no od
nié¢, saj pri teh procesih skoraj zmeraj nastajajo ali se uni¢ujejo dobrine.

Igre je mogoce razlikovati tudi glede na Stevilo potez v partiji. Tarok,
ki ga igrajo Stiri osebe, je igra z 12 potezami, ker ima vsak igralec 12 kart.
Sah pa je primer igre, v kateri §tevilo potez ni dolo¢eno. Upostevajmo poleg
Stevila potez Se Stevilo moznih izborov vsakega igralca v vsaki potezi! Ce ima
igra kon¢no mnogo potez in vsak igralec v vsaki potezi konéno mnogo izborov,
pravimo, da je igra konéna. Vse druge igre so neskonc¢ne.

Igre se lotijo Se po informaciji, ki jo ima igralec o ukrepih in mo¥nostih
nasprotnika. Pri Sahu je informacija popolna. Pri igrah s kartami je informacija
navadno le delna, saj igralcem ponavadi ni znano, kak$ne karte imajo na-
sprotniki, pa¢ pa vedo, kaksne karte so Ze izigrali. Eksistirajo pa tudi igre,
pri katerih je igralec povsem brez informacije o nasprotniku.

Znacilnosti strateSkih iger bomo pregledali na najbolj preprostih igrah.
To so kon¢ne igre z dvema igralcema, vsoto ni¢ in ena samo potezo.! Vsak izmed

* Igre z enim igralcem in vsoto ni¢ so prakti¢no nepomembne; igre z enim
igralcem in od ni¢ razliéno vsoto pa predstavljajo obi¢ajni primer dolo¢anja ekstrema.
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igralcev ima v taki igri konéno mnogo izborov. Vzemimo zaradi preprostosti,
da izbere igralec P, eno izmed naravnih §tevil 1, 2,..., m, igralec P, pa, ne da
bi vedel za izbor igralca P,, eno izmed naravnih $tevil 1,2,...,n. Ce izbere
igralec P, &tevilo i, igralec P, pa S$tevilo j, naj placa igralec P, igralcu P,
znesek d;;. Vsa pladila d;; lahko uvrstimo v matriko

r‘}dudrz.--dm:

| dig do2 ... dan |

P e Q
‘ dm1 dme . . -dmn;

V tej matriki je element na kriZi§¢u vrstice ¢ in stolpca j znesek, ki ga
mora pladati igralec Pp igralcu P;, ¢e sam izbere S$tevilo j, igralec P; pa
§tevilo i. Matriko D imenujemo pladilno matriko, igro, pri kateri eksistira pla-
¢ilna matrika, pa matriéno igro. Elementi pladilne matrike so poljubna realna
§tevila, dolocena s pravili igre. Ce je di; <0, to seve pomeni, da mora igralec P;
pladati igralcu P; znesek | dj; |, kadar sam izbere $tevilo 4, igralec Pp pa Stevilo j.

Dolod¢imo za primer plaéilno matriko v Italiji priljubljene igre »dvoprstna
mora«! Pri tej igri pokaZe vsak izmed dveh igralcev z desno roko enega ali dva
prsta, z levo roko pa napove, koliko prstov bo pokazal nasprotnik. To napravita
seve oba hkrati. Ce ne ugane noben izmed partnerjev ali ¢e uganeta oba part-
nerja, koliko prstov bo pokazal nasprotnik, je igra neodlogena. Ce pa ugane prvi
igralec, drugi pa ne, mora le-ta pladati prvemu toliko enot, kolikor prstov sta
pokazala oba skupaj. Oznaé¢imo z (i, j) izbor, pri katerem pokaZe igralec z desno
roko i prstov, z levo roko pa j prstov; nadalje naj bo (1, 1) prvi izbor, (i, 2) drugi,
(2, 1) tretji in (2, 2) éetrti. Po teh dogovorih je placilna matrika pri dvoprstni mori

| o 2 =3 9

l—2 .0 .o 3]

D=1 3 o o —a| )
1 0 —3 4~ 0

Postavimo zdaj osnovno vpraSanje teorije iger: Ali eksistira optimalni
nadin igre?

V primeru, ki ga obravnavamo, torej pri igrah z eno potezo, dvema igral-
cema in vsoto nié, lahko postavimo to vpraSanje Ze konkretneje: Ali eksistira
za igralca P; nadin izbiranja, ki mu zagotavlja kar najve¢ji dobidek, in za
igralca Ps nadin izbiranja, pri katerem je njegova izguba najmanjsa??

Pri nekaterih igrah je odgovor na to vpraSanje kaj lahek. Vzemimo za
primer igro s pladilno matriko

1 —1 —4 —8
3 5 2 1
ey T

e (5)

V tej matriki je vsak element v drugi vrstici veéji od enakoleznih elemen-
tov v prvi in tretji vrstici. Izbor Stevila 2 je torej za igralca P; najugodnejsi,
ne glede na to, kaj izbere igralec Pe. Ce igralca igro ponavljata, bo pameten

* Pojma dobi¢ek in izguba v tem vprasanju sta seve relativna; dobitek je
lahko tudi negativen in je tedaj v resnici izguba.



igralec P; vselej izbral $tevilo 2, $tevili 1 in"3 pa nikoli. Torej je najugodnejsi
nadin igre za igralca P; tak, da izbira $tevilo 2 z relativno frekvenco 1, stevili 1
in 3 pa z relativno frekvenco 0. Vse tri relativne frekvence lahko zdruzimo
v matri¢no vrstico

X = (0: 1: 0)

Imenujemo jo é&isto strategijo Xa za igralca Pj. S prilastkom »¢&ista« hodemo po-
vedati, da po tej strategiji izbira igralec zmeraj isto $tevilo, ali drugade pove-
dano, v matri¢ni vrstici so vsi elementi razen énega enaki nié¢, od ni¢ razli¢en
element pa je enak 1. Oglejmo si e moznosti igralca Ps! V matriki (5) so ele-
menti v detrtem stolpcu manj$i od enakoleznih elementov v vseh drugih
stolpcih. Ce torej izbere gralec Py $tevilo 4, so njegove obveznosti do igralca Py
v vsakem primeru najmanj$e. Pameten igralec Pz bo zato zmeraj izbral $tevilo 4.
Z relativnimi frekvencami §tevil 1, 2, 3 in 4 tvorimo matri¢ni stolpec

Y4 = (0> 0’ 0: 1)’

ki mu spet pravimo ¢ista strategija Yy igralca Ps.

Pla¢ilna matrika (5) je prav posebne oblike. V sploSnem ne moremo
pri¢akovati, da bodo elementi v kaki vrstici plad¢ilne matrike veéji od enako-
leZnih elementov v vseh drugih vrsticah in elementi v kak&nem stolpcu manjsi
od enakoleznih elementov v vseh drugih stolpcih. Igra s tako plaéilno matriko
bi tudi ne bila prav ni¢ zanimiva. Poskusimo torej odgovoriti na vprasanje po
optimalnem nacinu igranja pri matriéni igri, ne da bi zahtevali, naj ima pladilna
matrika kaksne posebne lastnosti!

Matri¢na igra naj ima plaéilnoe matriko (3). Ce izbere igralec Py &tevilo i,
mu je v vsakem primeru zagotovljen dobi¢ek min djj. Zapis min d;; pomeni,

J J
da je treba pri dolo¢anju minima d;; pri doloenem i upostevati vse j od 1 do n.
Igralec Py bo seve izbiral tako, da bo spodnja meja njegovega dobicka &m vedja.
Izbral bo potemtakem tak i, da bo dobil vsaj

max min djj (6)
Lo

Zapis (6) pomeni, da je treba pri dolo¢anju maksima koli¢ine min d;; uposStevati

J
vse i od 1 do m.

Kako pa bo ravnal igralec P»? Ce izbere §tevilo j, njegova izguba ni vedja
od max dj. Izmed vseh mozZnih j pa bo izbral tistega, pri katerem je zgornja
i

meja njegove izgube ¢im manjsa; torej tak j, da ne bo izgubil veé kot
min max d; ©)
]. i
Med koli¢inama (6) in (7) je relacija
max min dj; < min max dj; (8)
i J j i
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V resnici: Pri danih i in j je

min dj; < dj;
i
max dij = djj
i
in potemtakem
min d;; < max dj; )
j i
Leva stran neenac¢be (9) je odvisna samo od i. Ce torej vzamemo tak j, pri ka-
terem je max dij najmanjsi, neenac¢ba (9) Se zmeraj velja:
i
min dj; < min max d;; (190)
i i i
Desna stran neenacbe (10) pa ni odvisna od i in je zato

max min dj < min max dj;
i j j i
To pa je Ze relacija (8), ki smo jo hoteli dokazati.
V posamezni partiji torej igralec P; lahko igra tako, da dcbi vsaj
max min djj, igralec Pe pa mu lahko prepreéi, da bi dobil ve¢ kot min max d;;.
i i
Dobicek v igralca Py leZi potemtakem v mejah
max min d;; < v < min max dj; (11)
i j i
Obravnavajmo v relaciji (8) najprej posebni primer
; max min dj; = min max djj (12)
i i j i

Kaks$na moera biti matrika D, da velja zanjo relacija (12)? Odgovor na to vpra-
$anje bomo formulirali nekoliko splo$neje, ker nam bo v splo$ni obliki potreben
Se pozneje. Dokazimo torej izrek:

Bodi f (x, y) realna funkcija, definirana za vse x iz neke mnofice A in za
vse y iz neke mnoZice B. Za to, da eksistirata

max min f (x,y) in minmax f (x,y)
2y Yy x

in da sta med seboj enaka, je potrebno in'zadostno, da eksistirata tak x, € A in
tak Yo € B, da je za vse x €A in za vse y € B

F (@, Yo) < F (05 Yo) (13)
f (@0, y) 2 F (%05 Yo) (14)
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