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noče OBZORNIK ZA NATEMATIKO IN FIZIKO xx

O DEFINICIJI DOLOČENEGA INTEGRALA

IVAN VIDAV

Eden izmed najpomembnejših pojmov matematične analize je brez dvoma

pojem določenega integrala. Danes poznamo. več vrst določenega integrala:

Riemannov, Lebesgueov, . Stieltjesov itd. Lebesgueov integral je razširitev

Riemannovega. Kajti vsaka funkcija, integrabilna v Riemannovem smislu, je

integrabilna tudi v Lebesgueovem smislu in vrednosti obeh integralov se za

tako funkcijo ujemata. Za »vsakdanjo« rabo po navadi zadošča Riemannov

integral. Vendar pa je potrebno poznanje Lebesgueovega integrala v vedno

širših področjih teoretične in uporabne matematike. Ta integral se namreč

odlikuje z nekaterimi lastnostmi, ki jih Riemannov nima.

B. Riemann (1826—1866) je bil prvi, ki je natančno definiral pojem dolo-

čenega integrala in tudi strogo dokazal, da eksistira integral zveznih funkcij.

Prikličimo si v spomin njegovo definicijo: Naj bo funkcija f(x) na zaprtem

intervalu [a, b], a < b, povsod enolično definirana. Interval razdelimo s točkami

X,, X,,... £po, na n manjših delov. Tu naj bo a— x, < x, < x, <...<C xy —< b.

Dolžina enega izmed delnih intervalov je enaka x; — xx, < dx, k<1,2,...,n.

Na vsakem delnem intervalu si izberimo neko točko in funkcijsko vrednost

v tej točki pomnožimo s širino ustreznega delnega intervala. Če vse te produkte

seštejemo, dobimo vsoto

F(E)8, TE) O, b... EF (En) On ss Z (ER) dr (1)

Tu leži £, na prvem, č, na drugem itd., £, na zadnjem delnem intervalu. Če

eksistira limita te vsote, ko gredo dolžine d; delnih intervalov proti nič, ime-

nujemo limitno vrednost vsote določeni integral funkcije f(x) v mejah od

a do b. Funkcija f (x) je tedaj na intervalu [a, b] v Riemannovem: smislu inte-

grabilna. Limita mora eksistirati pri poljubnih številih č;, da je le vsak č,

na, ustreznem delnem intervalu. Vse zvezne funkcije so v tem smislu integra-

bilne. Dokaz za to ni preprost in dela začetnikom precej težav. Limita vsote (1)

pa eksistira tudi pri nekaterih nezveznih funkcijah.

Tako so n. pr. v Riemannovem smislu integrabilne vse monotone funk-

cije, ki morejo imeti neskončno točk nezveznosti. Za kakšen drug razred

funkcij pa pride Riemannov integral komaj kdaj v poštev. Še manj pa se danes

izplača uvajati tako imenovana Darbouxjeva integrala.

V svojem učbeniku Mathematigues genčrales sta C. Pisot in M. Zamansky

prelomila z opisano tradicionalno uvedbo Riemannovega integrala. V njem

definirata najprej integral za zelo preproste funkcije in nato razširita definicijo

na bolj komplicirane funkcije. Ta definicija integrala zajema vse funkcije, ki

pridejo praktično v poštev, med njimi vse. zvezne funkcije. Namen tega članka

je seznaniti bralce z njuno potjo. V ta namen se najprej spomnnimo nekaj

osnovnih pojmov iz teorije vektorskih prostorov.
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Vzemimo množico vseh funkcij, ki so zvezne na nekem intervalu [a, b].

To množico imenujmo C. Vsota f (x) -- g (r) dveh zveznih funkcij f(x) in g (x)

je zvezna funkcija in isto velja za produkt Af (x), kjer je A poljubno število.

Zato pravimo, da tvori množica C linearen vektorski prostor: Elementi mno-

žice C — to so zvezne funkcije — se dajo seštevati, odštevati in množiti s števili

kakor navadni vektorji. Rezultat teh računskih operacij je neka zvezna funk-

cija, torej spet element množice C.

Vsaka zvezna funkcija je na obe strani omejena in ima natačno spodnjo

in zgornjo mejo. Natančna zgornja meja absolutne vrednosti |f(0 | (to je

tudi zvezna funkcija), je neko nenegativno število. Zaznamujemo ga z znakom

| fl. Torej je || f|| natančna zgornja meja funkcije |f (x)| na intervalu [a, b].

Zato je | f(x) | S | f|| za vsak x od a do b. Če je || f || — 0, je natančna zgornja

meja funkcije |f(x)| enaka nič. To pa je očitno mogoče le tedaj, kadar je

funikcija f (x) identično enaka nič. Število || f | imenujemo normo funkcije f (x).

To število ima isto vlogo kakor absolutna vrednost pri vektorjih.

Norma vsote dveh funkcij je manjša ali kvečjemu enaka vsoti norm obeh

sumandov. Normo produkta funkcije f (x) s številom A pa dobimo tako, da

pomnožimo normo funkcije f (x) s številom | A l. Torej ima norma tele lastnosti:

1. |frto|SlfA[ tisi
2. |Afh<- (Alfi

3. |f[| 50. Če je |f| —0, je fa) <0.

Tu sta f (x): in g (x) poljubni funkciji iz množice C, A pa je poljubno realno

število. Lastnosti l in 2 se dasta brez težave dokazati. Vendar dokaz tu

opustimo. Pravimo, da je množica C zveznih funkcij normiran vektorski prostor.

Naj bo

f, (2), > (2), fe (2),... (2)

zaporedje funkcij iz množice C. To zaporedje konvergira v smislu norme proti

funkciji f (x), če pripada vsakemu pozitivnemu številu s tak indeks n,, da je

izpolnjena neenačba

|fa—fl<e (3)

za vse indekse n — n,. Norma razlike f, (x) — f (x) je enaka največji vrednosti

funkcije | f, (x) — f (x) | na intervalu [a,b]. Neenačba (3) torej pove, da je

| fn (x) — f (a) | Ce

za vsak x na intervalu [a,b] in za vsak indeks n — n,. Z drugimi besedami:

zaporedje (2) konvergira v smislu norme proti funkciji f(x), če konvergira

enakomerno na, intervalu [a,b]. Vemo, da je limita enakomerno konvergent-

nega zaporedja zvezna funkcija, če so členi zvezne funkcije. Zato je limita

vsakega v smislu norme konvergentnega zaporedja funkcij iz C spet neka

funkcija iz množice C. Zaradi te lastnosti imenujemo vektorski prostor C poln.

Množica C je le poseben primer verktorskega prostora, katerega. elementi

so funkcije. Vzemimo n.pr. množico vseh polinomov. To je tudi vektorski

prostor. Vsota polinomov je namreč polinom in produkt polinoma s poljubnim

številom prav tako. Oglejmo si še en zgled, ki bo pozneje pomemben pri uvedbi
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integrala. Funkcija f (x) se imenuje stopničasta na intervalu [a, b], če se da ta

interval razdeliti na manjše dele tako, da je funkcija f(x) na vsakem izmed

delnih intervalov konstanta. Slika l prikazuje stopničastvo funkcijo. Od a

do x, ima f(x) vrednost 7,, od x, do x, vrednost Z, in od x, do b vrednost 1.

Vse na intervalu [a,b] stopničaste funkcije tvorijo vektorski prostor. Res
je vsota dveh stopničastih funkcij spet stopničasta funkcija in produkt vsakega
števila s stopničasto funkcijo prav tako. Zaznamujmo ta vektorski prostor s S.

Ali je lahko stopničasta funkcija zvezna? Očitno je samo konstanta

zvezna stopničasta funkcija. Vektorska prostora C in S torej razen konstant

nimata drugih skupnih funkcij.

(Y)

4

4, VA poe pa 4

(X)
o a X, 4% Z

Slika 1.

Vsaka stopničastva funkcija je na obe strani omejena. Označimo tudi tu
z ||f|| natančno zgornjo mejo absolutne vrednosti | f (x) |! Funkcija |f(x)| je
obenem s f(x) stopničasta funkcija. Število || f| imenujemo norma. funkcije

f(x). Norma || f/| ima iste lastnosti kakor pri zveznih funkcijah, namreč last-
nosti 1, 2 in 3. Vektorski prostor S je torej normiran. Zato lahko tudi pri tem

prostoru govorimo o konvergenci zaporedij. Zaporedje stopničastih funkcij

f, (2), f (x), f; (4),... konvergira v smislu norme proti funkciji f (£), če pripada.
vsakemu številu z>>0 tak indeks nj, da je |f, —f||< z za vsak indeks
n 5 n,. Če to prevedemo v navadno govorico, vidimo, da je |f4 (x) —f (a) |<e
za vsak x na intervalu [a, b] in za vsak indeks n Š n,. Torej zaporedje kon-
vergira v: smislu norme, če konvergira enakomerno na intervalu [4, b].

Med, vektorskim prostorom S in vektorskim prostorom C pa je neki po-
memben razloček. Limita enakomerno konvergeritnega zaporedja funkcij iz
prostora C je zvezna funkcija, je tedaj element prostora C. Limita enakomerno
konvergentnega zaporedja stopničastih funkcij pa ni nujno stopničasta funk-
cija. To pomeni, da prostor S ni poln. Tako je n. pr. vsaka zvezna funkcija
limita enakomerno konvergentnega zaporedja stopničastih funkcij. Res! Vze-
mimo poljubno na intervalu [a, b] zvezno funkcijo f(x). Zaznamujmo s f, (x)
funkcijo, ki ima na intervalu [a, b] konstantno vrednost, f (a. Nadalje naj bo
j. (4) funkcija, ki zavzame na intervalu (a, 3 (a -- b)) vrednost f (a), na inter-
valu (š (a - b), b) pa vrednost f[$ (a -- b)]. Splošno definirajmo funkcijo f, (x)
takole: Postavimo h — (b — a)/n. Funkcija f(x) naj ima na intervalu (a, a -- h)
vrednost f (4), na intervalu (a - h,a -- 2h) konstantno vrednost f(a- h), na
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intervalu (a 2h,a - 3h) konstantno vrednost f(a - 2h) itd., na zadnjem

intervalu (b —h,b) pa vrednost f(b —h). Funkcijo f,(r), ki je za vsak n

stopničasta, prikazuje za n < 3 slika 2. Zaporedje f, (x), f, (x), f, (x),... konver-

gira proti prvotno dani zvezni funkciji f(x). Izberimo si. namreč poljubno

majhno pozitivno število s. Ker je funkcija f(x) zvezna na intervalu la, b],

eksistira tak 8>0, da je |f(e"')— J(£)| <a, kjer koli ležita x' in x" na

intervalu [4, b], da je le [eš —a | < 0. Iz konstrukcije členov našega zaporedja

je razvidno, da velja ocena |f, (x)— f (x) | <, kakor hitro je indeks n tako

velik, da je h — (b —a)/n < 8. Od tod sledi, da se da vsaka zvezna funkcija
s poljubno natančnostjo aproksimirati s stopničastimi funkcijami.

()

(X)

Slika 2.

Integral stopničaste funkcije. Naj bo stopničasta funkcija f(x) povsod. na

iatervalu [a, b] pozitivna! Določeni integral pomeni geometrično ploščino lika med

krivuljo y — f(x) in abscisno osjo na intervalu [a, b]. Razdelimo interval [4, b]

s točkami a — x, < x, < x, <... < xn — b na tako majhne dele, da je funk-

cija f(x) na vsakem delnem intervalu (xx..,, xx) konstanta. In sicer naj bo

f(x) — lx, kadar je xp., C x < x;,k <—1,2,...,n. Če v vsaki razdeliščni točki

postavimo pravokotnico na os (x), smo lik razrezali na same pravokotnike (sl. 1).

Ploščina lika je zato kar p<p, tp, tt... p,, kjer so Pp,,fa,... Pn ploščine

posameznih pravokotnikov. Če zaznamujemo širino k-tega delnega intervala

Z Op— Xp — Xp—, je pu — la og. Torej p < Xi l; dx. To je integral naše funkcije.

Ista definicija naj velja za vsako stopničasto funkcijo, tudi če ni pozitivna.

Vedno razdelimo interval [a,b] na tako majhne dele, da je funkcija f(x) na

vsakem delnem intervalu konstantna, in postavimo

b

J fe)dr-1,8,1,6, t... bad (4)
a

Vrednost integrala zaznamujemo na kratko z I(f), tako da je

b

14) < [ fl) de — lič; (4")

Vsota na desni se nanaša na vse delne intervale.
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Tako definirani integral stopničastih funkcij ima vse običajne lastnosti
integrala. Brez posebnih težav se da namreč dokazati, da je integral vsote

enak vsoti integralov posameznih sumandov

b b b

Ji)g (wi de — [io de [ g (a) de

in da se konstantni faktor sme izpostaviti pred znak integrala

b b

J ate)de—A J (2) dx

Nadalje naj omenimo še neko pomembno lastnost. Zaznamujmo z m in M

natančno spodnjo in zgornjo mejo stopničaste funkcije f (x) na intervalu [a, b].

Očitno je ena izmed vrednosti Z,,1,,..., 1, enaka m, ena pa M. Ker je m S l;, S M

za vsak indeks k, leži vrednost integrala v mejah

b

(b —aj m S J f(x) de S M (b—a)
a

H

Norma funkcije f(x) je enaka največjemu izmed števil |1,!,|1,!,..., |, |,

Ker je | X 1x 0x1S XI]0x S X [|[f|| dx — (b—a)If |, velja ocena

b š

|J fen dr! S 6—a|f|

Naštejmo pravkar ugotovljene lastnosti integrala:

V I(ftg<I(f) tI(9)

2. I(ANA<Al(h

3. |I(N|S 6—o [ii |
Tu sta f (x) in g (x) poljubni stopničasti funkciji, A pa poljubno realno število.

Stopničaste funkcije tvorijo normiran vektorski prostor S. Vsaka funk-

cija iz te množice S ima določeni integral. To se pravi, vsakemu elementu f(x)

iz vektorskega prostora S pripada neko število I (f). Integral je torej neka zvrst

funkcije: neodvisna spremenljivka je stopničasta funkcija f(x), »funkcijska

vrednost« pa je integral I(f). Tako funkcijo funkcije imenujemo funkcional.

Ker sta izpolnjeni enačbi 1% in 2% imenujemo funkcional I(f) linearen. Zaradi

neenačbe 3% pa pravimo, da je funkcional I(f) omejen. Torej je integral

omejen linearen funkcional v vektorskem prostoru S. Gre zdaj za to, da pojem

integrala razširimo še na druge funkcije, z drugimi besedami rečeno, da

razširimo definicijsko področje funkcionala I(f). Preden to storimo, si cglejmo

neko lastnost integrala, ki sledi iz omejenosti.

Naj bo f, (4), f, (x), f. (4),... zaporedje stopničastih funkcij, ki konver-

gira v smislu norme proti nič: lim ||f, | < 0. Ker je |I(f,)| S (b—a) ||f, |.

vidimo od tod, da konvergira ustrezno zaporedje integralov proti nič

limI(f,) <0, n>o

Integral bomo zdaj definirali za vse tiste funkcije, ki se dajo s poljubno

natančnostjo aproksimirati s stopničastimi funkcijami. Kajti vsaka taka funk-.
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cija f(x) je limita enakomerno konvergentnega zaporedja stopničastih funkcij

J, (2), f, (0), f; (x),... Ker je to zaporedje konvergentno v smislu norme, pripada

vsakemu pozitivnemu številu z tak zadosti velik indeks n, da je | f,,, —f, || < s

za: vsako naravno število p. Od tod sledi |I(f,,,)—1(f,) | < |1(f,,o—f) | S

S (b—a | fu4, —fn | < (b—a)-. Torej zadošča ustrezno zaporedje integralov
I(fx) Cauchyjevemu pogoju in je zato konvergentno. Limita lim I(f,) je po

definiciji enaka integralu limitne funkcije f (x). Če konvergira razen zaporedja

fn (x) tudi zaporedje g, (x) proti funkciji f (x), imata zaporedji integralov I (.)

in I(g,) isto limito. Zaporedje razlik f, (x) — g, (x) konvergira namreč v smislu

norme proti nič. Te razlike so seveda stopničaste funkcije. Po prejšnjem limi-

tira zaporedje integralov I(f,— g,) proti nič. Ker je I (f, —g,).< I (f,) -—I (gx),

vidimo, da je res lim I (g,) < lim I (f,). Od tod sklepamo, da je naša definicija

smiselna. Če postavimo

b b

J fc) dx — lim [ f, (a) dr

je s tem integral funkcije f (4) nedvoumno določen. Pri tem je f, (4) poljubno

zaporedje stopničastih funkcij, ki konvergira proti f(x). Tako smo razširili

pojem integrala na, tiste funkcije, ki se dajo s poljubno natančnostjo aproksi-

mirati s stopničastimi funkcijami. Med te funkcije sodijo vse zvezne funkcije.
Tako definirani integral ima seveda vse lastnosti 1)%, 29 in 39,

To je v kratkih obrisih pot, ki sta jo ubrala C. Pisot in M. Zamansky pri

definiciji določenega integrala. Vidimo, da je njuna metoda v: principu tale:

Integral je omejen linearen funkcional. Najprej ga skušamo definirati za kak

poseben razred funkcij. Ta razred mora biti tak, da je uvedba integrala za

ustrezne funkcije čimbolj preprosta in da se dajo vse zvezne funkcije aproksi-

mirati s poljubno natančnostjo s funkcijami iz razreda. V našem primeru je

bil to razred stopničastih funkcij. Misel, uvesti določeni integral z uporabo stop-

ničastih funkcij, seveda ni nova. Pač pa doslej ta način definicije ni bil v navadi

v elementarnih učbenikih.

S podobno metodo moremo definirati Lebesgueov integral. Le normo

stopničaste funkcije je treba drugače definirati. Naj bo zdaj norma || f || stopni-

časte funkcije f (x) definirana z enačbo

(fi <IGID

Integral pozitivne stopničaste funkcije je pozitiven. Enak nič je le v primeru,

ko je funkcija enaka nič. Zato je [|f| <0 in velja | f|| <— 0 samo, če je

f(x) < 0. Brez težave se da dokazati, da ima nova norma. || f || tudi lastnosti 1

in 2 s strani 50. Ker je II(NA|SI(f|) < [[f|l, je integral I(f) tudi za novo

normo omejen linearen funkcional. Na isti način kakor prej razširimo definicijsko

območje integrala na vse tiste funkcije, ki se dajo aproksimirati s poljubno

natančnostjo s stopničastimi funkcijami v smislu nove norme. M. Zamansky

je dokazal, da se tako razširjeni integral ujema, z Lebesgueovim integralom.

Literatura:

C. Pisot— M. Zamansky: MathEmatigues genčrales. Pariz, 1959:
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LIMITNI CIKLI
GABRIJEL TOMŠIČ

Članek, ki ga objavljamo na tem mestu, posega deloma v vsakdanjo

tehniško prakso, deloma pa se dotika najnovejših matematičnih raziskovanj.

Izvoru nihanja, na primer, skušamo vselej določiti tak režim dela, da bo izvor

periodično spreminjal svoje stanje, in to tako, da bo to spreminjanje sta-

bilno, V faznem portretu izvora slika tako vedenje zaključen fazni tir, kate-

remu se poljubno približujejo fazni tiri iz njegove neposredne okolice. Tak

fazni tir imenujemo limitni cikel.

Matematiku se ob tem kar samo po sebi zastavi vprašanje: Koliko limit-

nih ciklov imajo lahko dana diferencialna vprašanja? Raziskave v tej veji

kvalitativne teorije diferencialnih enačb so šele v povojih. Prvi pomembnejši

korak v tej smeri pomeni nedavno delo I. G. Petrovskega in E. M. Landisa.

Temu delu bo posvečen zaključni del članka.

1. Najprej si oglejmo kar preprosto harmonično nihanje. Tako nihanje

nastane, če deluje na masno točko sila iz središča in je sorazmerna razdalji

masne točke od središča. Enačba takega nihanja, pri katerem ne upoštevamo

nikakršnega trenja, je linearna diferencialna enačba drugega reda:

madJ-kac0 (1)

kjer je m masa točke, k pa pozitiven sorazmernostni faktor. Postavimo

k/m <— oj? in dobimo znano enačbo harmoničnega oscilatorja. Harmoničnemu

oscilatorju ustreza nihajni krog, sestavljen iz kapacitivnosti C in samoinduk-

tivnostti L.

Splošna rešitev diferencialne enačbe (1) se glasi:

a —K cos(v,t - 6) (2)

Torej harmonični oscilator periodično niha. Nihanja ne dobimo edino v pri-

meru, če je x,<—0 in £,<0, to je le tedaj, kadar je harmonični oscilator

v začetnem trenutku v ravnotežju. Amplitudo K in začetno fazo g, določata

začetna pogoja, krožna frekvenca o, oziroma perioda T <— 2a/o, pa nista

odvisni od začetnih pogojev, temveč le od parametrov nihajočega sistema.

Postavimo d <— y in si oglejmo, kako se odraža gibanje harmoničnega

oscilatorja na ravnini r,y, kjer sta x,y pravokotni Descartesovi koordinati.

Vsakemu stanju sistema, ki je določen s koordinatama x in y (y je hitrost),

ustreza točka na ravnini x, y. Tudi obratno ustreza vsaki točki x,y na ravnini

eno samo stanje sistema. Ravnino x, y imenujemo fazno ravnino. Tako nam

fazna ravnina predstavlja množico vseh stanj našega, sistema. Kako se spre-.

minja stanje sistema, lahko ponazorimo z gibanjem neke točke na fazni

ravnimi. Krivuljo, po kateri se taka točka giblje, imenujemo fazni tir in

hitrost točke fazno hitrost, Cel fazni tir je tista krivulja, ki jo opiše točka

v vsem času gibanja, t. j. od t< — odo t— t o.

Če se vrnemo na diferencialno enačbo harmoničnega oscilatorja, bomo

hitro dobili fazne tire. Rešitev diferencialne enačbe nam že izda parametrične

enačbe faznih tirov

x<— Kcos(vsttg,), yu <—Ko,sin(v,t- v)
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Eliminirajmo čas iz obeh enačb! Tako dobimo enačbe faznih tirov:

a?/K? -- y?/K? ve? —

Taka enačba pa predstavlja družino elips (sl. 1). Vsa ravnina je napolnjena

z elipsami, ki so vložene druga v drugo, izvzeto je edino izhodišče, kajti tam

elipsa degenerira v točko. Kot vidimo, ustrezajo periodičnemu gibanju, kakršno

smo opisali sedaj, na fazni ravnini sklenjene krivulje, v našem posebnem

primeru elipse. Ravnotežnemu stanju oscilatorja ustreza na ravnini tisti tir,

ki degenerira v točko; to je pa ravno trivialna rešitev enačbe (l) in predstavlja

središče (center) elips. Prav lahko zaključimo, da se splošne lastnosti gibanja

pojavljajo kot lastnosti faznih tirov. Tako nam da fazna ravnina prav pre-

gledno sliko nekega dinamičnega sistema z vso množico gibanj, ki jih dobimo

pri najrazličnejših začetnih pogojih.

y

SED?
Slika 1.

V našem primeru harmoničnega oscilatorja smo prišli do faznih tirov

na fazni ravnini z uporabo rešitev enačbe oscilatorja. Vendar lahko pridemo

do zaključkov o gibanju točke na fazni ravnini direktno iz prvotne diferen-

cialne enačbe (1), ne da bi poznali njene rešitve. Na tak način dobimo podatke

o gibanju predvsem v primeru, kadar težko pridemo do analitičnih izrazov

za integralne krivulje. V takem primeru zamenjamo prvotno enačbo drugega

reda z dvema ekvivalentnima enačbama prvega reda, kot n. pr.:

dx/dt < y in dy/dt < — o?a

Delimo te enačbi eno z drugo! Pri tem dobimo takole diferencialno enačbo:

dy/da < — oč xly (3)

Odvisnost x od t je izražena z diferencialno enačbo drugega reda, odvisnost

y od x pa se izraža z diferencialno enačbo prvega reda. Izintegrirajmo dife-

rencialno enačbo (3)! Hitro uvidimo, da integralne krivulje enačbe (3) sovpadajo

s faznimi tiri enačbe (1). :

Kako naj v splošnem določimo točko ravnotežnega stanja? Ravnotežnemu

stanju ustrezajo take točke, za katere sta hkrati izpolnjeni enačbi dax/dt — 0 in

dy/dt — 0. S fizikalnega stališča je to popolnoma očitno, saj je takrat hitrost
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enaka nič in prav tako sta pospešek oziroma sila tudi enaka nič. V splošnem

ravnotežnemu stanju ustrezajo singularne točke enačb, kakršna je enačba (3).

Singularne točke poljubne diferencialne enačbe so take točke, v katerih je

naklon tangente nedoločen.

Na kratko lahko označimo linearni sistem brez trenja (harmonični osci-

lator), da je to tak sistem, ki pri poljubnih začetnih pogojih povzroči perio-

dično gibanje okoli ravnotežne lege x <— 0, y — 0, če le izključimo primer, da

bi bili začetni pogoji enaki ravnotežnemu stanju (x <0,y<0).

2. Sedaj si oglejmo, kako se spremene rezultati, ki smo jih dobili, če

vzamemo malo zahtevnejši primer, t.j. linearni oscilator, pri katerem upošte-
vamo trenje. Tedaj se enačba gibanja glasi:

mid -- bi t ka — 0,

kjer je b koeficient trenja. Analogen primer v elektriki je nihajni krog

z omsko upornostjo. Pri tem se nihanje podreja tejle enačbi:

Li - Rd t g/C —O0,

kjer so L, R, C kot običajno induktivnost, upornost in kapacitivnost, g pa

naboj na ploščah kondenzatorja. Vzemimo b/m <— 2h, k/m < w,? oziroma

R/L — 2h, WLC <— o, pa dobimo prejšnji dve enačbi v splošni obliki:

ič t2hit tožacoO (4)

Vzemmio, da je h? < oj?! V tem primeru imamo opraviti z dušenim oscilator-

skim procesom.

Splošna rešitev diferencialne enačbe (4) se glasi:

x — Ke-ht cos (vt g,) (5)

ati oe V aš.
K in g, spet določimo z začetnimi pogoji.

Izraz za hitrost se pa glasi:

dt —< — Kert (hcos(utF 9) ft osin(otrt g)] (6)

Hitro opazimo, da funkciji x (t) in 4 (t) nista periodični. Kot vemo, mora

za periodične funkcije veljati tole: f(t 1) < f(t), in sicer za vsako vrednost

argumenta t. Najmanjši Z imenujemo periodo f(t). Pri nas pa za poljubno

vrednost t zgornji pogoj ni izpolnjen. Le časovna razdalja med dvema za-

porednima prehodoma čez ravnotežno stanje je stalna in je enaka T < 2 z/0.

To časovno razdaljo bomo imenovali pogojno periodo pri dušenem oscilator-

skem procesu. Slika 2 nam kaže odvisnost koordinat od časa. Hitrost dušenja

je določena z vrednostjo h, ta paje odvisna od izbire časa. Poglejmo si raz-

merje dveh zaporednih ekstremov, n. pr. maksimumov xn//xm" -: ehT — ežahlo

Logaritem razlike dveh zaporednih maksimumov bomo imenovali logaritmični

dekrement dušenja d. Torej je d — hT < 2ha/o.

Poglejmo si fazno ravnino za tak sistem in sliko na njej, ki nam kaže

mmožico . vseh možnih gibanj. . Ker spet poznamo rešitev diferencialne

enačbe (4), imamo takoj parametrične enačbe na fazni ravnini x, y

x — Ke ht cos(ut g,), y < — Ke" [hcos(ot t g,) t osin (ot p)l.
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Spoznali bomo, da je to družina spiral, ki ima asimptotično točko v koordinat-
nem izhodišču. Preidimo zato na nove koordinate s tole linearno transformacijo:

u< orinv<ytha ()

Zaznamujmo še v K <— C' in bo u < Ce-tt cos (vt -t p,), v < — Ce-htsin (vt -
F €). Še bolj preprosto bo, če uvedemo polarni koordinati: u — o COS W,
v — osiny. Tako dobimo: p — Cečhi, v< —(ot-t g,). Eliminirajmo čas t
in pridemo do:

o — Cehwlo (7)

kjer je C — Ceh%lo, Oglejmo si fazne tire na ravnini u, v. Hitro vidimo, da so
to logaritmične spirale z asimptotično točko v koordinatnem izhodišču. Ko
gre t >oo, y pada in tudi e — 0. Točka, ki se giblje po spirali. se asimptotično
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Id Slika 2.

približuje koordinatnemu izhodišču (sl. 3). Lastnosti faznih tirov se pri obratni
transformaciji ne spremene, zato lahko trdimo, da je družina faznih tirov na
ravnini x, y, tudi družina spiral z asimptotično točko v koordinatnem izho-

dišču. Skozi vsako točko fazne ravnine teče ena sama spirala. Vsa ravnina. je
polna spiral, ki so vložene ena v drugo in po katerih se točka asimptotično
približuje koordinatnemu izhodišču. Izjema pa je spet ravnotežno. stanje
— 0, y — 0, ki ga štejemo za posebni fazni tir. Pri gibanju po spirali ni fazna

hitrost nikoli nič, postopoma pa se manjša z vsakim obratom, čas vsakega
obrata pa ostane stalen: T — 2 7/0.

Sliko na fazni ravnini smo dobili z že prej znanimi rešitvami diferen-
cialne enačbe (4), vendar bi lahko prišli do tega rezultata tudi direktno. Kot
je znano, lahko enačbo (4) nadomestimo z dvema diferencialnima enačbama
prvega reda: |

dx/dt —y, dy/dt <—2hy—o?x

Delimo eno enačbo z drugo in dobimo diferencialno enačbo

dy/da — (— 2 hy — v, x)/y.

Dalje postopamo kot v primeru 1.
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Torej zaključimo, da sistem, ki smo ga sedaj obravnavali, pri poljubnih
začetnih. pogojih dušeno niha okoli ravnotežnega stanja. Edina izjema bi
nastala tedaj, kadar bi začetni pogoji sovpadali z ravnovesnim stanjem. Pri

v

Slika 3.

poljubnih začetnih odklonih pa se sistem v določenem času vedno vrne po-
ljubno blizu k ravnotežnemu stanju. Torej je ravnotežno stanje stabilno.
Take vrste stabilnost, da začetni odkloni ne naraščajo, ampak se celo duše,
imenujemo -absolutno stabilnost.

ahCa te —IE—
Slika 4.

3. Poglejmo si, kakšne so razmere pri še bolj zapletenem primeru. Vze-

mimo elektronski generator z nihajnim krogom v anodnem tokokrogu in z in-

duktivno povratno zvezo, kot nam to kaže slika 4.

Po Kirchhoffovem zakonu napišemo diferencialno enačbo za nihanje elek-

tronskega generatorja:

Ri < —v— Ldi/dt, i — i, b Cdv/dt,
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kjer je C — kapacitivnost, R — upornost, L — induktivnost, i; — anodni tok,

(8)

ug — mrežna napetost, v napetost na nihajnem krogu, M — medsebojna in-

duktivnost.

Eliminirajmo v in dobimo:

s LCaži/dt? - RCdi/dt -b i — iz

Zaradi nihanja nihajnega kroga in induktivne zveze niha tudi u,, ta pa spre-

minja anodni tok i, v skladu s karakteristiko elektronke. Torej je anodni tok

odvisen od mrežne napetosti i, — i« (ug), pri čemer je u, — — Mdi/dt, Karakte-

la

Z
——,

1,

—.
—.
—.
—3—

Slika 5.

ristika elektronke naj bo pravokotna, tok nasičenja pa I;. Karakteristika elek-

tronke je razvidna s slike 5. Grobo lahko rečemo, da se i, vede takole:

0 za u,<0

ta — i (s)
I, za uy >0

Torej je i, večji del časa ali enak nič ali pa I.. Izberimo si tako razporeditev

tuljav, da bo koeficient medsebojne induktivnosti M < 0. V enačbo (8) vstavimo

x — i/l, oe — U/LC, 2h — R/L. Upoštevajmo še (""), pa dobimo tako enačbo

kadar je <0
(9)

0,

ve, kadar je z >0
xt2hd t oj? x — |

Ta enačba je nelinearna, ker je desna stran nelinearno odvisna od z. Ve-

denje funkcije x (t), ki sledi tej enačbi pa moremo obravnavati v dveh delih.

(9a)

Dokler je x <0 je x (t) rešitev linearne enačbe

xt2hatožjac0

(9b)

ko pa je £ > 0 reši x (t) enačbo

čt2hat od x < v?

Fazni tiri enačbe (9) sovpadajo na spodnji polovici fazne ravnine s faznimi

tiri enačbe (9a), na zgornji polovici fazne ravnine pa so identični s faznimi
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tiri enačbe (9b). Funkcija x (t) in njen odvod 4 (t) pa morata biti zvezni in

omejeni funkciji, kot zahteva njun fizikalni pomen. To pa. pomeni, da zgornje

veje faznih tirov enačbe (9) zvezno in gladko prehajajo v spodnje veje teh tirov.

Poglejmo si, kje je ravnotežna lega? Prav gotovo mora, biti tedaj z — 0.
To je v prvem primeru pri enačbi (9a) pri koordinati x — 0, v drugem primeru

pri enačbi (9b) pa pri koordinati x <— 1. Če n. pr. začnemo s primerom, da je

x < 0, nam gibanje opiše diferencialna enačba (9a). Hitrost i se po absolutni

vrednosti manjša in postane po času t — t, enaka nič in sistem doseže koordinato

Slika 6.

a — — a. Zatem hitrost spremeni znak in nihanje opisuje enačba (9b), ki ima,

kot smo prej ugotovili, ravnotežno lego v koordinati x — 1. Začetni pogoj.za ta

drugi polnihaj je ravno stanje, v katero je prišel sistem v prejšnjem polnihaju.

Na ta način dobimo nihanje, sestavljeno iz dveh polnihanj (sl. 6).

Oglejmo si spet fazne tire na fazni ravnini x,y — £ za elektronski gene-

rator s pravokotno karakteristiko. Fazni tiri v spodnji polravnini (y <:0) so

enaki faznim tirom dušenega linearnega oscilatorja, kakršnega smo obravnavali

v prejšnjem primeru 2; so torej spirale z asimptotično točko. V zgornji pol-

ravnini imamo ravno take fazne tire. kot v spodnji polravnini, le da ima

oscilator ravnotežno stanje v točki (1,0). Z zlepljenjem spiral s spodnje in

zgornje polravnine na abscisni osi dobimo cele fazne tire, ki so zvezne funkcije.
Slika 7 je obča slika fazne ravnine elektronskega generatorja s pravokotno

karakteristiko. Pokažimo, da na fazni ravnini eksistira sklenjen fazni tir —

cikel. Poglejmo si poljuben fazni tir, ki gre na spodnjo polravnino, čez neko

točko x, polosi pozitivnih x (sl.7). Iz spodnje polravnine se ta tir vrne skozi

točko — x' na zgornjo polravnino, in v točki x, spet preseče pozitivno polos. Za

vse te točke velja, da je x,, x,, x' > 0. Poiščimo zvezo med x, in x,. V spodnji

polravnini tvorijo tiri, kot smo prej rekli, spirale, ki smo jih dobili kot fazne tire

pri oscilatorju z dušenjem in ravnotežnim stanjem v točki (0,0) v" prejšnjem
primeru 2. Tako velja x' — x,e-d"?, kjer je d — hT —24h/ Vo? — hi logarit-
mični dekrement nihajnega kroga generatorja. V zgornji, polravnini so fazni
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tiri ravno tako spirale oscilatorja, le da je njegovo ravnotežno stanje pre-

maknjeno za enoto. v desno, t.j. v točko (1, 0). Zato imamo:

x, —1— (x ft lje",

kjer sta x' — 1 in x, — 1 razdalji začetne in končne točke polkrivulje od ravno-

težnega stanja (1, 0). Eliminirajmo a in dobimo:

x,—-1 ted? trx,ei (10)

y

Slika 7,

Ta funkcija je preslikava poltraka vase. Točke polosi povratno enolično in

zvezno preslika v točke iste polosi. Stalna (fiksna) točka te transformacije je

taka točka, ki se preslika sama vase. Očitno bo točka, ki se preslika sama vase,

ravno presečišče sklenjenega faznega tira s polosjo pozitivnih x. V enačbo (19)

postavimo x, — x in x, — x in dobimo enačbo za stalno točko:

x —1 be-d? 4 reči oziroma

x —< (1 te-d/(1 — e-d) — 1/(1—e-d4")>1

Poglejmo si še naslednji diagram (sl.8)! Funkcija (10) nam da premico

z naklonskim kotom e-d in odsekom na ordinatni osi l -- e-4?, Stalna točka x

pa mora po definiciji ležati na premici x, — x, in jo določimo kot presečišče te

premice z (10).

Vzemimo poljuben fazni tir (naj ta ne bo sklenjen) in si poglejmo za-

poredje točk presečišč s polosjo y < 0, x > 0. Vsaka naslednja točka je določena

s prejšnjo po enačbi (10). Na sliki 8 imamo tak primer za dve zaporedji: za

prvo, kjer je začetna točka x,< r, in drugo, kjer je začetna točka x," > x.

Iz slike se lepo vidi, da se obe zaporedji 1,,x,,4;,... in x,",4,, 45%... pri-

bližujeta k stalni točki x. Od tod očitno sledi, da se vsi fazni tiri z naraščajočim t

asimptotično približujejo k sklenjenemu faznemu tiru, bodisi od zunaj ali od

znotraj. Tako lahko definiramo pojem limitnega cikla. Vsak sklenjen fazni tir,
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