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i++7-+_OBZORNIK ZA MATEMATIKD IN FIZIKD .%o

O PROBLEMU DIMENZI1J
NIKO PRIJATELJ

(Oddelek za tehniSko fiziko)

Je le vois, mais je ne le crois pas.
Cantor

I. UVOD

Pojem dimenzije ali razseznosti izhaja prav gotovo iz neposrednega do-
¥ivljanja sveta, v katerem Zivimo. Saj so izrazi, ki ta pojem implicirajo, kot
»dolZina«, »§irina«, »visina«, sestavni del najpreprostejSega clovekovega besedisca.
V matematiko je ta pojem »zaSel« preko elementarne geometrije, ki je pa¢
realnemu svetu najbliZja. Tako najdemo Ze pri Evklidu prvo, rudimentarno po-
vezavo intuitivnega pojma dimenzije z osnovnimi geometrijskimi pojmi: tocka
je brez razseZnosti, premica ima eno, ravnina dve in kon¢no prostor tri
dimenzije.

Sele analitiéna geometnja je kasneje omogodtila, da je bil ta »kvalitativni«
pojem dimenzije, ki je bil vse preveé vezan na idealizacijo podob iz realnega
sveta, zamenjan s »kvantitativnim« Dimenzijo prostora je namre¢ izrazila
s §tevilom koordinat, ki so potrebne za doloditev lege poljubne tocke v tem .
prostoru. Tako je torej premica enodimenzionalni prostor, ker je poljubna
to¢ka na njej dolodena Ze z eno koordinato. Iz enakih razlogov ima ravnina
dve dimenziji, prostor v navadnem smislu te besede pa je tri-dimenzionalen.
V matematiki je navada, da oznafujemo te prostore po vrsti z R,, R, in R,.

BrZ ko je bil tako pojem dimenzije »aritmetiziran«, je Ze postalo odito,
da je omejitev na R,, R, in R, ki nam jo vsiljuje nazornost, brez slehernega
matematié¢nega razloga. Zato je bila na dlani razSirjava na R,, torej na
n-dimenzionalni prostor, v katerem je pa¢ lega poljubne tocke dologena z
n-torico koordinat (x;, Z,,...xs). Ker imamo pri tem ves ¢as v mislih, da so
ustrezne koordinate realna Stevila, govorimo o mn-dimenzionalnem realnem
aritmeti¢nem ali Evklidovem prostoru. Seveda pa tudi ta omejitev ni potrebna.
Koordinate kake to¢ke morejo biti tudi poljubna kompleksna Stevila. V tem
primeru govorimo o m-dimenzionalnem kompleksnem aritmeti¢nem ali Evkli-
dovem prostoru in ga oznatujemo s Cp. Konéno je pognal Hilbert n tudi v ne-
skonénost. To¢ka tega neskoéno dimenzionalnega realnega ali kompleksnega
Hilbertovega prostora je vsako neskonéno zaporedje realnih ali kompleksnih
stevil (x,, x5, . .., Tn, - ..), ki ima konvergentno vsoto kvadratov absolutnih vred-
nosti posameznih koordinat, torej |z, 2+ |z, P+ ... < .

Naj mimogrede omenimo, da je dala povod za tako razSirjavo pojma
dimenzije preko nazorno evidentnega R, tudi fizika. V teoreti¢ni mehaniki je
namre¢ navada, da zdruZimo koordinate lege (x,y, 2) in koordinate impulza
(px, Py, P2) dane materialne toc¢ke, ter jih smatramo kot kartezi¢ne koordinate
(x, Y, 2, Px, Py, Pz) te totke v tako imenovanem faznem prostoru, ki je
potemtakem 6-dimenzionalen. Gibanje materialne tocke v faznem prostoru
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poteka, podobno kakor v navadnem prostoru, po nekem tiru, ki ga imenujemo
fazni tir. Pravi tir tocke dobimo potem tako, da pois¢emo projekcijo faznega
tira v tridimenzionalnem podprostoru, ki vsebuje le koordinate (x, y, 2).
Ustrezno lahko priredimo sistemu m materialnih to¢k 6 n-dimenzionalni fazni
prostor.

Tako »aritmetizirani« pojem dimenzije pa je tréil na dve resni tezavi.
Le-ti si bomo ogledali malo natan¢neje v naslednjem.

II. CANTORJEV 1:1

Teorija mnoZic, ki je postala temeljni kamen moderne matematike, je
poskrbela za prenekatero presenelenje. V ozki zvezi s problemom dimenzij
pa je tale njena, na prvi pogled paradoksna trditev:

Vse tocke kakega kvadrata moremo povratno-enoli¢no preslikati v tocke
kake daljice. To pomeni, da moremo najti tako pravilo, ki preslika vsako
tocko danega kvadrata v eno samo to¢ko dane daljice in je obratno vsaka
to¢ka dane daljice slika ene same tocke danega kvadrata Poskusimo se pre-
pric¢ati o pravilnosti te trditve!

Vzemimo v ta namen kar kvadrat OABC, ki ima za stranico enoto dol-
Zine, in ga postavimo v koordinatni sistem tako, kakor kaze slika 1. Oznadimo
z M mnozico vseh tistih tock, katerih koordinati ustrezata pogojema
0<<x =<1in 0<<y = 1. Mnozica M vsebuje potemtakem naslednje tocke:

1. vse notranje tocke kvadrata OABC,
2. vse notranje to¢ke stranic AB in BC,
3. oglisc¢e B.

Za daljico pa izberimo kar stranico OA danega kvadrata in naj bo N
mnoZica vseh notranjih to¢k te daljice in krajis¢a A! V mnoZici N so torej
vse tocke abscisne osi, katerih abscisa u izpolnjuje pogoj 0 <<u =< 1.

Naj bo zdaj to¢ka T poljubna totka iz mnozZice M! Ker sta njeni koordinati
x in y pozitivni realni Stevili, ne veéji od 1, lahko vsako od njiju zapiSemo
na en sam nacin v obliki neskonénega decimalnega Stevila

r=0,x,%...20... iIn Yy=0,Y,Y..-Yn...

V primeru, da je kak$na koordinata le kon¢no decimalno Stevilo, torej
oblike 0,2, X, ...xm, pri ¢emer je potem seveda xn F0, jo bomo paé zapisali
v obliki 0,x; x,... (xn—1)999... Tako bomo torej pisali namesto 0,5 raje
0,499 ..., namesto 1 raje 0,999... itd.

Iz teh dveh neskonénih decimalnih $tevil, ki enoli¢no dolodata totko T
iz mnozice M, sestavimo novo neskonéno decimalno $tevilo w na takle nadin:
za decimalno vejico piSemo najprej po vrsti

0,x,,...%s

do prve decimalke x;, ki je razli¢na od 0. Ce je torej Ze x, F 0, zapiSemo le x,,

de je x; = 0,2, F 0, zapiSemo le x, x,, itd. Potem pripisujemo zaporedne de-
cimalke $tevila y, torej

i 0,2, 2...22Y1Ys-..Yb

zopet do prve decimalke yy, ki je razlicna od 0. Za temi slede zopet nadaljnje

decimalke Stevila x, do prve naslednje, ki je razlicna od 0, pa zopet nadaljnje
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decimalke Stevila y itd. Na ta nacin konstruiramo eno samo neskonéno deci-
malno $tevilo

U=0,2,2,...2Y,Ys---YbTatg.+-TatoYbtg:--Ybtd...

ki je torej s koordinatama x in y enolino dolodeno, hkrati pa pozitivno in
ne veéje od 1. Zato pa doloda to §tevilo eno samo to¢ko T’ na daljici OA! Tako
torej lahko res priredimo vsaki toc¢ki T iz mnoZice M eno samo totko T’ iz
mnozice N. [Postavimo, da ima to¢ka T koordinati x = 0,103103103. in
y = 0,4999... Prirejena totka T’ je potemtakem dolofena z absmso U=
= 0,1403919039 S5

Seveda pa velja tudi obratno. Vsaki to¢ki T” iz mnoZice N ustreza namreé
neko pozitivno neskonéno decimalno $tevilo u, ki ni veéje od 1

Uu=0,uU...Un...

Zdaj pa lahko po istem pravilu enoli¢no razstavimo to $tevilo u v dve pozitivni
neskonéni decimalni Stevili x in y, ki nista veéji od 1. To storimo tako, da
jemljemo izmenoma za decimalke Stevila x oziroma S$tevila y zaporedne deci-
malke $tevila u in sicer vsakokrat do naslednje prve decimalke $tevila u, ki je
razli¢na od 0. Tako dobljena x in y pa zopet enoli¢no dolocata ustrezno to¢ko T
iz mnozZice M. [Pri zgornjem zgledu dobimo na ta nadin iz koordinate to¢ke T",
% = 0,1403919039 ..., res koordinati ax = 0,103103... in y = 0,499... prvotne
toc¢ke T nazaj.]

Z opisanim pravilom smo potemtakem res povratno-enoli¢no preslikali
mnozico M na mnozico N.

Iz tega osnovnega dejstva pa je mogoce kaj hltro pokazati, da lahko
tudi vse tocke ravnine, torej prostora R,, povratno-enoli¢no preslikamo v tocke
kake premice, torej v tocke prostora R,. Se celo ved! Pokazati je mogoce, da
lahko vse toCke prostora R, in celo vse to¢ke Hilbertovega prostora povratno-
enoli¢no preslikamo v to¢ke prostora R,. Potemtakem pa moremo lego poljubne
to¢ke v prostoru R,, R, ali v Hilbertovemu prostoru doloc¢iti z lego ustrezne
tocke v prostoru R,, torej z eno samo koordinato, ki le-tej pripada.

To spoznanje, ob katerem je Cantor oc¢itno povsem upraviéeno izrekel
svoj »vidim, pa ne verjamems, postavlja v uvodu aritmetizirani pojem di-
menzije v nedvoumno zadrego. In s to zadrego se Sele zadenja pravi problem
dimenzij.

III. PEANOVA KRIVULJA

Opisana Cantorjeva povratno-enoliéna preslikava je pokazala na sredo
neko »slabo« lastnost, ki je obetala izhod iz te zadrege. Ta preslikava namreé
ni zvezna. Medtem ko tefe tocka T' po premici ves das v istem smislu —
pripominja slikovito M. Fréchet — izvaja ustrezna tofka T v ravnini nori ples,
preskakujo¢ nenadoma od ene to¢ke ravnine k drugi, ki je oddaljena
od prve. Ravnina je pri tej preslikavi povsem premeSana. To ni veé ravnina,
to je le Se zmesnjava tock.

Ta ugotovitev je vodila do naslednjega vpraSanja: Ali eksistira kaka
zvezna preslikava premice v ravnino? Oziroma, ¢e postavimo vprasanje
splos$neje: Ali moremo zvezno preslikati prostor R, v prostor Ry, ¢e m £ n?
Ako bi se to pokazalo kot nemogode, potem bi mogli kaj hitro »rehabilitirati«
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pojem dimenzije. V tem primeru bi preprosto rekli, da je dimenzija prostora
dolo¢ena z najmanjs$im Stevilom zveznih parametrov, ki so potrebni za
opis tega prostora. Toda tudi ta domneva je razocCarala. Italijanskemu
matematiku Peanu se je namre¢ posre¢ilo zvezno preslikati tocke
dane daljice v toCke danega kvadrata. To pomeni: ko preteée toc¢ka T' dano
daljico ves ¢as v istem smislu, pretece ustrezna tocka T neko zvezno Kkri-
vuljo, ki vsebuje vse tofke danega kvadrata. Oglejmo si to Peanovo krivuljo
malo natancneje!

" Vzemimo zopet kvadrat OABC, ki ima za stranico enoto dolZine, za
daljico pa prav tako kar dolzinsko enoto OE, kakor kaze slika 2.

d/1 " d’l d’l d‘w

0 £
(v}‘
¢ B p b
| | |
b | 4
1 ! 2/5
T |
| -
|
SO
N O | |
0 0 A
Slika 1 Slika 2

Razdelimo hkrati daljico OFE in kvadrat OABC na §tiri’ enake dele, kakor
ponazarja slika 2. Nastale $tiri delne daljice oziroma delne kvadrate oznaéimo
z d,, d,, d,, d, oziroma s k,, k,, k,, k,. Vendar naj bo oznacba taka, da bo veljalo:
Ce imata dve delni daljici eno skupno krajis¢e, potem imata tudi kvadrata
z istima indeksoma skupno eno stranico. Nato razdelimo zopet naprej vsako
daljico d; in vsak kvadrat k; na $tiri enake dele! Po tej drugi razdelitvi dobimo
vsega 42 delnih daljic in prav toliko delnih kvadratov. Nove daljice, ki smo jih
dobili z delitvijo daljic d;, bomo oznadili z di1, dio, dis, disa in analogno bomo
oznatili s ki1, ki, kis, ki kvadrate, ki so nastali z delitvijo kvadrata ki Kva-
drate bomo zopet oznadili tako, da bo veljalo: Ce imata dve daljici eno kra-
ji¢e skupno, potem imata tudi kvadrata z istima dvojnima indeksoma skupno
eno stranico. Ta delilni postopek moremo oditno poljubno nadaljevati. Po
n-ti razdelitvi imamo torej 4* delnih daljic dit di2 . . . s in prav toliko delnih kva-
dratov (%3 Aooc i pri ¢emer more zavzeti vsak indeks i vrfzdnosti 1, 2, 3 ali 4.
Ce smo se glede oznadbe kvadratov ves das drZali zgoraj omenjenega pravila,
potem velja pri vsaki razdelitvi: Brz ko imata dve daljici eno krajis¢e skupno,
imata tudi kvadrata z istima skupinama indeksov skupno eno stranico. Seveda
pa ne velja vedno tudi obratno! Dva kvadrata moreta imeti skupno eno stra-
nico, ne da bi zato imeli tudi daljici z istima skupinama indeksov skupno
krajis¢e. To je razvidno Ze pri prvi razdelitvi na sliki 2: Kvadrata ki in ky
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imata skupno stranico, daljici di in ds4 pa nimata skupnega krajii¢a. Poleg
tega je iz naéina konstrukcije in oznac¢be neposredno razvidno, da vsebuje
daljica diyis ., daljico diy .y 4, oy in da vsebuje prav takec kvadrat ki i .4,
kvadrat ki .i:, o Prav tako je oditno, da je po n-ti razdelitvi dolzina vsake
delne daljice le Se 4™, dolZina diagonale vsakega delnega kvadrata pa je le Se
\/_2.2—“. Ce vzamemo torej m dovolj velik, postanejo dolZine delnih daljic
kakor tudi dolZine diagonal delnih kvadratov majhne, kakor Zelimo.

Zdaj pa pokazimo naslednje:

1. Vsaki to¢ki 7" daljice OE ustreza na osnovi tega delilnega postopka
ena sama to¢ka T kvadrata OABC.

~ Vzemimo najprej primer, da pade totka T’ pri vsaki razdelitvi v no-
tranjost kake delne daljice. Naj torej pade pri prvi razdelitvi v d;,, pri drugi
razdelitvi v di, i, itd. Tvorimo zaporedje teh daljic: diy, diyio, Qiyipis ... Ker
vsebuje vsaka izmed daljic tega zaporedja vse nadaljnje in gre dolZina za-
porednih daljic proti ni¢, je z njimi totka T enoli¢no dolodena. Toda vsaki
daljici zaporedja moremo prirediti kvadrat, ki ima isto skupino indeksov.
Zaporedju daljic torej lahko priredimo zaporedje ustreznih kvadratov: ki,
Kiy io, Kiy i iss - .. Tudi pri tem zaporedju vsebuje vsak delni kvadrat vse na-
daljnje, medtem ko gre dolZina diagonale teh kvadratov proti ni¢. Potemtakem
definira tudi to zaporedje ustreznih kvadratov eno samo tocko T kva-
drata OABC.

Obrad¢unajmo $e s primerom, ¢e sovpade tolka T’ po nekaj razdelitvah
s krajis¢em kake delne daljice! V tem primeru pa zdruZimo obe delni daljici,
ki imata v T” skupno krajisce, in delamo s to »dvojno« daljico naprej prav tako
kakor zgoraj. Seveda ustrezajo tem »dvojnim« daljicam »dvojni« kvadrati
s skupnimi stranicami, ki pa zopet konvergirajo proti eni sami toc¢ki T kva-
drata OABC.

2. Vsaki totki T kvadrata OABC ustreza vsaj ena totka T’ daljice OE.

Naj bo najprej T taka totka kvadrata OABC, ki pade pri vsaki raz-
delitvi v notranjost kakega delnega kvadrata. Zaporedje teh delnih kvadratov,
kakor Ze vemo, enoliéno dolo¢a totko T. Zaporedje ustreznih delnih daljic,
torej daljic z istimi skupinami indeksov, pa dolo¢a eno samo to¢ko T’ da-
ljice OE. Kajti vsaka delna daljica zaporedja vsebuje vse ostale, njihove
dolZine pa postanejo majhne, kakor Zelimo.

Kaj pa, ¢e pade to¢ka T po nekaj razdelitvah na stranico ali v ogliéce
kakega delnega kvadrata? V tem primeru se lahko zgodi, da ustrezajo to¢ki T
‘dve ali celo tri razlié¢ne totke T daljice OE! Ta stranica oziroma to ogliice
more biti namre¢ skupna stranica oziroma skupno ogliS¢e dveh oziroma treh
takih delnih kvadratov, katerih ustrezne daljice na OE nimajo skupnih
krajis¢. Potem pa lahko tvorimo, izhajajo¢ iz teh razlicnih delnih kvadratov,
dve oziroma tri razli¢na zaporedja delnih kvadratov, ki doloéajo isto tocko T.
Toda ustrezna zaporedja delnih daljic leZijo potemtakem na dveh oziroma
treh loéenih delnih daljicah daljice OE in definirajo zato dve oziroma tri
razliéne tocke T

Nag delitveni postopek priredi torej vsaki to¢ki T kvadrata OABC eno,
dve ali celo tri tocke T’ daljice OE. Preslikava torej, za razliko od Caatorjeve,
ni povratno-enoli¢na!
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3. Delitveni postopek preslika daljico OE zvezno v kvadrat OABC.

To pomeni: Ce izberemo na daljici OE dve to¢ki T, in T, dovolj blizu,
potem sta ustrezni to¢ki T, in T, v kvadratu OABC blizu, kakor Zelimo.

O tem se prav zlahka prepricamo. Pri e tako pozni razdelitvi padeta
tocki T," in T, &e sta le dovolj blizu, v isto delno daljico ali v dve sosednji.
Torej padeta tudi ustrezni to¢ki T, in T, v isti ustrezni delni kvadrat ali v dva
ustrezna kvadrata z eno skupno stranico. Toda ¢e je razdelitev dovolj pozna,
je diagonala ali sta diagonali delnih kvadratov majhni, kakor Zelimo. Potem-
takem sta tudi to¢ki T, in T, blizu, kakor Zelimo.

Po vsem tem torej lahko redemo: Ce pretece totka T daljico OE ves &as
v istem smislu, pretece to¢ka T, ki jo priredi na§ delitveni postopek, zvezno
krivuljo v kvadratu OABC. Ta krivulja gre skozi vsako tocko kvadrata,
skozi nekatere celo ve¢krat. To je tako imenovana Peanova krivulja.

IV. LUROTHOV DOKAZ

Takoj po Cantorjevem in $e pred Peanovim odkritjem pa je Liirothu
uspelo pokazati, da ni mogode zdruZiti obeh »dobrih« lastnosti teh dveh
preslikav, vsaj kar zadeva premico in ravnino. To se pravi, da ne eksistira
nobena povratno-enoli¢na preslikava premice na ravnino, ki bi bila hkrati
tudi zvezna v obeh smereh. Oglejmo si ta dokaz!

Ce bi bila taka preslikava mogoda, bi to pomenilo, da eksistira neka
zvezna funkcija dveh neodvisnih spremenljivk z = f (x, y), ki priredi po-
vratno-enoliéno vsakemu urejenemu paru realnih Stevil (x,y) neko realno
Stevilo z. Videli bomo, da take funkcije ni, ker nas Ze sama domneva njene
eksistence vodi do protislovja.

Zatecimo se torej k indirektnemu dokazu in recimo, da taka funkcija
z = f (x,y) eksistira. Ce postavimo y = 0, dobimo zvezno funkcijo spremen-
ljivke x, namre¢ f(x,0), ki jo bomo pisali kratko kar p (x). Denimo, da je
p(—1) =a in p (1) = b. Ker je funkcija f po privzetku povratno-enoli¢na,
mora biti a b. Ker pa je funkcija p (x) zvezna, zavzame, kakor vemo, vse
vrednosti med a in b, brZz ko prete¢e x vse vrednosti med —1 in 1. To pa
zopet pomeni, zaradi povratne enoli¢nosti funkcije f, da funkcija z = f (x, y)
ne sme zavzeti nobene vrednosti v intervalu a <z < b, brz ko je y 0.

Naj bo torej x = c tista vrednost v intervalu med —1 in 1, za katero
je p(c) = f(c,0) = (a + b)/2. Seveda je -tudi f(c,y) zvezna funkcija spremen-
ljivke y. Pisali jo bomo na kratko g (y), pri ¢emer torej vemo, da je
q (0) = (a + b)/2. Toda zaradi zveznosti funkcije q (y) moremo najti po abso-
lutni vrednosti dovolj majhne y-e, ki pa sorazli¢ni od ni¢ tako, da se njim
ustrezne vrednosti funkcije g (y) razlikujejo od vrednosti (a + b)/2 za tako
amalo, kolikor Zelimo. Te vrednosti torej oéitno lahko leZijo v intervalu
a <z =b, Ceprav je y +0, kar je v nasprotju z zgornjo trditvijo.

Enak rezultat je dobil kasneje Liiroth tudi za odnos med ravnino in
prostorom. In naposled se je Brouwerju, po mnogih tezavah, posretilo do-
kazati CGisto sploSno: Prostora R, ni mogocée preslikati povratno-enoli¢no in
v obe smeri zvezno.v prostor Ry, ¢e m Fn. Dimenzija poljubnega.Evklidovega
prostora je torej invariantna pri vseh povratno-enoli¢nih in v obe smeri
zveznih preslikavah. S tem spoznanjem je bil storjen prvi korak v moderno
teorijo dimenzij.
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V. TOPOLOSKA DEFINICIJA DIMENZIJE

Brouwerjev dokaz samo ugotavlja, da je dimenzija Evklidovega prostora
Ry invarianta povratno-enoli¢nih in v obe smeri zveznih preslikav. Ne cdkriva
pa nam nobenih enostavnih lastnosti, ki so razlog za to invarianco in ki bi
nam hkrati tudi pojasnile, v ¢em se prostor R, razlikuje od prostora R, e
m £ n. Razen tega se omejuje le na Evklidove prostore R,. Teorija mnoZic pa
je matemati®ni pojem prostora tako zelo razSirila, da so Evklidovi prostori
postali le poseben »primerek«.tega pojma. Zato je bila povsem razumljiva
zahteva, da bi se, vzporedno z razdirjavo pojma prostora, izoblikovala tudi
taka definicija dimenzije, ki bi zmogla smiselno prirediti vsakemu prostoru
neko Stevilo kot njegovo dimenzijo in ki bi hkrati ustrezala nasi intuitivni
predstavi tega pojma. Teorija dimenzij, ki je zrasla iz te zahteve, je utegnila
doslej rediti ta problem za veliko skupino tako imenovanih metriénih
separabilnih prostorov, medtem ko je pri sploinejsih prostorih Se dosti
nerefenih tezav. Za »avtorja« te teorije veljata Avstrijec Menger in Rus
Urysohn, &eprav pripisuje ruski matematik P. S. Aleksandrov levji delez
zaslug izkljuéno svojemu rojaku Urysohnu. V naslednjem si hodemo ogledati
le osnovne definicije dimenzije, kakor jih formulira teorija dimenzij. Te
definicije se nanaSajo seveda na poljubne metriéne, separabilne prostore. Zato
so izrazene v jeziku topologije, to se pravi s pomocjo pojma »okolice« kake
totke danega prostora. Ker pa sta pojma sploSnega topoloskega prostora in
okolice nasploh le malo znana, bomo poskusili pojasniti definicije dimenzije
kar z razmerami v Evklidovih prostorih.

Osnovno idejo, ki predstavlja geometrijsko nazorno ozadje pojma di-
menzije, je jasno opredelil Ze H. Poincaré. Ce hodemo namre¢ razdeliti
eno-dimenzionalni prostor R, na veé¢ delov, lahko to storimo tako, da raz-
mejimo te dele s posameznimi to¢kami, ki so, kakor vemo, brez dimenzije.
Dele ravnine, torej prostora R,, pa moremo- razmejiti s ¢rtami, ki imajo eno
dimenzijo. In analogno je mogoce razdeliti prostor R; na ve¢ delov s ploskvami,
ki imajo dve dimenziji. Meje kakega dela danega prostora imajo torej nasploh
nizjo dimenzijo, kot pa prostor sam. Na tej enostavni lastnosti »nazornih«
prostorov R,, R, in R, sloni tudi splos$na definicija dimenzije. -

Ker prireja splo$na definicija dimenzijo danega prostora v vsaki njegovi
todki, moramo pojasniti Se pojem okolice kake tot¢ke. Tudi to bomo sterili
le za Evklidove prostore. Okolica kake tofke prostora R, je vsak odprti
interval, ki vsebuje to to¢ko. Sferi¢no okolico kake toc¢ke prostora R, oziroma
R, tvorijo vse tiste to¢ke ustreznega prostora, ki leZijo znotraj kroZnice
oziroma krogle, s sredi§¢em v dani to¢ki in polmerom r, pri Cemer je r po-
ljubno realno $tevilo. Analogno definiramo tudi sferi¢no okolico kake tocke
v prostoru R, kot mnozico tofk, ki leZijo znotraj n-dimenzionalne krogle,
katere sredii¢e je v dani tocki, njen polmer pa poljubno realnc Stevilo. To
pomeni po analogiji z R, in R,: Ce ima dana to¢ka koordinate (a,, @,, ... @),
potem tvorijo njeno sferi¢no okolico S; vse to¢ke prostora R,, katerih koordi-
nate (x;, ,,...2n) ustrezajo neenaébi (xr, — a,)? + (r, — @) + ... +
ali na krogli, ki omejuje okolico kake tocke, tvorijo rob te okolice.
To so sferiéne okolice. Splosno je okolica tocke (a;, @, ..., @;) vsaka mnoZica
toc¢k prostora Ry, ki vsebuje kako sferi¢no okolico S: te tocke. -

Zdaj pa si oglejmo definicije dimenzije!
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Dimenzija 0

Prostor M ima v tocki p dimenzijo 0, ¢e ima totka p poljubno majhne
okolice s praznim robom. To se pravi, da lahko najdemo za vsako okolico
O tocke p neko tako okolico O, te to¢ke, da velja hkrati

O, c O in rob O, ne vsebuje nobene toc¢ke prostora M.
Prostor M ima dimenzijo 0, kar zapiSemo
dim M =0

¢e ima v vsaki svoji to¢ki dimenzijo 0.
Kot zgled dokaZimo tole dejstvo:

Vsaka neprazna mnozica M, ki vsebuje le koné¢no ali §tevno mnogo tock,
ima dimenzijo 0.

Naj bo p poljubna totka te mnozice! Ce je O dana okolica te tocke,
unaj bo S:(p) sfericna okolica, za katero velja S:(p) ¢ O. Ker je ta mnoZica
Stevna, lahko zapiSemo njene to¢ke v obliki zaporedja: p,, p., ps, ... Prav tako
pa moremo zapisati tudi razdalje od totke p: d (p;,p), d (Ds, D), d (0, P)...
Ker pa realna $tevila niso $tevna, moremo potemtakem najti neko pozitivno
realno Stevilo 7 ki je manjSe od r pa razlitno od vseh d (pi, p). Sferi¢na
okolica S:’(p) ima torej gotovo prazen rob in je vsebovana v okolici O.

Ker je mnoZica vseh racionalnih $tevil §tevna, sledi iz pravkar dokaza-
nega, da ima dimenzijo 0. Podobno bi lahko pokazali, da je tudi neStevna
mnozica vseh iracionalnih $tevil dimenzije 0.

Dimenzija n
Edino prazna mnoZica ima dimenzijo — 1.

Prostor M ima v to¢ki p dimenzijo < n, & ima totka p poljubno majhne
okolice, katerih robovi imajo dimenzijo < n— 1.

Prostor M ima dimenzijo < n, torej
dmM=n

¢e ima v vsaki svoji tocki dimenzijo = n.

Prostor M ima v neki svoji to¢ki dimenzijo n, ¢e ima v tej to¢ki dimenzijo
= m, nima pa v tej tocki dimenzije < n— 1.

Prostor M ima dimenzijo n, ¢e velja hkrati

dmM=n in dmMni=<n—1.
Prostor M ima dimenzijo o, &e za noben n n e velja
dmM=n
Iz te rekurzivne definicije neposredno sledi:

Realna os, torej prostor R,, ima dimenzijo 1.

Se tako majhna okolica poljubne totke p prostora R, je namre& odprti
interval. Le-ta pa ima za rob obe svoji krajis¢i. Kakor pa Ze vemo, je dimen-
zija dveh tock enaka 0.

Dokaz, da ima na osnovi te definicije tudi prostor R, dimenzijo n, pa je
mnogo bolj zapleten.

152



O TRANSCENDENTNIH STEVILIH
JOZE GRASSELLI
(Oddelek za tehniSko fiziko)

Raziskovanje transcendentnih S$tevil se je doslej v glavnem razvijalo
okrog vpra$anj njihove konstrukcije, klasifikacije, algebrajske neodvisnosti
in aproksimacije z algebrajskimi $tevili. Nekaj doseZenih rezultatov obravna-
vajo naslednje vrste.

1. Kompleksno &tevilo je transcendentno, ako ne ustreza nobeni enacbi
Gox +a x>+ . .t gx T an=0 1)

ki ima za koeficiente ao, >0, a, ..., Gn—1, Gy cela racionalna $tevila, za ekspo-
nent n pa naravno 3tevilo. Ker se imenujejo koreni enac¢b oblike (1) algebrajska
Stevila, je moZno tudi redi, da je transcendentno vsako tisto 3tevilo, ki ni
algebrajsko.

Navedena definicija ima smisel le, ¢e transcendentna Stevila res so.
Zato se je treba prepriati o njihovem obstoju.

Priredimo vsaki ena¢bi (1) kot indeks s vsoto njene stopnje in absolutno
vzetih koeficientov! Torej b

an_|_a0+!a1%+‘..+ian—1|+|an11 @

Indeks s je oditno naravno §tevilo vecje od 1. Ce je &tevilo s dano, je mogoce
rediti enadbo (2) v celih $tevilih le na konéno razli¢nih nadinov. Kajti n <<s
in je zato koeficientov a,, ai, . .., ay manj od s. Vsak izmed njih je celo $tevilo
in absolutno manj$i od s. Zato je vseh moZnih kombinacij konéno Stevilo.
Vsakemu indeksu pripada torej samo konéno mnogo enacb. Vzemimo najprej
s = 2, poi§¢imo vse pripadajode enacbe in zapiimo njihove korene v ne-
kak$nem redu! Enako napravimo pri s = 3,4,5,... V zapcredju, ki ga tako
tvorimo, bo s¢asoma uposStevano vsako algebrajsko Stevilo, saj pride na vrsto
vsaka enacba (1). To pa pomeni, da je algebrajskih Stevil najvec Stevno mnogo.

Odvzemimo iz mnoZice kompleksnih §tevil, ki ima mo¢ kontinuuma, alge-
brajska &tevila! Ostanek sestavljajo ravno transcendentna Stevila, mo¢ tega
ostanka je pa kontinuum. Transcendentna Stevila torej eksistirajo in jih je
kotinuum mnogo.

Gornji dokaz izvira od J. Cantorja. Pomemben je, ker kaZe, da je skoraj
vsako kompleksno $tevilo transcendentno. Da velja ta ugotovitev tudi za realna
§tevila, je razvidno iz poteka razmotrivanja.

Seveda se zdaj takoj postavlja naloga najti kaksne primere transcendent-
nih Stevil.

2. Oglejmo si najprej, kako se dajo transcendentna Stevila konstruirati!
Glavna opora pri tem nam bo spoznanje, da algebrajskih stevil v nekem smislu

ni mogode poljubno natan¢no aproksimirati z ulomki. RazloZimo podrobneje
to stvar!
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Naj bo n naravno Stevilo! Rekli bomo, da ima realno $tevilo ¢ racionalne
aproksimacije reda n, ako se da dobiti pozitivna konstanta A tako, da ustreza
nesteto razliénih ulomkov p/q neenacbi

|&§—plg| < Ag™ ®)

Pri tem naj bodo imenovalci g pozitivni!

Da ima vsako realno iracionalno Stevilo & racionalne aproksimacije
prvega reda, lahko hitro doZenemo. Ce ga zapiSemo kot neskonéno decimalno
Stevilo

E=co+c1.10"t + c .10 + c_5.10% + ...

je co celo §tevilo, c—y,c_9,c_3,... so pa zaporedne decimalke, med katerimi
je nesteto razliénih od nié. Ulomki

Coy Co + €1:107%, ¢o + €1-1071 + c_3.1072, . ..

oditno ustrezajo pogoju (3) pri A =1, n =1 in jih je tudi neSteto razli¢nih.

Nadalje se vidi, da ima Stevilo racionalne aproksimacije redov
n—1,...,2,1, ée premore racionalne aproksimacije reda n. Saj z zniZanjem
eksponenta n ni prizadeta veljavnost neenacbe (3).

Dokazimo zdaj tole trditev: Realno algebrajsko $tevilo stopnje n nima
racicnalnih. aproksimacij reda n + 1.

Algebrajsko Stevilo ima stopnjo m, ako je koren vsaj ene enacbe (1)
stopnje n s celimi koeficienti, ne ustreza pa nobeni taki enaébi (1) s stopnjo
n— 1. Racionalna S§tevila so ocitno algebrajska prve stopnje. Zaénimo pri
njih z dokazom! Naj bo a/b neko racionalno $tevilo. Zmeraj se da dosedi, da
bo imenovalec b pozitiven. Ce trditev ne drZi, eksistira taksna pozitivna kon-"
stanta A, da ustreza neSteto razliénih ulomkov p/q F a/b pogoju

|a/b—plq | << Ag~2

Za vsak tak ulomek p/q je pa razlika aq— bp od ni¢ razlitno celo §tevilo in
tedaj je:
|a/b—plg| =|ag—bp | (bg)™ = (bg)™

Iz obeh neenacéb sledi, da je q<<bA. Vsi imenovalci g, ki jih je neSteto
razliénih in so cela pozitivna Stevila, bi morali biti manjs$i od produkta bA.
To pa ni mogocée za noben konden A.

Preverimo trditev Se za primer, ko je £ = a in je a realno algebrajsko Ste-
vilo stopnje n = 2! Ce bi $tevilo a imelo racionalne aproksimacije redan + 1, bi
pri neki pozitivni konstanti A obstajalo neSteto razliénih ulomkov p/q, ustre-
zajo¢ih zahtevi

la—p/q | << Ag™1 (4)
Stevilo o zado$¢a neki enadébi (1) stopnje n, ki nima racionalnih korenov.
Naj pomeni f(x) levo stran te enaébe! Za vsak ulomek p/q je tedaj vrednost

f (p/q) razliéna od nié f (p/q) g™ pa celo Stevilo. Ker je polinom f (x) povsod
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odvedljiva funkcija, velja v vsakem intervalu s krajis¢ema o in p/g po La-
grangevem stavku izrazava

—f(plg) = f (0) —F (p/q) = (a—D/q) F (x*) ®)

2* je neka vrednost med p/q in a. Po pogoju (4) leze vsi ulomki p/q na inter-
valu (a— A4, o+ A). Odvod f (x) je na tem intervalu zvezen in je zato
omejen. Njegova absolutna vrednost | (x)| je torej pod nekim pozitivnim -
$tevilom M. Z upo$tevanjem teh dejstev dobimo na podlagi izraza (5)

la—plg|=|f@/a)|: |f @)|>|f0/Q)|: M= |f(p/q)-q|: Mg® = M~*q™ (6)

Ta ocena velja za vsak ulomek p/q.

Iz neena¢b (4) in (6) sledi, da ustrezajo vsi imenovalci q ulomkov p/g
neena¢bi g << MA. Spet smo v protislovju z dejstvom, da je pod vsakim pozi-
tivnim $tevilom le konéno mnogo celih pozitivnih Stevil.

Ker algebrajsko $tevilo stopnje n nima racionalnih aproksimacij reda
n + 1, tudi aproksimacije vi$jega reda kot n 4+ 1 ne morejo nastopati. Saj bi
iz njihovega obstoja takoj sledila eksistenca aproksimacij reda n + 1.

Zdaj nam je Ze odprta neka pot do transcendentnih $tevil. MoZno je
namreé najti $tevila, pri katerih obstajajo racionalne aprocksimacije vsakega
reda n in ki zavoljo tega ne morejo biti algebrajska. Stevila te vrste imenujemo
Liouvillova.

Pokazimo, da je vsota &, konvergentne vrste

3 10! — 0,1100010. .. = &,
k=

Liouvillovo stevilo! m-ta delna vsota te vrste je ulomek pu/qm z imenovalcem
qm = 10™! in drZi ocena

£y — Pm/Qm = 10~ m+D! + 10-m+D | < 2.10~m+D! < (10™) ™™ = (gm)™™
Za vse m >n torej velja
l &y — Dn/Am ‘ <(gm)™™ < (gm)™

Pri tem je m poljubno izbrano naravno $tevilo. Ker je ulomkov pu/qnm z in-
deksom, vedjim od m, neSteto in so vsi razlicni, ima §tevilo &, res racionalne
aproksimacije vsakega $e tako visokega reda.

Nagtejmo $e nekaj zgledov Liouvillovih gtevil! Naj bo ¢y, ¢y, Cy, - .. takino
zaporedje §tevil 0,1, da je nesteto ¢lenov enakih 1! Vseh moznih zaporedij s to
lastnostjo je kontinuum mnogo. Vsakemu $tevilu intervala (0,1) se da namrec
prirediti eno samo tako zaporedje in narobe. Z vsakim teh zaporedij tvorimo
stevilo X cx 10!, kjer sedtevamo na k od k =1 do k = . Kakor pri &, ugoto-
vimo tudi sedaj, da so to sama Liouvillova Stevila. Torej so vsa transcendentna.

Z drugaénimi konstrukcijskimi predpisi se da priti 8e do obilice drugih
primerov za Liouvillova §tevila. Ti predpisi se deloma naslanjajo na mocnejSe
izreke o aproksimaciji algebrajskih stevil z racionalnimi. Tukaj uporabljeni
izrek pravi, da algebrajsko Stevilo stopnje m nima racionalne aproksimacije
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reda n + 1, ni¢ pa ne pove, kako je z aproksimacijami redov n,n—1,..., 2.
V tej smeri je bil leta 1955 doseZen dokoné&en odgovor, ko .je Roth dokazal
tole trditev: Ako je a iracionalno algebrajsko $tevilo in eksistira nelteto raz-
lienih ulomkov p/q, ki izpolnjujejo pogoj

la—plg|<q

je r =2. Nobeno algebrajsko 3tevilo nima torej racionalnih aproksimacij veéd
ko drugega reda. V oceni za r enadaja ne smemo izpustiti, ker se dajo za vsako
iracionalno Stevilo dobiti racionalne aproksimacije drugega reda.

Vsiljuje se zdaj Se vpra$anje, ali je vsako transcendentno $tevilo Liouvil-
lovo. To ne bi bilo nemogoce, saj je mo¢ mnozice Liouvillovih $tevil kontinuum.
VpraSanje je bilo reSeno s konstrukcijo transcendentnih $tevil, ki niso Liouvil-
lova. Tako sodi v to zvrst Stevilo 0,1234567891011 . .., ki nastane, &e si mislimo
za decimalno vejico po vrsti zapisana vsa naravna $tevila. Mahler je namraé¢
dokazal (1937) zanimivo dejstvo: Ce je f (x) tak polinom s celimi koeficienti,
da zavzame za x= 1 samo pozitivne vrednosti in piSemo za decimalno
vejico zapored vrednosti f (1), f (2), f (3), ..., je dobljeno &tevilo transcendentno,
toda ne Liouvillovo. Za f (x) = x dobimo ravno omenjeni zgled.

3. Do transcendentnih $tevil je mozno priti e drugade kot s konstrukeijo.
Vsaka limita konvergentnega zaporedja je neko &tevilo, prav tako pa tudi
vsaka funkcijska vrednost. Pri vsakem, tako dobljenem 3tevilu nastane vpra-
Sanje, ali je algebrajsko ali transcendentno. Razen trivialnih primerov, ko gre
ofitno za algebrajska S&tevila, je to kar terko odlo¢iti in je odgovor
znan le v nekaterih primerih. Med prve dosezke te vrste spadata Hermitov
dokaz, da je $tevilo e transcendentno (1873), in Lindemannov dokaz, da velja
isto za $tevilo = (1882). Te ugotovitvi nista ostali osamljeni. Danes je Ze mar-
sikaj znanega o transcendentnih vrednostih nekaterih funkecij (eksponentne,
logaritemske, elipti¢nih, funkcij beta in gama) za algebrajske argumente. Nekaj
teh rezultatov nam daje splodni Lidemannov izrek. Preden pa kaj ve¢ o njem
povemo, naj omenimo nekaj pojmov, ki jih bomo potrebovali.

Skupnost $tevil tvori obseg, ¢e je vsota, razlika, produkt in kvocient dveh
poljubnih $tevil iz te skupnosti spet neko $tevilo iz te skupnosti. Izvzeto je
le deljenje z ni¢. Vsa racionalna $tevila Ze tvorijo obseg. Oznadujemo ga z' R
in je sploh najmanjsi obseg. Mnoge naloge v obsegu R niso izvedljive. Tako
n. pr. v njem ni refljiva vsaka kvadratna enac¢ba. Da moremo to in podobne
naloge resiti, je treba obseg R razgiriti. Razgiritev doseZemo takole: Naj bo oy
kakSno iracionalno algebrajsko Stevilo. Skupnost 3tevil, ki nastane, & k ob-
segu R privzamemo ¢, in vsa &tevila, ki se izraZajo z a, in racionalnimi $tevili
s pomocjo Stirih osnovnih operacij, uporabljenih konénokrat, je spet obseg. Za
ta razSirjeni obseg bomo uporabljali oznako R (a,). Ce je a, algebrajsko $tevilo,
ki ga ni v R (,), moremo na podoben naéin priti do $e ve&jega obsega R (04, a,).
V njem so vsa Stevila, ki se izrazajo z a, in s $tevili iz obsega R (a,) z uporabo
Stirih osnovnih operacij. Ce pridruzimo obsegu R (a,, a,) zaporedoma $e $tevila
a3, - . ., an, dobimo obseg, ki ga zaznamujmo z R (ay, a,, . . ., an).

Posebno vazen primer obsega je normalni ali Galoisov obseg. Oznadevali
ga bomo z R (¥). Znadilna lastnost normalnega obsega R (&) je v tem, da ima
vsaka v obsegu R nerazcepna enacba, ki ima en koren v R (9), vse korene
v R (¥). Ako so ay,a,,..., a0 poljubna algebrajska $tevila, se da vedno najti
tak8no algebrajsko Stevilo ¢, da je obseg R (¢) normalen in vsebuje vsa tevila
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obsega R (ay, @y, ..., ¢n). Stopnja normalnega obsega je stopnja algebrajskega
$tevila ©. Vsako Stevilo o normalnega obsega R (9) stopnje n se takole enoli¢no,
izraza s 9:

w=roF+r, o+ ...+t rnq9? (7)

pri &emer SO To, Ty, ... Ta—1 racionalna Stevila. Stevilo 9 zado$ca neki neraz-
cepni enathi stopnje n. Naj bodo njeni koreni ¢ = 9M, 9@, 9, Ako piSemo
v izraZavi (7) namesto @ po vrsti vse korene ¢ = 9, 9@, ..., ¥®, dobimo sama
itevila iz normalnega obsega R (). Imenujemo jih konjugirana Stevila in jih
oznacujemo z w = o®, w®, ..., ™. Vsaka skupina n konjugiranih §tevil iz
R (9) ustreza neki enacbi (1) stopnje n. .

Naj bo danih m razliénih algebrajskih stevil ay, @y, . . ., om. Lindemannov
izrek trdi, da so Stevila exp a,,* exp a, ..., €Xp om V obsegu algebrajskih $tevil
linearno neodvisna, t. j., ni mogode dobiti algebrajskih Stevil ay; @, ..., @m, ki
niso vsa enaka ni&, da bi veljala enacba:

a,expay + a,expa, + ... tamexpon =0 (8)

Dokazali bomo nekoliko o%jo trditev, da so namre¢ Stevila expa,,
€Xp a,, ..., €xXp om V obsegu R linearno neodvisna. Ako to ne bi bilo res, bi
veljala vsaj v enem primeru enacba (8). Pri tem bi bila a,..., an racionalna
Stevila in ne vsa enaka nié. Ce enatbo (8) s primernim celim Stevilom mnoZimo
in &lene s koeficienti ni& izpustimo, dobimo spet enalbo tak$ne oblike, toda
s celimi od nié razli¢nimi koeficienti. Vzeti smemo, da ima Ze kar enacba (8)
to lastnost.

Dokaz za Lindemannovo trditev je precej dolg. Razdelili ga bomo na dva
dela. V prvem delu bomo iz enatbe (8) izpeljali eksistenco nekih polinomov.
S pomoéjo teh polinomov bomo v drugem delu pridli do protislovja in tako
ovrgli nasprotno trditev, da Lindemannov izrek v obsegu racionalnih Stevil
ne drzi. '

Pois¢imo $tevilom aj, ..., om normalni obseg R (). Ako je njegova stop-
nja n, se v njem ay,..., on izraZajo z racionalnimi koeficienti r1q,..., Tmp—1 Na
enoli¢en nacin takole:

0, = T10 +ry 9+ ..+ T gn—1
®

Om = Tmo + Tmi1 '19' + o Ao + Tmn—1 ’l?‘n—l
Postavimo v ta sistem namesto 9 = 9® kak drug koren 9! Dobimo Stevila
a,®, ..., on®, ki so vsa med sabo razli¢na. Zakaj 9® je algebrajsko Stevilo
stopnje m in zato dva o ne moreta biti enaka, ker bi sicer 9 ustrezal neki
enadbi stopnje n — 1. V vseh koeficientih se pa o¢itno dve vrstici v sistemu (9)

tudi ne moreta ujemati. To zamenjavo lahko napravimo n-krat in pridemo
tako do mn §tevil

a,=a®, ..., an = aa®,0,®,.. ., a®, ..., a, ™, .. .on™
iz obsega R (9).
* Tu pomeni expa = e*.
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Tvorimo z dobljenimi §tevili izraz
(a,exp o, + ... + amexp an®) ... (@, exp a,®™ + ... + ay exp am™)  (10)

Ker je prvi faktor enak izrazu (8), je ta produkt ni¢. Po zmno¥itvi in
skréenju se izraz (10) glasi

coexpfot ...+ crexpfr =0 (11)

Koeficienti c,,...,¢r so nastali s seStevanjem produktov koeficientov
@y, .. .,0m in so tedaj cela $tevila. MoZno je tudi ugotoviti, da je vsaj eden med
njimi razliden od ni¢. Naj bo kar c, F 0. Ker se leva stran v (11) ne da veé

skréiti, so eksponenti f,, ..., #r med sabo razli¢ni. Lahko si jih mislimo vse
izraZene s ¢, saj so vsi iz obsega R (). Pri zamenjavi korena ¢ s korenom ¢
preidejo eksponenti f§,,...,f: v med sabo razli¢na Stevila g,®,... 3® in

izraz c,expf, * ...+ crexp fr v izraz c,exp f,® + ...+ crexp /™. Vsaka
taka substitucija pa v produktu (10) samo preme3a faktorje in torej njegove
vrednosti ne spemeni. Zatorej velja zaradi povezave med (10) in (11)

Co €Xp fo® + ...+ crexp fr) = ... = ¢, exp fo™ +
...t crexp ™ =0 (12)

Delimo vsako teh enadb s faktorjem pri c,! Dobimo

coteexpy M+ ... teexpy® =... =
=cCotc,expy,™ + ...+ crexpy, ™ =0 (13)

Z yi® smo oznadili razliko £;® — £,); pri tem se k spreminja po naravnih
Stevilih od 1 do n, i pa od 1 do r. Noben yi® ni nig, ker so vsi B, ki jih odste-
vamo, razlitni med seboj. Stevila yi, yi®), ..., yi® so oditno za vsak i kon-
jugirana in so zato ni¢le nekega polinoma s celimi racionalnimi koeficienti

gi (@) = bi z—yi®) E—yi®) ... (z — y;™) (14)

Takih polinomov je 7. Ker noben y;® ni ni¢, je 9i(0) celo Stevilo. Za konstanto
b; smemo vzeti, da je pozitivna.

Ce je f () kak polinom kompleksne spremenljivke z, je funkcija
FRA=Ff@tFf@R@+@+...

polinom iste stopnje kakor f(z). Funkciji F (?) exp (—=2) in f(2)exp (—=2)
sta za vsak z regularni. Nadalje se hitro prepri¢amo, da je

[F (2) exp (—2)]' = — f (2) exp (— 2)
Ce integriramo tu na obeh stxaneh od 0 do b, dobimo

F()—F((0)expb=—expb ?f (2) exp (—=2) dz (15)
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Vzemimo za b vrednosti od y,® do y:®™. Dobimo nr enacb oblike (15). Pcmno-
%imo vsako prvih n enadu s c;, vsako drugih n enab s ¢, ..., vsako zadnjih n
enadb s ¢, Ce vse tako dobljene izraze sestejemo in upoStevamo (13), imamo
y. (&)
S S F (yi®) + ne, F (0) = — ¢ 2 exp y™ {'f (@) exp (—2)dz  (16)
i R _

Tu je treba sestevati poiod 1 do 7, po k pa od 1 do n*

Polinom f (2), ki nastopa pod integralom, sestavimo iz polinomov (14)
takole:

@)= (byb,...bYPRE[g, () 0, @) ... g: (AP a7
—1!

p naj bo prastevilo, ki ga bomo kmalu Se natanéneje predpisali. Nag cilj je,
ovredi enadbo (16). Ce uspemo, bo Lindemannov izrek dokazan.

Ker je z =0 (p— 1)-kratna ni¢la za polinom f (2), so odvodi f (2), f” (2),
..., f®2 (2) pri z = 0 enaki 0. Odvod f ®Y (2) ima pri z=0 vrednost

f©=D (0) = (b, b, ... br)P™ [g; (0) 95 (0) - . . gx (O)]P

ki je od ni¢ razli¢no celo tevilo, saj so vsi nastopajoci faktorji celi in nobeden
ni ni¢ Izberimo za p kak$no prastevilo, vecje od vrednosti b, b,,..., by,
'g, (0)],...1g:0)|,m]c,|. S tem doseZemo, da Stevilo f®=D (0) ni deljivo
s p. Za t= p je vrednost odvoda f® (0) vedno celosteviléen veckratnik od p.

V izrazu f(2) stoji namre¢ kot faktor pri ulomku ( D—'polinom stopaje
p—1)! '
nrp + p—1 s celimi koeficienti. Pri p-tem odvodu se vsak koeficient pomnozi
z vedkratnikom $tevila p! In &e upostevamo ulomek spredaj, je f® () enak
p-kratniku nekega polinoma s celimi koeficienti. Tudi pri nadaljnjih odvodih
ta faktor p ostane. Vsoto F (0) = f ®=1 (0) + f® (0) + ... sestavljajo tako sama
cela $tevila; eno je tuje proti p, vsa ostala so pa s p deljiva. Od tod sledi, da
celo Stevilo F (0) ni deljivo s p. Ker prastevilo p presega tudi obe vrednosti n
in |c,|, celo $tevilo nc, F (0) nima delitelja p.
Oglejmo si sedaj $e prvi sumand na levi strani v izrazu (16). Iz oblike
polinoma f (z) vidimo, da je vsak y;® njegova p-kratna ni¢la. Zato so odvodi
@, @,...foD @) pri z=y,",...,y™ enaki ni¢. Ugotovili smo Ze tudi,
da ima vsak nadaljnji odvod f® (2) pri t = p kot faktor prastevilo p. Zapifemo
ga lahko v obliki f® (2) = p (b, b, ... br)P™ Gy (2), pri Cemer je Gt (z) polinom
s celimi koeficienti stopnje kve¢jemu prn— 1. Trdimo, da je izraz 2 F (yi®)
celodteviléen veckratnik od p. Po definiciji funkcije F (2) se ta izraz glasi:

SF yi®) =2 f (™) +Zf @) +...

* Na levi smo upostevali, da ustrezajo ¥;(¥) enatbam (13).
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Sestevamo povsod na k od 1 do n. Prvih p vsot na desni je enakih ni¢, ker je
vsak yi® p-kratna ni¢la polinoma f (2). Poglejmo sedaj Se kak3no poznejso
vsoto 2 f® (y;®). Ce upostevamo izrazavo za odvod f® (z), dobimo

S 0 (gi09) = p (b, b, ... bYP™ 3 Gy (119)

=1 =1

Dokazimo, da je izraz pri p celo $tevilo! Vsota, ki tam nastopa, ima &lene oblike
a[yiOP + a [y®@F + ... + a[y;™]

kjer je a celo Stevilo, j pa naravno &tevilo, ne ve&je od prn—1. Vse to sledi
iz lastnosti polinoma Gy (2). Vsak tak ¢len je pa simetri¢na funkcija korenov
yi®, ..., yi® enalbe g;i (z) = 0 in se izraza z njenimi koeficienti kot ulomek,
katerega imenovalec ne presega vrednosti bP™1, Ta imenovalec se krajsa
z izrazom (b, b, ... br)P™ in nam tako res ostane celoteviléen vetkratnik od'p.
Ker so koeficienti ¢; celi, je o¢itno tedaj prvi sumand na levi strani v izrazu (16)
veckratnik prastevila p.

Leva stran enacbe (16)) je torej vsota dveh celih $tevil, katerih prvo je
veckratnik prastevila p, drugo pa tuje proti p. Njena vrednost je tedaj od nié
razlicna in celo §tevilo. Tako velja ocena :

T n y.(k)
1= |ZciZexpy® ['f (2) exp (—2) dz | (18)
1 k=1 Y .

j=

Ker je funkcija pod integralom povsod v konénem regularna, smemo za inte-
gracijsko pot od izhodid¢a do totke y;® na kompleksni ravnini vzeti kar pre-
mocrtno zveznico med njima. Naj bo zdaj pozitivno $tevilo M tako veliko, da
presega vse vrednosti

‘ Cy |, 0 dfop | Cr ia I €xp yl_(l) |; 00 0p I exp yr(n) !, I yl(l) I P 000D lyl‘(n) I

Obenem naj bo M veé&ji od vsake absolutnih vrednosti funkcij g, (2), ..., g: (2),
exp (—2) na izbranih integracijskih poteh. Tak M je zaradi regularnosti na-
stopajocih funkcij gotovo moZno najti. Ce upo$tevamo definicijo (17) funkcije
f (2), dobimo iz (18) oceno

1<rn (b, b,...b; M)Pr }o+3/(p — 1)1

za vsa praStevila p, ki so nad nekim konénim $tevilom. To je pa protislovije.
Pri dovolj velikem p pade namre¢ vrednost izraza na desni pod 1. To proti-
slovje dokazuje pravilnost Lindemannovega izreka.

Lindemannov. izrek je resniden tudi v tisti $irsi formulaciji, ki smo jo
najprej omenili. Ako namre¢ vzamemo, da so $tevila €xXp Ay, €XP Ay, . . ., €XP an
linearno odvisna v obsegu algebrajskih 3tevil, moremo dokazati, da so tedaj
linearno odvisna tudi v obsegu racionalnih &tevil.

Poglejmo zdaj, kako nam Lindemannov izrek omogoda spoznati trans-
cendentnost nekaterih Stevil.

Najprej lahko ugotovimo, da je $tevilo e transcendentno. Ce vzamemo
a;, =0, a,=1,...,am = m—1, nam Lindemannov izrek ravno pove, da e ne
ustreza nobeni enacbi oblike (1). Podobno dozenemo, da je za algebrajski o 0
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§tevilo eo transcendentno. Zdaj pa tudi transcendentni znacaj Stevila z hitro
spoznamo. Recimo, da bi bilo 7 algebrajsko Stevilo. Kot produkt dveh algebraj-
skih §tevil bi bilo potem tudi i@ algebrajsko §tevilo in zato el# transcendentno
$tevilo. Toda eiw = —1 je celo 3tevilo. Torej = ni algebrajsko, temve¢ trans-
cendentno §tevilo. .

Podoben sklep nas prepri¢a, da je vrednost funkcije sinx pri od ni¢
razli¢nih algebrajskih kotih x transcendentno Stevilo. Naj bo dano neko alge-
brajsko $tevilo a#0. Stevili ia in —ia sta tedaj algebrajski. Ker enacbe
dlo — e~ia —2iesin g = 0, ki oditno velja, z algebrajskimi koeficienti ni moé
izpolniti, je torej sin a transcendentno 3tevilo. Enako dokaZemo, da zavzamejo
tudi ostale trigonometri¢ne funkcije in hiperboli¢ne funkcije transcendentne
vrednosti za algebrajske argumente neenake nic.

Naj bo a spet algebrajsko Stevilo in sicer razliéno od 0 in od 1. Iz enacbe
o = elog a takoj sledi, da je log a transcendenten. Algebrajsko $tevilo namre¢
ne more biti, saj bi to pomenilo, da je algebrajsko Stevilo a enako transcen-
dentnemu $tevilu elog®, Tudi inverzne funkcije k trigonometri¢nim in hiper-
boli¢nim funkcijam imajo za algebrajski argument, ki ni enak 0 ali 1, tran-
cendentno vrednost. To ugotovimo ravno tako kot pri logaritemski funkeciji.

4.Videli smo, da ima eksponentna funkcija eX za algebrajske eksponente
x %0 trancendentno vrednost. Ali velja kaj slitnega, ¢e vzamemo namesto e
za- osnovo kakgno algebrajsko stevilo? Tako vpraSanje postavlja sedmi Hilber-
tov problem, ki zahteva reSitev tele naloge: KakSne narave je stevilo af, e sta
a in B algebrajski $tevili ter je o razlien od 0 in 1, f pa ni racionalen? Da je
vsako &tevilo te oblike transcendentno, sta leta 1934 vsak na svoj nadin doka-
zala ruski matematik Gelfond in nemgki matematik Schneider. Ker je potenca
af mnogolitna, pripominjamo, da je transcendentna vsaka njena vrednost. Po
tej ugotovitvi so n. pr. tevila 3i, 3 ‘/2, 21-i i-% transcendentna. Zadnji zgled
nam da posebej transcendentnost Stevila ex.

Gelfond-Schneiderjevega izreka tukaj ne bi dokazovali. Omenimo pa naj,
da ga moremo formulirati tudi takole. Ako sta a in y od 0 razli¢éni algebrajski
tevili in @ ni 1, je kvocient (log y): (log a) ali racionalen ali transcendenten.
Ce oznatimo ta kvocient z g, je y = af. Po prvi formulaciji pri algebrajskih a
in y eksponent f ne more biti iracionalen algebrajski, ker bi bil tedaj y tran-
cendenten. Torej iz prve formulacije res sledi druga. Ce izhajamo iz druge
formulacije, pa vidimo, da za algebrajski ¢ in iracionalni algebrajski f ne
more y biti algebrajski. To je pa ravno vsebina prve formulacije.

Dekadi¢ni logaritem $tevila r se z naravnimi logaritmi izraZa na nafin

log,, 7 = (log 7) : (log 10)

in je torej ali racionalno ali transcendentno $tevilo. Omejimo se na pozitivne
racionalne 7! Ce 7 ni celosteviléna potenca od 10, log,, 7 ni racionalen. Deka-
di¢ni logaritmi racionalnih §tevil, ki niso celosteviléne potence osnove 10, so
torej transcendentna $tevila.
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MAGNETOSTRIKCIJA
ZVONIMIR OGORELEC

(Fizicki institut univerziteta, Zagreb)

1. UVOD

Magnetostrikcijom nazivamo u fizici pojavu stezanja ili rastezanja krutih
feromagnetskih tvari pod djelovanjem vanjskog magnetskog polja. Prema
medusobnom odnosu polja i poloZaja uzorka, koji se ispituje, kao i naédina
ispitivanja, razlikujemo brojne pojave, nazvane zajedni¢kim imenom —
magnetomehani¢ki efekti.

Jo$ u prvoj polovini proglog stoljeéa otkriven je Joule-ov efekt ili longi-
tudinalna magnetostrikcija, koja se ogituje u promjeni duzine feromagnetskih
Stapova, kad na njih djeluje magnetsko polje (Joule 1842). U isto vrijeme i po
istom autoru otkrivena je promjena dimenzije i u smjeru presjeka $tapa, kad
se nalazi u magnetskom polju. Taj se efekt naziva transverzalna magneto-
strikcija. Promjene u duZini i presjeku $tapa su po svojoj veli¢ini takove, da
kod magnetskih polja ispod 1000 Oe volumen ispitivanog uzorka ostaje ne-
promjenjen. Kod ja¢ih magnetskih polja ova se simetrija narusava, pa govo-
rimo o tre¢em magnetomehani¢kom efektu — o volumnoj magnetostrikeiji i*i
promjeni volumena feromagnetskih uzoraka u vanjskom magnetskom polju.

Nadalje se spominje Guillemin efekt ili pojava ispravljanja savinutih
ili tordiranih feromagnetskih $tapova u magnetskom polju (Guillemin 1848),
Wiedemann efekt ili uvrtanje slobodnog kraja feromagnetske 3ipke, kad duz
njene velike osi te¢e jaka struja, a istovremeno na nju djeluje magnetsko polje
smera te osi (Wiedemann 1883, Pigeon 1819), i tako zvani AE efekt, koji po-
kazuje da i elastitna svojstva feromagnetskih tvari ovise o stanju njiheve
magnetizacije.

Svi nam magnetomehanicki efekti dakle pokazuju, da izmedu promjena
stanja neke krute materije u mehani¢kom smislu, t. j. stezanja, rastezanja, sa~
vijanja i torzije, i promjena stanja te materije u magnetskom smislu, f. j.
promjena indukcije i magnetizacije, postoji &vrsta uzajamna veza. U tijelu,
podvrgnutom magnetizaciji, pojavit ée se dosledno prirodnom principu naj-
manjeg nasilja* (Henry Le Chatelier 1884) sila, koja ¢e se protiviti promjeni
stanja i koja ¢e na tijelu, ukoliko je ono slobodno, izazvati promjene u dimen-
zijama i obliku. U obrnutom slu¢aju, kad je tijelo podvrgnuto mehanickim
naprezanjima, pokazivat ¢e ono promjene u stanju svoje magnetizacije. Kada
magnetsko polje izaziva mehanitke deformacije, pojave nazivamo direktnim
efektima, a kada mehani¢ka naprezanja mjenjaju magnetizaciju uzorka, pojave
nazivamo inverznim efektima.

2. LONGITUDINALNA MAGNETOSTRIKCIJA

Iako smo u uvodu terminom magnetostrikcija oznaéili tri efekta, ipak se
u obiajnom govoru pod izrazom magnetostrikcija podrazumijeva iskljudivo
Joule-ov ili longitudinalni efekt. Zbog toga &to je taj efekt na$ao najvi$e pri-

* Ta princip je pravzaprav le kvalitativna verzija entropijskega zakona. Op. ur.
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mjena u tehnici i tako postao najznaéajniji, dalja izlaganja bit ¢e posvecena
samo tom efektu.

Veli¢ina i smjer promjene u duZini feromagnetskog Stapa u magnetskom
polju ovisi prvenstveno o materijalu uzorka. Neki feromagnetski materijali pc-
kazuju razstezanje u magnetskom polju, pa govorimo o pozitivnoj magneto-
strikciji, a neki pak stezanje, §to oznadavamo negativnom magnetostrikcijom.
Predznak te promjene u duljini ne ovisi o smjeru magnetskog polja. Ako smo
opazili skraéivanje uzorka kod jednog smjera polja, isto skradivanje opazit
¢emo i kod magnetskog polja suprotnog smjera. Kao mjera za veli¢inu longi-
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Sl 1. Longitudinalna magnetostrikcija nekih feromagnetskih materijala

tudinalne magnetostrikcije uzima se relativna promjena duZine uzorka (4L/L),
koja je funkcija jakosti magnetskog polja. Za neke feromagnetske materijale ta
je funkcijska veza prikazana na sl 1. Izrazito negativnhu magnetostrikciju po-
kazuju disti nikalj i kobalt, dok se velikom pozitivnom magnetostrikcijom istice
legura niklja i Zeljeza. Zanimljive pojave pokazuju Cisto Zeljezo i legura niklja
i kobalta. Zeljezo kod malih jakosti magnetskog polja pokazuje rastezanje, a kod
jadih se polja podinje stezati. Istu pojavu, ali suprotnog predznaka, pokazuje
legura nikalj-kobalt.

Longitudinalna magnetostrikcija, slitno kao i magnetska indukcija, poka-
zuje pojavu histereze. Nanesu li se na apscisu koordinatnog sistema jakosti
magnetskog polja, a na ordinatu pripadna relativna produZenja, onda ¢e kod
jedne ciklitke magnetizacije magnetostrikcija opisati leptirastu krivulju, zvanu
magnetostriktivna histereza. Na sl. 2 ona je prikazana za hladno valjani nikalj.

Potpuno teorijsko objainjenje i kvantitativni proraun magnetostrikcije
zbog svoje opsirnosti izlazi iz okvira ovog prikaza. Spomenut ¢emo samo neke
autore i njihova dostignuca.
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Na temelju starije teorije feromagnetizma (Weiss 1907) magnetostrikciju
kubi¢nih monokristala (Zeljezo, nikalj) proudavali su Becker 1930, Kapitza 1931
i Doéring 1934. Magnetostrikciju heksagonskih kristala (kobalt i legure) pro-
ucavao je Bitter 1937. Polikristalitnim feromagnetskim tvarima i njihovom
magnetostrikcijom bavio se mnogo Vladimirsky 1943, a u novije vrijeme Dyakov
1951 i Lee 1954. Rezultati tih istraZivanja pokazuju, da je veli¢ina magneto-
strikcije opcenito neka kvadratna funkcija magnetskog polja i nakon izvjesnih
jakosti magnetskog polja postiZe zasi¢enje, koje karakterizira veli¢ina lim (4L/L),
nazvana totalna ili zasicena magnetostrikcija. Ta veli¢ina iznosi za nikalj
— 34.107%, za Zeljezo samo — 7.10-8,

~r
3

H
150 100 50 50 100 150 0ersted

Sl. 2. Magnetostriktivna histereza

3. MJERENJE LONGITUDINALNE MAGNETOSTRIKCIJE

Magnetostrikcija se obi¢no mjeri kao funkcija jakosti magnetskog polja.
Zbog njene vanredno male veli¢ine odmah se kod mjerenja mogu pretpostaviti
velike eksperimentalne potefkoce. Jedna je od glavnih toplinsko rastezanje
uzorka, koje po intenzitetu moZe premasiti samu magnetostrikciju. Prvi je dakle
uvjet za toénost mjerenja — konstantna temperatura. I sam uzorak zahtijeva
prije mjerenja izvjesnu obradu. Priprema se sastoji u tome, da se uzorak
oslobodi svih unutarnjih mehani¢kih naprezanja i da se potpuno demagnetizira.
Jedno i drugo postize se zagrijavanjem do priblizno 800°C i polaganim hla-
denjem. Uzorak se moZe demagnetizirati i izmjeni¢nom strujom sve manjih
i manjih jakosti.

Postoji viSe metoda mjerenja magnetostrikcije. Autor ovog prikaza dobio
je u zadatak ostvariti jednu mjernu metodu kao vjezbu u okviru Viseg fizitkog
praktikuma na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu u Zagrebu. Buduéi da
su neki djelovi potrebne aparature veé postojali, izbor je pao na opti¢ku metodu
mjerenja. Slika 3 a prikazuje presjek kroz upotrebljenu aparaturu. Uzorak kome
se mjeri- magnetostrikcija smjesten je u centru mjedenog cilindra, kroz koji
tokom mjerenja te¢e voda konstantne temperature. Na taj rashladni cilindar
namotane su dvije potpuno jednake zavojnice, ¢&iji krajevi su oznateni sa
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P, @, R i S, a spajaju se sa akumulatorskom baterijom preke ampermetra,
promjenljivog otpora i komutatora. Uzorak stoji izmedu dva mjedena valjéica,
od kojih je donji udvrséen u podlogu, a gornji nosi staklenu planparalelnu
plodu. Iznad te plote na posebnim §iljeima stoji plankonveksna le¢a velikog
radiusa zakrivljenosti. Leca i plo¢a osvjetljene su monohromatskom svjetlo§éu
pomocéu natrijeve lampe i staklene ploce, smjeStene pod 45° prema smjeru

a ) b

Sl. 3. Uredaj za mjerenje magnetostrikcije

b. Na desni strani fotografije se vidi natrijeva lampa sa pripadnim transformatorom (lijevo).
Ispred nje nalaze se zavojnica, le¢a i mikroskop sa stalkom.

dolazece svjetlosti. U sistemu plankonveksna leéa planparalelna plo¢a nastati
ée Newtonovi kolobari, koji se promatraju mikroskopom malog povecéanja.
U sluc¢aju bilo kakve promjene u duZzini uzorka, do¢i ¢e do smanjivanja ili
povecavanja razmaka izmedu leée i plode, a time i do pomicanja ¢itavog sistema
Newtonovih kolobara. Ako se uzorak ukapcanjem struje u zavoejnici, t. j. stva-
ranjem magnetskog polja skraéuje, razmak izmedu leée i plofe se poveéava,
pa ¢ée se i kolobari skupljati. Kod produzavanja uzorka, Newtonovi kolobari
se Sire. Izmedu promjene u duZini uzorka i pomaka kolobara postoji izvjesna
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veza i mjerenjem pomaka jednog kolobara moZemo izracdunati veli¢éinu magneto-
strikcije.

Prije samog mjerenja kroz uredaj se propusta vodovodna voda priblizno
15 minuta. Nakon tog vremena pretpostavljamo da se uzorak nalazi na kon-
stantnoj temperaturi, $to moZemo kontrolirati promatrajuéi kolobare. Da se
osiguramo i od promjene temperature uslijed zagrijavanja zavojnice, kontrolu
vr§imo i onda, dok zavojnicom tefe struja. U tu svrhu komutatorom spoiimo
obe zavojnice u opoziciju. Smjerovi magnetskih polja pojedinih .zavojnica su
tada suprotni, pa se ukupno polje duz osi uzorka ponistava. Magnetostrikcije
u tom sluéaju nema i svako pomicanje kolobara biti ¢e znak toplinske neuravno-
teZenosti. Ako nema nikakvog pomicanja kolobara, nema ni toplinskog rasteza-
nja uzorka. Mjerenje magnetostrikcije moze dakle poc¢eti. Komutatorom K obe se
zavojnice spoje u seriju. Njihova polja duZ osi uzorka se zbrajaju i pomak
kolobara oznacava tada c¢istu magnetostrikciju. Promjenljivim otpornikom
moZemo regulirati struju u zavojnici, a time i jakost polja, §to omoguéuje mje- .
renje magnetostrikcije u ovisnosti o magnetskom polju.

Dugujem zahvalnost prof. dr. M. Pai¢u i dr. M. Vari¢aku za njihovo kon-
tinuirano interesovanje za moj rad i za njihovu dragocjenu pomo¢ i sugestije.
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»Kadar poucujemo otroka, si moramo prizadevati, da polagoma zdruZimo
tisto, kar zna, s tistim, kar zmore. Med wvsemi znanostmi je — se zdi —
matematika edina, ki more temu koncénemu smotru najbolje zadostiti.«

* IMMANUEL KANT

»Slisal sem, da me obtoZujejo, ¢e§ da sem nasprotnik, sploh sovraZnik
matematike, vendar pa jo nihée me more bolj ceniti od mene, ker izvrsuje
prav to, kar meni nikakor ni bilo dano dosei.« J. W. GOETHE

*

Ako naj na splo$no izjavim kaj o pedagogiki, je prav, ée zaénem z na-
slednjim razmisljanjem: pedagoski problem lahko formuliramo matemati¢no,
¢e wvpeljemo za individualne kvalitete ucitelja in n njegovih uéencev prav
toliko neznank in nato terjamo, da bodi funkcija z (1 + n) spremenljivkami

F (2, 24, . . . Xn)

pri danih stranskih pogojih maksimum. Ko bi bilo moéi lepega dne ta problem
neposredno matemati¢no obdelati v skladu z dotlej doseZenim napredkom
psihologije, bi bila odslej (prakti¢na) pedagogika znanost, — dokler pa se
to ne posreci, nam velja za umetnost. FELIX KLEIN
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NOVICE

O 13. HILBERTOVEM PROBLEMU

Zadnja leta se je vrsta ruskih matematikov ukvarjala z relevanjem
13. Hilbertovega problema. Kako se glasi ta problem? Ce hotemo odgovoriti na
to vprasanje, moramo najprej -uvesti pojem superpozicije funkecij.

Vzemimo funkciji dveh spremenljivk u (x,y) in o (x,y)! Oglejmo si Se
novo funkcijo dveh spremenljivk w (u, v)! Namensto argumentov u in v vsta-
vimo vanjo oni dve funkciji. Tako dobimo funkcijo w [u (x,¥), v (¥, 2)], ki je
odvisna od treh spremenljivk x, ¥y in z. To funkcijo smo dobili z enkratno
superpozicijo; sestavljena je iz treh funkcij dveh spremenljivk. Vse njene last-
nosti so dolodene ¥e s tremi funkcijami dveh spremenljivk u (x,y), v (¥, 2)
in w (u,v).

V zvezi s tem je nastalo vpra$anje, ali eksistira funkcija treh spremenljivk.
Drugade povedano, ali eksistirajo funkcije treh spremenljivk, ki se ne dajo
izraziti s superpozicijami funkcij dveh spremenljivk. Ce smejo biti funkcije
u (x, ), v (¥, 2) in w (u, v) nezvezne, je odgovor negativen: Vsaka funkcija treh
spremenljivk f (x,v,2) se da zapisati v obliki f(x,y,2) = w {u(x,9),v ¥, 2)].
Ostane nam torej vpra$anje, ali lahko izrazimo vse zvezne funkcije treh spre-
menljivk tudi s superpozicijami zveznih funkcij dveh spremenljivk. Preproste
funkcije treh spremenljivk prav lahko izrazimo s superpozicijami zveznih funk-
cij dveh spremenljivk. N. pr. funkcijo F = xy + yz izrazimo takole: F =
= w [u (x, y), v (¥, 2)], kjer je w = u + v, u = xy in v = yz. Da lahko izrazimo
bolj komplicirane funkcije treh spremenljivk s funkcijami dveh spremenljivk,
ni ve¢ zadosti enkratna superpozicija, ampak moramo uporabiti veckraine
superpozicije.

Vse racionalne funkcije ve¢ spremenljivk lahko dobimo z veclkratnimi
superpozicijami funkcij dveh spremenljivk. Kajti taka funkcija nastane s se-
Stevanjem, mnoZenjem in deljenjem. Te osnovne operacije pa so funkcije dveh
spremenljivk: u = x + y,v = xy in w = x/y. Vse elementarne funkcije se dado
izraziti s superpozicijami racionalnih funkecij in 3e z nekaterimi posebnimi funk-
cijami ene spremenljivke, kot = n\/—:;, e*, log x, cos x, . . .itd.

Koreni algebrai¢nih enaéb 1., 2., 3. in 4. stopnje se izraZajo z elementarnimi
funkcijami koeficientov. Ena¢be 5. in vi§jih stopenj pa niso resljive v sploSnem
samo s koreni. Vendar se dado enadbe 5. in 6. stopnje transformirati v tako
obliko, kjer so koeficienti odvisni le od dveh parametrov. Tako transformacijo
dolo¢imo samo s korenjenjem. Ni se pa posredilo izraziti korenov enacbe
7. stopnje s superpozicijami primernih funkcij. Splo$no enacbo 7. stopnje

27+ a, 8+ a, b ta,xt a3 e ta,x+a; =0
lahko prevedemo v enacbo
7 +axd+bx2+cxr+1=0

kjer so koeficienti a, b, ¢ algebrai¢ne funkcije koeficientov a,a,...a; prejinje
enadbe in se izraZajo v obliki superpozicij funkecij dveh spremenljivk.
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Med 23 Hilbertovimi problemi se zdaj trinajsti glasi: Ali lahko izrazimo
korene enacbe
"+ axd+bx2+cx+1=0

§ superpozicijami zveznih funkecij dveh spremenljivk?

Hilbert je domneval, da to ni mogode. Problem je zanimiv predvsem zato,
ker je del sploSnejSega vpraSanja, namred vprasanja, ali se vse funkcije treh
spremenljivk izrazajo s superpozicijami funkecij dveh spremenljivk. Prve re-
zultate pri reSevanju tega problema so dobili pri pogojih, da imajo superpozicije
kaksno posebno lastnost. Ce zahtevamo samo enkratno superpozicijo, je odgovor
na zgornje vpraSanje negativen. A. G. Vituskin je sestavil tak polinom, ki se
ne da sestaviti z enkratno superpozicijo zveznih funkecij dveh spremenljivk.
Vendar je 1. 1956. A. N. Kolmogorov dokazal, da se vsaka zvezna funkcija, ki je
definirana na n-dimenzijski kocki (n = 4), izraZa s superpozicijami zveznih funk-
cij treh spremenljivk. Poljubno funkcijo n spremenljivk lahko izrazimo kot
vsoto n funkcij. Vsak sumand je superpozicija neke funkcije treh spremenljivk
in dveh funkcij n — 1 spremeljivk:

flry,a,. . . on) =2 f7 [ (21, ... Too1), V7 (X1, . . . Ti1), Tn] (1)

kjer sumiramo na r od 1 do n.

Pred nedavnim so dokazali, da se prejinji rezultati dado %e izboljsati.
Tako se v posebnem primeru vsaka funkcija treh spremenljivk izraZa z vsoto
devetih funkcij in vsaka od teh je le enkratna superpozicija funkcij dveh
spremenljivk:

f@,y,2) = 2[p" W (x,y),2) +y" (7 (x,9),2) + 1" (W (x,9),2)], r=1,2,3" (2

To je pa Ze odgovor na Hilbertovo vprasanje. Vidimo torej, da ni funkcije treh
spremenljivk, ki se ne bi dala izraziti s superpozicijami funkcij dveh spremen-
ljiv. Vse lastnosti funkecij treh spremenljivk se izraZajo s funkcijami dveh
spremenljivk, to je z devetimi funkcijami u’,»”,w” in devetimi funkcijami
(pr’ U’T, %T (T == 1’ 2’ 3)'

' Zdaj se lahko vpraSamo, ali eksistirajo funkcije dveh spremenljivk. Super-
pozicija poljubnega $tevila funkcij ene spremenljivke da vedno le funkcijo ene
spremenljivke. Ce privzamemo $e kako »standardno« funkcijo dveh spremen-
ljivk, po navadi funkcijo g = x + y, potem dajo superpozicije te funkcije g
in funkcije ene spremenljivke Ze funkcije poljubnega $tevila spremenljivk. Na-
stane pa vpraSanje, ali lahko vse zvezne funkcije dveh spremenljivk izrazimo
s takimi superpozicijami.

Ko je Kolmogorov poskusal poenostaviti metode, s katerimi je dobil izraza
(1) in (2), se mu je posretilo na razmeroma preprost nadin pokazati tole:

- Vsaka zvezna funkcija f (x;, x,, ... 2,), definirana na kocki enote n-dimen-

zionalnega prostora E,, se da izraziti v obliki:

F=3h[BuP )] (@=12...2n+1;p=12...n) 3

kjer so funkcije h, (u) zvezne, a funkcije uqP (x,) $e standardne, to se pravi ne-
odvisne od izbire funkcije f.
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V posebnem primeru se da funkcija treh spremenljivk izraziti v obliki:

EFq[gq(xay)az], q:1»23°-~7

kjer predstavlja Fgq = hg [t + wq (2)], 9¢ = Uq (x) + vg (¥).

Ta izraz je boljsi, ker je prvi¢ funkcija treh spremenljivk izraZena Ze s
sedmimi enkratnimi superpozicijami funkecij dveh spremenljivk in ker so drugic
te funkcije dveh spremenljivk posebno preproste: funkcije g, in w, so celo
standardne. Funkcija dveh spremenljivk se po (3) lahko izrazi takole:

f=2hgluq(x) + vg W1,

Dokaz, da res lahko na ta nacin izrazimo funkcijo dveh spremenljivk, ni teZak,

Il

f=2hgug (x) + g (y) + wq (3)]

g=1,2,...5

vendar je nekoliko zapleten.

Tu se odpira 3e vrsta vpraSanj: ali se ne da morda izraz (3) $e izboljsati,
ali se ne da funkcija h $e na kak drug nacin izbrati, ali so kaksne metode, da
bi odvedljive funkcije izrazili s superpozicijami odvedljivih funkecij itd. Na nekaj
teh vpraganj je negativno odgovoril A. G. Vituskin.
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Gabrijel Tomsié

ZANIMIVOSTI PO SVETU

Cena naravnega urana. Mednarodna
agencija za atomsko energijo je zbrala iz
raznih deZel ponudbe za dobavo narav-
nega urana. Za dobavo 3 tiso¢ kilogramov
naravnega urana Japonski je na podlagi
ponudb dologila ceno 35 dolarjev za ki-
logram.

Ameriska reaktorska produkcija v le-
tu 1958. Po porotilu Atomske industrijske
zbornice so ZDA leta 1958 zgradile doma
in po svetu 37 reaktorjev in so zacele
‘gradnjo 45 novih.

. Sredstva za znanost v Angliji v pri-
hodnjih 5 letih. Angleski Svet za znan-
stvene in industrijske raziskave be dal
na razpolago za raziskovalno delo v na-
slednjih 5 letih priblizno 61 milijonov
funtov. Za primerjavo je vredno omeniti,
da je imel Svet v preteklih 5 letih 36 mi-
lijonov funtov sredstev.

Siemens si gradi svoj reaktor. Tvrdka
Siemens-Schuckert se je zatela baviti z
razvojem jedrskih reaktorjev in si gradi
za raziskave majhen lastni reaktor s to-
plotno moéjo okrog 100 wattov. Kon-
strukcija reaktorja je podobna ameriSke-
mu reaktorju vrste Argonavt (obogateni
uran in lahka voda), ki je bil na ogled
v obratu lani na Zenevski atomski raz-

stavi. Reaktor bo postavljen v Miinchenu-
Garchingu poleg 1000 kW reaktorja fizi-
kalnega instituta tehniSke visoke Sole.
Siemens bo zgradil ta reaktor v celoti iz
domatega materiala nekako do srede le-
ta 1959.

Produkeija urana v Kanadi. Po objav-
ljenih uradnih podatkih je leta 1958 pri-
delala najved¢ urana Kanada, in sicer
13537 ton. Na drugem mestu so ZDA z
12560 tonami, na tretjem pa Juzna Afri-
ka s 6200 tonami. Sovjetska zveza doslej
ge ni objavila podatkov.

Protonski sinhrotroni za energije nad
1 GeV. Za reSevanje osnovnih problemov
jedrske fizike so sedaj potrebni Ze curki
delcev z energijami v obmodju GeV
(= gigaelektronvolt = 10° €V). Zato Ste-
vilo pospesevalnikov za to obmoéje kljub
velikim cenam razmeroma hitro raste.
Sedaj dela Ze 6 protonskih sinhrotronov
za energije nad 1GeV in sicer: v Bir-
minghamu (Anglija) za 1GeV, v Delftu
(Nizozemska) za 1GeV, v Uptonu (ZDA)
sbevatron« za 3 GeV, v Aif-sur-Yvette v
laboratoriju francoske Atomske komisije
za 3 GeV, v Berkeley (ZDA) »kozmotron«
za 6,2GeV in v Dubni pri Moskvi za
10 GeV. V gradnji pa je $e 11 proton-
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skih sinhrotronov za to obmoéje. Naj-
vecji se gradijo v laboratoriju CERN v
Genevi za 25 GeV, v drzavnem laborato-
riju v Brookhavenu za 30 GeV, v Lenin-
gradu za 50 GeV. Dokonc¢ani bodo do le-
ta 1961. Predvideni stroSki znasajo po-
vpreéno po milijon dolarjev na GeV.

Koliko reaktorjev je na svetu. Ob
koncu leta 1958 je bilo po objavijenih po-
datkih na svetu 176 reaktorjev. Tu so
viteti vsi reaktorji, tako raziskovalni ka-
kor tudi reaktorji za produkcijo energije
in produkcijo plutonija. V gradnji pa je
bilo ob istem Casu na svetu 242 reaktor-
jev. .

Tretji center za jedrske raziskave v
Franciji. Xonec januarja je bil odprt v
Grenoblu nov center za jedrske raziska-
ve. Center je ustanovila francoska atom-
ska komisija, ki je zadnje #ase zadela
decentralizirati raziskovalne moZnosti.
Center tesno sodeluje z grenobelsko uni-
verzo in ima za svojega direktorja pro-
fesorja Louisa Neela. Zgrajen je bil v
dveh letih in ima med drugim 1200 kW
raziskovalni bazenski reaktor, imenovan
Melusine (uran, obogaten na 20 %). Poleg
tega ima generator hitrih nevtronov in
4 elektrostatitne pospeSevalnike za nape-
tosti do 1,4 MV (dva za ione, dva za elek-
trone). PospeSevalniki imajo to poseb-
nost, da dajo zelo velike tokove in sicer
4mA pri 1,4 MV. Center ima sedaj 300
raziskovalcev in tehnikow.

BudZet CERN za leto 1959. Svet CERN
je odobril prispevke, ki jih bo plaéalo
12 drZav c¢lanic v leto$nji budZet, ki zna-
Sa 13 milijonov dolarjev. (Tudi nasa drza-
va je Clanica CERN.) Center ima sedaj
protonski sinhrociklotron za 600 MeV, ki
je zagel delati avgusta 1956, in gradi pro-
tonski sinhrotron za 25 GeV, ki bo do-
konéan prihodnje leto.

Produkcija U2 v Franciji. V Franciji
so ustanovili druzbo USSI (Société pour
la Construction d'une Usine de Sépara-
tion Isotopique). Sestavljena je iz drzav-
nih in privatnih druZb in bo v bliZini
reaktorskega sredi§¢a Marcoule zgradila
tovarno za pridobivanje U2% Tovarna
naj bi na osnovi plinske difuzije prede-
lallya letno 350 ton urana do obogatitve
3 %.

Petletni plan stroskov CNRN (Comi-
tato Nazionale Ricerche Nucleare) sestav-
lja 50 milijard lir: za dograditev 3,5 mi-
lijard, za osnovne raziskave 12,5, uporab-
‘ne raziskave 18,5, radiobiologijo 3,0, su-
rovine 4,5, obratovalne stroske CNRN
5,0, za mednarodne organizacije pa 3,0.

Reaktor v Siamu. Siamska vlada je
kupila od druZbe Curtiss Wright Corpo-
ration (USA) 1 MW bazenski reaktor za
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namene univerze v Bankoku. Za posta-
vitev reaktorja in usposobljenje osebja
so predvideli dve leti.

Investicije ameriSke atomske komisije.
AmeriSka atomska komisija (USAEC) je
dosedaj vloZila v svoje obrate 7,1 milijard
dolarjev, od tega za plinsko difuzijo 2,3,
za produkcijske reaktorje 1,6, za izdelavo
in skladiséenje orozja 0,8, 1,0 milijard do-
larjev pa za eksperimentalne in razisko-
valne reaktorje. Obratovalni stroski so
znaSali 1,4 milijard dolarjev.

Prvi privatni reaktfor. General Elec-
trics Co. (USA) je v Kaliforniji dogradil
raziskovalni reaktor GETR 2z mocdjo
30 MW, ki bo sluzil za raziskavo mate-
rialov in gorilnih elementov. To je prvi
veliki raziskovalni reaktor, ki ga je sa-
mostojno finansirala privatna druZba;
stal je 4 milijone dolarjev.

Letni proracun ameriSke atomske ko-
misije za 1.1959 znaSa 2443 milijone do-
larjev: 697 milij. za surovine, 561 milijo-
nov' za posebne jedrske materiale, 542
milijonov za orozje, 372 milij. za razvoj
reaktorjev, 129 milijonov za fizikalne raz-
iskave, 43 milijonov za biologijo in me-
dicino, 15 milijonov za vzgojo kadrov in
tisk, 3 milijone za uporabo izotopov,
49 milijonov za vodstvo programa in ad-
ministracijo, 7 milijonov za varnost ter
25 milijonov dolarjev za ostalo.

372 milijonov dolarjev za recaktorje
je razdeljeno takole: 4,5 za pogon ladij,
8 za vojaSke energijske reaktorje, 90,9
za podmornice, 68,5 za letalski pogon,
22,8 za pogon raket, 7 za energijske izvore
satelitov ter 88,6 milijonov dolarjev za
civilne energijske reaktorje.

»Atomska« baterija. Druzba Martin Co.
je v okviru atomske komisije (USA) iz~
delala projekt za uporabo radicaktivno-
sti Sr. 100 W baterija naj bi delala pol-
nih 10 let brez obnavljanja, pri &emer
bo rabila ve¢ kot 200 -kC Sr*. Radunajo,
da bo do 1.1975 na razpolago dovolj ra-
dioaktivnih odpadkov (Sr?), da hodo lah-
ko zgradili baterijo (generator) za 50 MW
termitne, oziroma 2,5 MW elektri¢ne
moci.

Jedrski inStitut v JuZni Koreji. V bli-
zini Seula so zgradili ingtitut z letnim
prorat¢unom 1,36 milijonov dolarjev. Lan-
skega novembra so kupili 100 kW reaktor
TRIGA. Skupina strokovnjakov druZbe
General Dynamics pomaga pri ureditvi
instituta.

D0 v Egiptu. Nemska druzba Kima
Chemical‘& Fertilizer Co. bo skupaj z
egiptovsko atomsko komisijo postavila to-
varno za produkcijo tezke vode. Tovarna
bo zgrajena 1. 1960 in bo dajala 20 ton
D20 na leto.



DOMACE VESTI

DIPLOMSKA DELA NA ODDELKU ZA TEHNISKO FIZIKO V LJUBLJANI

Na Oddelku za tehnigko fiziko, ki je bil odprt jeseni 1. 1950, je do danes
diplomiralo %¢ 30 inZenirjev fizike. Tako kot na drugih oddelkih tehniskih
fakultet je tudi tu obvezno diplomsko delo. Pri tem delu, ki je po navadi
eksperimentalno, mora kandidat pregledati literaturo, pripraviti merilno apara-
turo, opraviti meritev in prikazati ter tolmadciti rezultate. Ker bodo bralci
morda hoteli kaj veé¢ vedeti o vsebini teh del, objavljamo v naslednjem njihev
seznam. Vedina je bila opravljena na Institutu JoZefa Stefana, ki je v Ljubljani
skoraj edini dovolj opremljen za taka dela.

Ime diplomanta

1. Milan Osredkar

. Marko Vakselj

. Vekoslav Ramsak

4. Bruno Ravnikar

5. Ivan Zupancic

6. Savo Poberaj
7. Bogdan Povh
8. Zdravko Gabrovsek

10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.

18.

. Rudolf Kladnik

Nikolaj Bezié
Leopold Debevec

Pero Horvat
Janez Strnad

Zdenko Milave

‘Uro$ Miklavzi¢

Alojz Kline
Franc Herman

Robert Blinc

Tema

Stevec na osnovi efekta Cerenkova

Umeritev energijske skale betatrona in kontrola
stabilnosti energije

Penningov ionski izvor za 140 kV nevtronski ge-

nerator

Monokromator z upognjenim kristalom

Jedrska magnetna resonanca na vodiku in merjenje
- relaksacijskih ¢asov
Sedimentacija v nehomogenem elektri¢nem polju

Reakcija O (d, n) F18
Raziskava tehniénih pogojev pri raziskovanju kri-
stalov z elektronsko interferenco

Dvogrupni preradun homogenih reaktorskih siste-
mov ’

Analiza magnetnih spektrometrov za tezke delce

Termi¢ni ionski izvor za Nierov masni spektro-
meter

Priprava in analiza merilnih metod za uporabo ra-
dioaktivnega joda pri diagnostiki Scitnice

Dvogrupna aproksimacija pri difuziji nevtronov
v reflektorju

Meritev reakcije 3P (y, n) 3P

Meritev spektra Zarkov gama betatrona s compton-
skim spektrometrom

Merjenje nekaterih radioaktivnih primesi v ozracju

Albedo in prepustnost nehomogenih enogrupnih
nevtronskih tokov v reflektorju

Infrarded spektri in oblika potencialne funkcije vo-
dikove vezi KH,PO, in KD,PO, v neferoelektric-
ni in feroelektriéni fazi :
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Ime diplomanta Tema

19. JoZe Pahor Merjenje debelin z radioaktivnimi izotopi

20. Sergej Pahor Preto¢ni proporcionalni $tevec za trdne izvore in
proporcionalni Stevec za plinske izvore

21. Stanislav Zazula Konstrukcija mikrofotomera za fotometriranje
Debye-Scherrerjevih diagramov

22. Porde Bugarinovié Opti¢ne lastnosti comptonskega spektrometra

23. PrimoZ Ceve Elektronsko stabiliziran svetlobni izvor

24. Franc Cvelbar Predelava nevtronskega generatorja in umeritev

pridelka nevtronov

25. Vukasin Radovanovi¢é Merjenje Zivljenjske dobe elektronov in vrzeli na
kristalu Ge

26. Bozidar Jordan Vrelni reaktor EBWR

27. Silvester Sterbal Meritev pragov reakcij %*Cu (y, n) 2Cu, O (v, n) 150
in 160 (y, 2 n) 140

28. Gvido Pregl Meritev totalnega preseka za fotonuklearno absorp-
cijo pri Al%7 :

29. Gabrijel Kernel Jedrska absorpcija Zarkov gama. (Meritev pri sili-

ciju. Ocena napak zaradi sipanja v absorberju
in kolimatorju)

30. JoZe Dolnidar Umeritev elektrostati¢nega pospesevalnika

TEKMOVANJE MLADIH MATEMATIKOV

V letosnjem Solskem letu je Drustvo matematikov in fizikov LRS priredilo
v republiSkem merilu tekmovanje mladih matematikov. Poslali smo dopis vsem
Solam v Sloveniji, ki so se tudi odzvale in prijavile razli¢no $tevilo udelezencev.
Odziv je bil najve¢ji v Ljubljani (121); to je tudi razumljivo, ker je tu najved
razli¢nih srednjih S0l in udelezba ni bila v zvezi s strogki. Iz ostalih krajev so
se prijavili: Ravne (14), Maribor (11), Kranj (7), Murska Sobota (6), Koper (4),
Trbovlje (4), Novo mesto (4), Ptuj (4), Sti¢na (3), Jesenice (3), Kocevije (2),
Idrija (2), Kamnik (1), Tolmin (1) in Celje (1).

Enemu udeleZencu iz vsake $ole je povrnil strogke Svet za Solstvo LRS,
ostalim pa okraji ali Sola.

V nedeljo, 5. aprila so prijavljenci zasedli svoja mesta po razredih. Manj-
kalo je le nekaj ljubljanskih srednjeSolcev, ker so bili zaposleni drugje. Vse
tekmovalce smo porazdelili v §tiri skupine, in sicer po razredih, kjer so prejeli
naslednje naloge:

Za 1. razred.:

1. Dolo¢i koeficienta a in b tako, da bo polinom ax® + bx + 4 deljiv z
izrazom (x — 1)2!

2. Avtomobilist, ki se je po eni uri voZnje zamudil 40 minut s popravilom
avtomobila in nadaljeval pot le e s tridetrtinsko prejSnjo hitrostjo, je prispel
v namembni kraj z dvourno zamudo. Ce pa bi se avto pokvaril 80 km dalje od
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odhodne postaje, bi prispel na cilj pod istimi pogoji zzamudo 1 ure in 40 minut.
Kolika je bila hitrost avtomobila in kako dolga je bila pot?

3. Konstruiraj enakokraki trapez, ¢e je kot med diagonalo in krakom 120°,
osnovnica @ = T cm, kraji$éi osnovnice ¢ pa sta od sredii¢a osnovnice a odda-
ljeni po 2,5 cm!

4. Iz lesene krogle s polmerom R izreZe§ enakostraniéni valj (in sicer
najveéjega mogocega). Koliko odstotkov lesa gre v izgubo?

Za II. razred.

1. Kako se glasi kvadratna enacba, ki ima za korena kvadrat vsote in
kvadrat razlike korenov enacbe

222+ 2m+n)x+m:+nt=0
9. Stevilo ¢ ustreza enatbi ¢ + ¢ + 1 = 0. Izradunaj y iz enache

y—i xr—1i

&
y+i 48 5P

i je tu imaginarna enota, x pa neka konstanta.

3. Pokon¢na tristraniéna prizma ima stranske ploskve S, = 65 cm?, S, =
=170 cm? in S, = 75 cm?, osnovna ploskev pa meri O = 84 cm® Nad krogom,
ki je vértan osnovni ploskvi, se dviga poSeven valj, katerega stranica meri 15 cm.
Izradunaj naklonski kot valjeve stranice, ¢e je njegova viSina enaka visini
prizme.

4. Trikotniku z osnovnico a in viSino » véttamo pravckotnik tako, da leZi
ena njegova stranica na osnovnici trikotnika. Izracunaj stranice tega pravo-
kotnika, ¢e zna$a njegova ploidina p %o plod¢ine trikotnika. Koliko % ploséine
trikotnika more najveé¢ pokriti vértani pravokotnik?

Za III. razred.

1. Za katere vrednosti konstante a je sistem neenacb

2 - =
_3< 4% +ax_2 <9
22— x+1

izpolnjen pri vseh realnih vrednostih spremenljivke x?

2. V pravilni &etverostrani¢ni piramidi je kot med sosednjima stranskima
ploskvama enak 120°. Ugotovi, ali leZi srediie tej piramidi oértane krogle v
notranjosti ali zunaj piramide! Izra¢unaj naklonski kot stranskega roba proti

" osnovni ploskvi!

3. Ce v enadbi
2 +axttax+1=0

koeficienta a podvojimo, se vsota kvadratov vseh treh korenov povefa za 1.
Dolo¢i koeficient-a in napravi preizkus!

4. Kolika sta ostra kota v pravokotnem trikotniku, v kateremje vsota
katet Stirikrat- vedja kakor viSina na hipotenuzo?
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Za IV. razred.

1. Razlika med predzadnjim in prvim &lenom aritmeti¢nega zaporedja je 24.
Vsota vseh clenov je 102, diferenca zaporedja pa je trikratni prvi ¢len. Katero
je to zaporedje?

2. Nac¢rtaj na osnovi diagrama kvadratne funkcije f (x) = ax®+ bx + ¢
diagram funkcije

1

ax®*+ bx + ¢

za primere, da je >0 in diskriminanta D >0, nato tudi.D = 0 in D << 0!
Izvajanja utemelji! Kako se spremene rezultati, ¢e je @ << 0? (Za nadrtovanje si
lahko sam izbere§ ustrezne posebne vrednosti za koeficiente a, b, c).

3. Osnovna ploskev poSevne tristrane prizme z znanim stranskim robom s
je trikotnik z znano stranico b in z znanim polmerom r oértanega kroga. Robovi,
ki se stikajo v ogli¢u A osnovne ploskve, tvorijo enakostrani trirob z znanim
kotom ¢ med dvema roboma. Izra¢unaj prostornino prizme!

4. Katerim pogojem morajo ustrezati koeficienti enacbe kroZnice

2+ y*+ Ax+By+C=0

da bo kroZnica presekala abscisno in ordinatno os? Kdaj je koordinatno izhodi-
SCe zunaj in kdaj v notranjosti kroga? Zamisli si premiéje s sredi¢em v koordi-
natnem izhodi$éu! Izra¢unaj produkt odsekov, ki ju napravi kro¥nica na vsaki
premici premicja, ki jo preseka. Kolik je ta produkt? Kateri izrek si s tem
dokazal? )

Od 95 oddanih nalog je komisija pod vodstvom univ. prof. dr. Vidava
podelila naslednje nagrade:

eno prvo nagrado Janezu Lesjaku iz III. razreda gimnazije v Kodeviju, ki
je prejel kvalitetno zbirko Sestil in dve knjigi; $tiri druge nagrade: Borutu
Gogali iz III razreda I gimn. v Ljubljani, Karlu Vukovi¢u iz II. razreda gimn.
v Trbovljah, Mladenu Grosu iz IV. razreda IV. gimn. v Ljubljani in Janezu Kra-
merju iz IV. razreda gimn. v Novem mestu, ki so dobili garnituro »Pelikan«
ali uro ali zbirko Sestil in Adlesievo knjigo »Svet svetlobe in barv«; pet tretjih
nagrad: Valentinu Kalanu iz II. razreda gimn. v. Kranju, JoZetu Vrabcu iz
IV. razreda IV. gimn. v Ljubljani, Ranku Todorovi¢u iz II. razreda gimnazije
v Kranju, PrimoZzu Bradagu iz II. razreda I. gimn. v Ljubljani in Egonu Za-
krajsku iz III. razreda gimnazije na Jesenicah, ki so prejeli nalivna peresa ali
radunala in eno knjigo. 15 udeleZencev je dobilo knjifne nagrade: Mitja Kovadié,
Anton Vracko, JoZe Stupica, Vera Petrisideva, JoZe Bevk, Andrej Cada?, Ivan
Santl, Andrej Kmet in Sveto Poli¢, vsi iz Ljubljane; Marjan Boravsek in Anton
Zorec, oba iz Ptuja; Edvard Ko3njek in Ignac Ahadié, oba iz Kranja; Anton
Primozi¢ iz Idrije; Stefan Vudéak iz Murske Sobote.

Najmanj nagrajencev — samo dve knjiZni nagradi — je bilo v I. razredu.
Naloge prvoSolcev niso bile sorazmerno ni¢ teZje od ostalih. Morda niso Je
navajeni samostojno misliti? Ali je naSa Sola postala manj zahtevna? Kje je
vzrok?

Med nagrajenci smo sredali veliko $tevilo tistih, katerih imena smo %e
veckrat videli med resevalci nalog v Matemati¢ko-fizitkem listu. Vidi se, da so
ti bolj izveZbani in da se tudi v svojem prostem ¢asu bavijo z matematiko.

174



Dobro bi bilo, da bi v prihodnjem $olskem letu ponovno organizirali tako
tekmovanje. Prav gotovo bomo na ta naéin vzbudili zanimanje do eksaktnih ved
in dijakom vcepili veselje in ljubezen do matematike. Morda bi najprej izvedli
izbirno tekmovanje po posameznih krajih in Zele nato konéno tekmovanje v
Ljubljani. Ali bi bilo smotrno tako tekmovanje tudi v zveznem merilu? Za
izvedbo krozkov in tekmovanja, ki ga je organiziralo druitvo v letoSnjem 3ol-
skem letu, se moramo zahvaliti za vsestransko pomo¢, ki so nam jo nudili
Naravoslovna fakulteta v Ljubljani, Svet za kulturo, prosveto in znanost LRS,

Svet za golstvo LRS in Tajni$tvo za 3olstvo OLO Ljubljana.
Stanko Ursic¢

FIZIKALNI TECAJ ZA SREDNJESOLCE

Ko smo na zadnjem obénem zboru Drustva matematikov in fizikov LRS
v oktobru razpravljali o tem, ali naj organiziramo matemati¢nim krozkom
podobne krozke tudi za fiziko, so mnogi smatrali, da tega pri nas sploh ne
bo mogote izvesti. Glede udelezbe si sicer nismo belili glave, mislili pa smo, da
bo zelo tezko najti predavatelje, ki bi se hoteli lotiti te metodi¢no dokaj tezavne
naloge.

Posebni odbor, ki je imel nalogo sestaviti program za tecaj, je bil mnenja,
naj se srednjeSolcem posreduje to, za kar so iz objektivnih razlogov na lastnih
zavodih prikraj$ani, to je serije poskusov iz posameznih peglavij fizike z naj-
nujnejdo razlago. Predavanja je bilo treba prirediti tako, da bi bila razumljiva
in obenem zanimiva za dijake vseh razredov gimnazij in njim sorodnih $ol.
Osnovno znanje, s katerim je smel predavatelj racunati, je bila osnovncSolska
fizika. To so bile vsekakor hude zahteve, ki so terjale precejénje priprave, razen
tega pa tudi ni bilo nobenih izku3enj.

Tetaj je pricel z delom konec februarja. Led je prebil dr. A. Moljk z dvema
predavanjema o radioaktivnosti in poZel pri priblizno 300 udeleZzencih obilo
priznanj za razlago vzorno pripravljenih poskusov iz radioaktivnosti in demon-
stracijo meritev v jedrski fiziki.

Naslednji predavatelj, prof. F. Ahlin, je z obilico lepih poskusov razloZil
nihanje, valovanje in akustiko.

Dr. I. Kusder je v svojih predavanjih s temo Svetloba je valovanje s po-
skusi razlozil interferenco, uklon in polarizacijo svetlobe, zaradi nazornosti je
vklju¢il v svoja predavanja tudi druga valovna obmodja, pokazal pa je tudi
nekaj takih preprostih poskusov, ki so jih naredili udeleZenci sami z minimal-
nimi sredstvi, ki so jih prinesli s seboj.

Tomislav Skubic je po uvodnih poskusih iz elektriénega in magnetnega
polja na originalen nacdin kvantitativno pojasnil indukcijski zakon.

Celoten uspeh te¢aja je razveseljiv. Stevilo udelezencev se je po prvih
predavanjih sicer nekoliko zmanj3alo, povpre¢no pa jih je bilo Se vedno ckrog
200 na vsakem predavanju. Pri osmih predavanjih so videli preko 150 izbranih
poskusov z ustrezno razlago. Po koncanem tecaju je bilo splo$no mnenje, da je
treba v prihodnjem $olskem letu s tem delom nadaljevati.

Najvetje zasluge za uspesno izvedbo tefaja ima pa vsekakor vodstvo fizi-
kalnega in&tituta univerze, ki je dalo na razpolago vse potrebne instrumente

in prostore.
Franc Plevnik
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JULIJ NARDIN

Dne 17. marca letos smo se na Zalah za vedno
. poslovili od naSega uditelja, fizika, profesorja Julija
Nardina.

Rodil se je 28. decembra 1877 v Gorici kot sin
revnih starSev. Ze v rani mladosti je izgubil odeta,
tako da je za vso druzino morala skrbeti mati. Nje-
gova mladost je bila trda in Solal se je v pomanjkanju.
V Gorici je obiskoval osnovno ¥clo, niZjo gimnazijo
in vi§jo realko. Na realko je $el zato, ker je prvotno
nameraval Studirati tehniko. Po maturi 1. 1898 pa se
je odlod¢il za $tudij fizike in matematike ter je odsel
najprej v Gradec, nato pa na Dunaj. Diplomiral je na
dunajski univerzi pri Stefanovem nasledniku, zname-
nitem fiziku Ludviku Boltzmannu. Po dovr$enem $tu-
diju je nastopil v Solskem letu 1904/05 brezplacno

sluzbo kot poskusni profesorski kandidat na’ gimnaziji v Gorici.. Potem je sluz-
boval sedem let na realki v Idriji ter osem let na klasi¢ni gimnaziji v Ljubljani,
dokler ni prigel 1. 1920 na TSS, kjer je udil nepretrgoma do leta 1941, ko je bil
iz zdravstvenih razlogov upokojen. Takoj po osvoboditvi ga je naSa ljudska
oblast reaktivirala. Poudeval je na TSS 3e dve leti, nato pa je dokonéno odgel
v pokoj. Od leta 1922 dalje je pouceval kot honorarni profesor fiziko na
ljubljanski medicinski fakulteti, nekaj ¢asa pa tudi na tehnitki in filozofski
fakulteti. Vec¢ let je bil predstojnik fizikalnega instituta medicinske fakultete.

Ti suhi pedatki o njegovem sluZbovanju seveda ne morejo pokazati obsir-
nega pokojnikovega dela. Profesor Nardin je bil priznan Solnik in odli¢en fizi-
kalni praktik. Imel je izreden dar za opazovanje naravnih pojavov in je znal
svoje ucence navdusiti za fiziko in naravo ter jih je stalno vzpodbujal k samo-
stojnemu razmisljanju. Ne verjeti, ampak razumeti, to je bilo njegovo geslo.

Za fizikalne poskuse je bil mojster, kakrsni so redki. Med dijaki je
bilo znano, da se mu noben poskus ne ponesrefi. Pri tem je znal preprosta
sredstva ¢udovito izkoristiti za nazorno demonstriranje fizikalnih zakonov. Nje-
govi Zepi so bili polni raznovrstnih predmetov, koristnih pri poskusih, ki jih je
véasih kar med razgovorom pokazal. VéEasih je kar v Zepu prinesel vse, kar je
potreboval za poskuse pri predavanjih, éeprav poskusov ni bilo malo, saj
je bil velik sovraznik poucevanja fizike s kredo na tabli.

Na TSS je zgledno izpopolnil fizikalno zbirko uéil. Veliko se je ukvarjal
s takratnimi problemi eksperimentalne fizike in je sledil naglemu razvoju
novih podroédij. Bil je med pionirji naSe radiotehnike. Kljub obseZnemu stro-
kovnemu . znanju pa je bil skoraj pretirano skromen in v tem je vzrok, da je
ostal marsikateri njegov poskus neopisan in poskusna naprava skrita ter da
nam ni zapustil kakega veljega dela. V ¢asu svojega bivanja v Idriji je v
Izvestjih tamkaj$nje realke priobéil naslednje razprave: Nekaj fizikalnih po-
izkusov (1906), Donesek k vpraSanju o koncu sveta (1908), Poljudna razlaga in-
duktivnega toka (1909), Nekaj novih poizkusov iz fizike (1910), Izpopclnjeno
samodelno elektri¢no menjalo (1911), Fizikalne drobtine (1912). Objavijal je
tudi poljudnoznanstvene ¢lanke, kjer je bilo le mogoce: v Zvoncku, Vodnikovi
pratiki, Domadem prijatelju, Nasi radosti, Odmevih, itd. V Zvoncku so izsli
naslednji ¢lanki: Kako je Juréek odkril nekaj Ze davno znanega (1909), Motor
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na milo (1929), Natega (1929), Ozmoza (1929), Pokazati ti hotem nekaj zanimi-
vega (1930), Pogovor o molekularnih silah (1931). V Vodnikovi pratiki: Nikola
Tesla (1927), Perpetuum mobile (1928), Vrtinci (1930). V Domacem prijatelju:
Resitelj (1929) in Kako se je Jurdek povrazil (1929). Ta dela kaZejo, da
je profesor Nardinizkoristil vse skromne moznosti, ki so mu bile dane za
objavljanje fizikalnih &lankov, saj si je pri svojem delu vedno prizadeval, da
bi ljudje razumeli pojave, ne pa slepo verjeli. Profesorju Reisnerju je pri nje-
govem pisanju Fizike bistveno pomagal s tem, da mu jo je pregledal in popravil.

Tudi prvi zadetki letalstva pri nas so povezani z njegevim imenom. Eden
prvih slovenskih letalcev, Gori¢an Edvard Rusjan, je bil v stalnih stikih s pro-
fesorjem Nardinom in je hodil k njemu v Idrijo po strokovne nasvete. Znano
je, da je prof. Nardin v Idriji po lastni zamisli izdelal brezmotorno letalo. Zna-
¢ilno za njegovo razgibanost v stroki je bilo tudi v tem, da je v Idriji leta 1908
zgradil na svoje strogke zelo dobro opremljen seizmograf.

Profesor Nardin je bil ¢lovek, ki je fiziko temeljite poznal in mu je kot
stroka pomenila Zivljenje. Svoje navdusenje za fiziko je znal posredovati tudi
drugim bodisi pri predavanjih bodisi v razgovorih. Ta njegova lastnost nam bo
ostala vedno v spominu, saj niso pogostni ljudje, ki jim je stroka vse. Kako
bi 3e vedno potrebovali profesorja Nardina, da bi nas ucil in navduSeval za
eksperimentalno fiziko, ki ima danes veliko lepSe pogoje in moZnosti razvcja
kot prejsnje case.

Profesorja Nardina so vsi spostovali in cenili zaradi njegovega obseZnega
znanja, §iroke razgledanosti, duhovitosti ter izredno naprednih nazorov. Med
profesorji je veljal za odli¢nega in odkritega tovariSa. Vsi, ki smo ga poznali,
se ga bomo spominjali s hvaleZnostjo in s spoStovanjem.

JoZe Povsié

SOLA

OSNUTEK PREDMETNIKA IN UCNEGA NACRTA MATEMATIKE
ZA GIMNAZIJE

Zvezni zavod za proudevanje Solstva in prosvetnih vpraSanj je sestavil
osnutke Dokumenta o gimnaziji, predmetnika in u¢nih nacrtov za posamezne
predmete bodole reformirane gimnazije.

V Dokumentu doloda polozaj gimnazije v novem S$olstvu, njen znadaj in
naloge, organizacijo pouka, vzgojno-izobrazbena podrocja, predmetnik in uc¢ne
naérte, organizacijo notranjega Zivljenja in dela, njeno povezavo z druZbenim
okoljem ter kadrovske in materialno-tehniéne pogoje.

Pouk bo organiziran v treh komponentah: v sploSnem pouku, izbirnem
pouku in svobodnih aktivnostih.

Splodni, za vse dijake obvezni pouk zajema predmete in snov, ki naj bi
bila skupna svojina vseh bodo¢ih absolventov gimnazije.

Izbirni pouk pa omogo¢a in nalaga vsakemu dijaku dologeno orientacijo
v skupino druZbenih ved, jezikov, v matemati¢no ali biolofko skupino in mu
obenem predpisuje v dveh ali treh predmetih dopolnilne ure in dopolnilni pro-
gram. Ta pouk bi se na ve¢jih Solah zdruzil s sploSnim poukom na ta nadin,
da bi se dijaki vsakega razreda zdruZili v oddelke pc svojih interesih, na
manjdih $olah pa bi bil izbirni pouk posebej v ustreznih skupinah.
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