OBZORNIK

'ZA MATEMATIKO
IN FIZIKO

LJUBLJANA

1957-58
VI. st.2



VSEBINA

Clanki: Stran

Verige in procesi Markova (Rajko Jamnik) .

Stieltjesov integral (J. Grasselli) .

Izoperimetri¢ne neenacbe in njih uporaba v flzlkl (Anton Suhadolc)
Merjenje debelin z radioaktivnimi izotopi (Joze Pahor) .

Novice:
ResSevanje enacb z iteracijo (Sergej Pahor) .
Stevilo 7 na deset tiso¢ decimalk (I.V.) . .
Jurij Vega v ludi sov3etsk1h zgodovinsko- matematlcmh ra21skav (Joze
Povsic) .
Sanjarjenje z odprt1m1 o¢mi (Rud1 Kladmk)
Zborovanje mednarodne unije za fiziko (N.P.)
Mednarodni seminar $tudentov matematike v Varsavi (Gabm]el Tom31c)

Poskusi:
Merjenje tokovnih in napetostnih sunkov v Soli (Ivan Ku&fer in To-
mislav Skubic) . \
Sola:
Delo aktiva matematikov in fizikov OLO Ljubljana v Solskih letih

1956-57 in 1957-58 (Francé Suster$ic)
Nove knjige .
Odgovori .
Utrinki .
CONTENTS
Articles:

On Markov Chains and Processes (Rajko Jamnik) .
Stietljes Integral (J. Grasselli)
Isoperimetric Inequalities in Mathematlcal Phy51cs (Anton Suhadolc)
Thickness Measurement with g and y Rays (Joze Pahor) .
News:
Solution of Equations by Iteration (Sergej Pahor) . .
The Number # Known up to 10000 Significant Figures (I V)
Jurij Vega (Joze Povsic) . :
The Idea of a Uranium Plasma Reactor (Rud1 Kladmk)
International Seminary of Students of Mathematics in Warsaw (Ge—
brijel Toms§i¢) .
Experiments:
School Experiments with Ballistic Galvanometers (Ivan KuS$éer and
Tomislav Skubic) .
School:
The Work of Mathematics and Physics Teachers in LJu‘)IJana (Franceé
Sustersic) .
New Books

Answers

49
56
61

74
77

78
80

2 )
9

83

85

90
94
96
73

Page

49

61
66

74
7

80

83

85

90
94
96



i5s7-:c_OBIORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO %5

VERIGE IN PROCESI MARKOVA
RAJKO JAMNIK

Shema markovskih verig spada med novejSe probleme verjetnostnega ra-
¢una. Prve dosezke na tem podrodju je objavil leta 1907 ruski matematik
A. Markov in tako je dobil problem po njem tudi ime. C4d tedaj naprej so mar-
kovske verige predmet Zivahnega proucevanja. O tem pri¢a velika mnoZica
revialne in monografske literature, pri kateri imajo posebno velik delez
M. Fréchet, A. N. Kolmogorov, V. I. Romanovski in T. A. Sarymsakov. Tako je
nastala obseZna teorija, ki se 8e vedno razvija.

1. Markovske verige

Markovska veriga je neposredno posploSenje zaporedja neodvisnih po-
skusov. Pri le-tem gre za naslednji problem: Napravimo n poskusov! V vsakem
od njih lahko nastopi eden izmed dogodkov A4,, A,, ..., Ak, ki so edino moZni in
so si med seboj tuji. Verjetnost, da nastopi dogodek Aj, naj bo p; i = 1,2,..., k)!
Te verjetnosti so pri vseh poskusih enake in neodvisne od tega, kaksni dogodki
so nastopili pri Ze izvrSenih poskusih. Razen tega je p; + p, + ...+ px =1,
ker smo rekli, da so dogodki A4, 4,, ..., Ax edino moZni in si med seboj tuji.

Preprost primer za zaporedje neodvisnih poskusov je metanje kocke. Ce je
kocka homogena, je enako verjetno, da bomo vrgli bodisi eno piko bodisi katero
koli drugo Stevilo pik do Sest. Opraviti imamo torej s $estimi edino moZnimi in
med seboj tujimi dogodki. Verjetnost, da nastopi kateri koli izmed njih, je 1/6
v vsakem poskusu, ne glede na to, kaks$ni so bili izidi v Ze izvrSenih metih.
V tem je ravno ¢ar kockanja.

Pri markovski verigi pa je zadeva takale: Spet imamo opraviti z zapo-
redjem poskusov. V vsakem izmed njih lahko nastopi samo eden izmed moznih
in med seboj tujih dogodkov A,®, A,®), ..., Ax®), pri emer oznaduje $tevilo s
indeks poskusa. Verjetnost, da v poskusu z indeksom s -+ 1 nastopi dogodek
A+, pa je tu odvisna od tega, kak$en dogodek je nastopil v poskusu z in-
deksom s. Od izidov v poskusih z manj$§im indeksom verjetnost ni odvisna.
V seriji poskusov je tako vsak poskus odvisen le od neposredno pred njim
stojedega; povezanost je verizna, zato imenujemo tako zaporedje poskusov
markovska veriga, oziroma natanéneje: navadna markovska veriga.

Markovsko verigo lahko opredelimo $e na drug nacin. Dan naj bo fizikalni
sistem S, ki je lahko v enem izmed stanj A,, 4,,..., Ax! Prehod iz enega stanja
v drugo je moZen le v predpisanih trenutkih ¢,, t,, .. ., tn, ... Pri markovski verigi
je verjetnost, da bo sistem S v casu 7 (t; <<v<ts,1) v katerem koli izmed
stanj A; (i =1, 2,..., k), odvisna Ie od tega, v kakSnem stanju je sistem v dasu
t (Lt <t<<tg).

Oglejmo si tako verigo $e na primeru! Na premici naj se giblje delec pod
vplivom slu¢ajnih trkov, ki nastopijo v trenutkih t,,t,,t,, ... Delec je lahko
le v totkah s celoStevilskimi koordinatami a,a +1, a+2,...,a+k = b.
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¢ totkah @ in b sta steni, ki delec odbijata. Ce delec ni ok steni, ga vsak trk
prestavi za enoto na desno z verjetnostjo p ali za enoto na levo z verjetnostjo
g = 1—p. Ce pa je delec ob steni, ga vsak trk prestavi za enoto v notranjost
prostora med stenama. ‘

Navedeni primer je zelo shemati¢en. Treba pa je pomisliti, da smo pri
sistemu S dovolili.le koné¢no $tevilo moznih stanj in prehode iz enega stanja
v drugo samo v diskretnih trenutkih. Oboje pa je za naravni pojav huda
omejitev.

Oglejmo si sedaj podrobneje spremembo sistema S, ¢e se ¢as spremeni od ¢
do 7, torej za en korak! Sistem lahko ostane v istem stanju ali pa preide v ka-
terega izmed ostalih. Za vsako izmed teh moznosti eksistira dolo€ena verjetnost.
Ker je bil v ¢asu t sistem lahko v vsakem izmed k moZnih stanj, nam vedenje
sistema v tem ¢asovnem razmaku doloda k2 Stevil P (4;/A;) = pij, kjer pomeni
pij verjetnost, da preide sistem S iz stanja A; v Casu t v stanje A; v Casu 7.
Ta &tevila imenujemo prehodne vefjgtnosti. Ocitno tvorijo te verjetnosti kva-

Pi1 Piy - -+ Pik
P21 Pz -+ P2k

Pr1 Pk2 ... Pxk

|
|
|

Imenujemo jo prehodna matrika ali zakon markovske verige.

Prehodna matrika markovske verige, ki smo jo.navedli za primer, je

0100...00
quO...OO‘
0g0p...00 |
LS =t w5 8 e ms
0000...0p
0000...10 |

Elementi prehodne matrike so verjetnosti. Zato je za vsak i in j

0 < py=1
Prehodna matrika spada torej med nenegativne matrike. Ker so dogodki A;
(i=1,2, ..., k) edino mozni in si med seboj tuji, je nadalje
k
2o =1;i=1,205K 1)

j=i
Vsota elementov v vsaki vrsti matrike je torej enaka 1.

Matrika P, karakterizira vedenje sistema S, ¢e gremo v markovski verigi
za en korak naprej. V splonem seveda ni vseeno, od katerega ¢lena verige ta
korak napravimo. Ker smo v drugi interpretaciji potek verige oznadcili s para-
metrom ¢, lahko tudi retemo, da je prehodna matrika v splosnem funkcija
¢asa t. Najbolj preproste in prouc¢evanju najbolj dostopne pa so take markovske
verige, pri katerih je prehodna matrika konstantna. Take verige imenujemo
homogene. V nadaljnjem bomo govorili le o homogenih verigah.
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Pri homogeni verigi smemo zahtevati, da nima prehodna matrika v no-
benem stolpcu samih nicel. To bi namreé¢ pomenilo, da je v sistemu S stanje,
v katerem more biti sistem edino na zadetku verige, pozneje pa sploh ne veé.
Tako stanje pa je za verigo povsem brez pomena in lahko vzamemo, da ga
v sistemu moznih stanj ni.

Doslej smo govorili le o prehodnih verjetnostih za primer, da gremo v ve-
rigi za en korak naprej. Pri homogenih verigah pa lahko dolo¢imo tudi verjet-
nosti, da preide sistem iz danega stanja po n korakih v kako drugo stanje.
Verjetnost, da preide sistem S iz stanja A; v poskusu z indeksom s v stanje A;
v poskusu z indeksom s + n, bomo oznadili z znakom Pj; (n).

Da dolo¢imo te verjetnosti, si oglejmo kakSen poskus z indeksom
s +m (m <<n)! V tem poskusu nastopi eden izmed dogodkov 4; (r =1, 2, ..., k).
Verjetnost prehoda iz stanja A; v poskusu s v stanje A; v poskusu s+ m je
v nasih oznakah enaka Pj; (m); verjetnost, da preide sistem iz tega stanja v sta-
nje Aj v poskusu s + n, pa je Prj (n — m). Torej je Pi; (m) Pj: (n — m) verjetnost,
da preide sistem S iz stanja A; najprej v stanje A: in od tod v A;. Ker more
priti S iz stanja A; v stanje A; preko katerega koli stanja A;, imamo koné¢no

k
Pj; (n) = leir (m) Pyj (n—m) (2)

r=

Verjetnosti Pj; (n) spet tvorijo kvadratno matriko, in sicer prehodno ma-
triko ¢ez n korakov

| Py (n) P12(n)-~A-P1k(n)

P, (n) P,, (). .. Py (n)
Pos | Pymy|= | o mteeetEdR

‘ Pir1 (n) P (n) ... Pxk (n)

V formuli (2) imamo na desni strani produkt i-te vrstice matrike Py, z j-tim
stolpcem matrike P,—n. Tako je torej

Py, = Pn-Pp n

Ce je n = 2, ima ta relacija obliko P, = P,.P, = P2, prin = 3 je P, = P23 in pri
poljubnem n
P,=pPpn

Po tej formuli je mogofe matriko P, direktno izratunati. Kot vidimo, je ta
matrika odvisna le od zakona markovske verige P, in od tega, za koliko ko-
rakov gremo v verigi naprej. Popolnoma vseeno pa je, od katerega poskusa
gremo za n korakov naprej in v kaksnih stanjih je sistem S v vmesnih poskusih.
Druga zanimiva ugotovitev pri homogenih verigah pa je naslednja:
Sistem S bodi tak, da je kaka prehodna matrika P, pozitivna, to se pravi, da so
vsi njeni elementi veéji od ni¢. Tedaj se da dokazati, da najveéja izmed ver-
jetnosti Pj; (n) z rasto¢im n ne narasc¢a, najmanj$a pa ne pada. Opraviti imamo
torej z dvema monotonima zaporedjema, ki sta obe omejeni; zato eksistirata

limmaxPi;(n) =pj; l<i<k n—> o

limminPij(n)=5j; l<i<k, n—->
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Razen tega je mogole ugotoviti, da gre z rastotim n tudi maksimum razlike
Pi; (n) —Py; (n) (3,1 =1, 2,...,k) proti ni¢. Zato je

Pi = pj = pj
Tako torej eksistirajo taka $tevila p; (j = 1, 2,..., k), da je neodvisno od indeksa i
pj=lmP;(n) n —> o«

Stevila p; imenujemo limitne prehodne verjetnosti, zakon markovske verige,
pri kateri limitne verjetnosti eksistirajo, pa regularen.

Pri verigah z regularnim zakonom je torej vedenje sistema S v dovolj
poznem trenutku skoraj neodvisno od njegovega stanja v zaletnem trenutku
in je skoraj enako vedenju sistema z neodvisnimi stanji A; z ustreznimi
verjetnostmi p;.

Za primer si oglejmo prehodno matriko

0 12 172
P, = 2 0 1/2
12 12 0

Ta matrika $e ni pozitivna, paé¢ pa je tak njen kvadrat

1/2 1/4 1/4
P, = 1/4 1/4
1/4 1/4 2 |

Matrika je torej regularna, limitne prehodne verjetnosti eksistirajo, tako da je
D, = P, = Py =1/3.

Nadaljnje lastnosti homogenih markovskih verig in njihova klasifikacija
so odvisne od strukture sistema S, oziroma od oblike prehodne matrike. Ker pa
je oblika le-te odvisna od lastnosti sistema S, je dovolj, ¢e si ogledamo le sistem.

Naj bo v sistemu S kako tako stanje Aj, da je mogoce najti v sistemu
stanje A; in tako naravno Stevilo k, da je Pjj (k) >0, toda Pj; (m) = 0 za vsako
naravno S$tevilo m! Z drugimi besedami, stanje A;i je tako, da more sistem
po kondéno mnogo korakih preiti v neko stanje, iz katerega se ne more veé
vrniti v stanje 4;. Od tu dalje se vede sistem S, kot da v njem stanja A4; sploh ni.
Zato bomo imenovali taka stanja, kot je Ai, nebistvena, vsa ostala stanja pa
bistvena.

Ce sta stanji A4; in A; bistveni in eksistira tak k, da je Pj (k) >0, mora
eksistirati tudi tak m, da je Pji(m)>0. V tem primeru je mogoé¢ prehod iz
enega bistvenega stanja v drugo in nazaj. Taki stanji imenujemo zato med seboj
povezani. Povezanost je o¢itno tranzitivna: e je mogode preiti iz stanja Aj
v stanje A;j in obratno, iz stanja A; v Ax in obratno, je mogo¢ tudi prehod
iz A; v Ax in obratno.

Na ta nadin razpadejo vsa bistvena stanja sistema S na razrede
B, B,..., Bk 3)

tako, da so stanja istega razreda povezana med seboj, stanja razli¢nih razredov
pa ne. Pri kon¢énem sistemu S je seveda §tevilo razredov konéno.
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Razredi (3) v sploSnem Se ne obsegajo vseh stanj sistema S, saj so v njem
lahko tudi nebistvena stanja. Ce ta eksistirajo, jih je tudi mogode razstaviti
v razrede

Biyti1, Bxt2, ..., Bxym 4)

Sistem iz razredov Biiuw(h =1,2,...,m) ne more preiti v nobenega izmed
razredov Bxy4, Bk ypts -« Bkym, pa¢ pa lahko ostane v istem razredu ali
papreide bodisi v kak razred Byii(i=1,2,...,h—1) bodisi v katerega izmed
razredov (3). Ce je sistem enkrat v katerem izmed razredov (3), ostane v njem
za vselej.

Razredi (3) vsebujejo le bistvena stanja sistema S, poleg tega pa iz takega
razreda ni izhoda; zato imenujemo razrede (3) izolirane, razrede (4) pa iz
analognih razlogov neizolirane. O¢itno je gornji razpad stanj sistema S na izoli-
rane in neizolirane razrede edin.

Oglejmo si zdaj kako bistveno stanje A; sistema S! MnoZico vseh naravnih
stevil k, za katere je Pj (k) > 0, ozna¢imo z M (i). Ta mnoZica gotovo ni prazna,
ker je stanje A; bistveno. Ce sta k in m $tevili mnoZice M (i), spada vanjo tudi
njuna vsota k + m; Se veé: tedaj je tudi

ak+ fmeM (@) (5)

kjer sta a in f poljubni naravni Stevili.

Naj bo d; najveéji skupni delitelj §tevil iz mnoZice M (i)! Dokazali bomo,
da so v M (i) tudi vsi dovolj veliki ve¢kratniki delitelja d;. Ce je delitelj d; sam
element mnoZice M (i), sledi naSa trditev neposredno iz relacije (5). V nasprot-
nem primeru pa sledi iz (5), da je mogofe v mnozici M (i) najti taki $tevili
k = k, di in m = m, d;, da sta si faktorja k, in m, med seboj tuja. Tedaj lahko
vsako Stevilo N, vecje od nekega doloc¢enega Stevila, odvisnega od k, in m,,

zapiSemo v obliki
N=k x+my,

kjer sta x in y dve naravni Stevili. Potem pa sledi naSa trditev iz o¢itnih neenadb
Pji (Ndi) = Pji (k, xdi) Pii (m, ydi) = P (kx) Py (my) = Py (k) Pii (m) >0

Stevilo d; imenujemo periodo stanja A;. Izkazalo se bo, da imajo bistvena
stanja, ki spadajo v isti razred Bg, enako periodo, ki jo imenujemo periodo
razreda Bg in oznadimo z d (g). Zares! Naj bosta A4; in A; elementa istega izoli-
ranega razreda, razen tega pa Stevili k in m taki, da je Pj; (k) = 0 in Pj; (m) > 0!
Nadalje naj bosta di in d; periodi stanja A; oziroma A;! Po prejSnjem je
Pj; (Nd;) > 0 za vsak dovolj velik N. Tedaj pa je

Pj (Nd; + k + m) = Py (k) Pj; (Nd;) Pji (m) > 0.

To se pravi, da so vsa $tevila Nd; + k + m v M (i) in so zato deljiva z d;. S tem
§tevilom pa je deljiva tudi vsota k + m. Torej mora biti tudi prvi sumand N d;
deljiv z d;. Ker je N poljubno dovolj veliko Stevilo, mora biti Stevilo d; deljivo
z di. Na enak nadin ugotovimo, da mora biti tudi d; deljivo z d; in zato d; = d;.
Ker sta bili A; in A;j poljubni stanji razreda Bg, je s tem naSa trditev dokazana.

Iz zgoraj povedanega je razvidno, da je za stanji A; in A; iz razreda By

istocasno
Pij(k)>0 in P;(m)>0
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le tedaj, kadar je k + m deljivo z d (g). Imejmo zdaj dano stanje AjeBg! Za
poljubno nadaljnje stanje A; iz istega razreda eksistira tedaj tak h med Stevili
1,2,...,d(g), da je Pj (k) >0 samo tedaj, ¢e je k—h deljivo z d (g). Tako
razpadejo vsa stanja razreda Bg na d (9) podrazredov Bgh, od katerih je vsak
prirejen dani vrednosti h. )

V splos$nem bi se zdelo mogode, da je kateri izmed podrazredov Bgp prazen.
IzkaZe pa se, da eksistira za vsak h izmed S§tevil, 1, 2,...,d (g) vsaj eno tako
stanje Aj, da je Pjj (k) >0, ¢e je le k—h deljivo z d (g9). Zares, naj bo
k—h =Ek,d (g), Stevilo N pa tako veliko, da je deljivo z d(g), kvocient
N/d (g) > k, in Pj (N) > 0! Izrazimo ga v obliki

N=Fk,d(g) +h+myd(@@)—h
kjer je m, = N/d (9g) — k, > 0 in zato tudi m, d (g) — h > 0, Zapisimo identiteto
Psi (N) = Z Pjj (k, d (9) + h) Pji (m, d (9) —h)
Iz nje je razvidno, da je Piij (N) > 0 samo tedaj, ¢e eksistira vsaj en tak j, da je
Pij (kyd(g) + h)>0 in Pji(m,d(g) —h) >0

Ker je k, d (9) + h = k, velja res P;; (k) > 0. S tem je gornja trditev dokazana.
Tako smo ugotovili, da razpade izolirani razred Bz natanéno na d (g) nepraznih
podrazredov Bgn, kjer je d (g) perioda razreda B,. Vsak izmed podrazredov je
sestavljen iz takih stanj A4;, da je Py (k) >0, ¢e je k — h deljivo z d (9). Izkaze
se, da razcep razreda Bg na podrazrede ni odvisen od tega, iz katerega stanja 4;
smo izhajali.

Oglejmo si Se, kako prehaja sistem iz enega podrazreda v drugega! Naj bo
sistem v danem trenutku v podrazredu Bgh, kar pomeni, da je k— h deljivo z
d (9). Z naslednjim korakom se k poveta za eno; zato se mora za eno povedati
tudi h, da bo razlika ostala deljiva z d (g). To pomeni, da se je sistem preselil
v podrazred Bgny,. Po naslednjem koraku je sistem v podrazredu Bgy ,. Tako
potuje sistem do konénega podrazreda Bgg (s), iz katerega preide v zadetni raz-
red Bgi. Sistem se torej cikli¢no seli po podrazredih.

Izolirani razred ima lahko tudi periodo enako 1. Tak razred ima en sam
podrazred, oziroma sploh ne razpade na podrazrede. Da se dokazati, da v tem
primeru eksistira tako naravno tevilo k,, da velja za vsako celo $tevilo k > I,
in za poljubni stanji A4; in A; iz tega razreda neenadba Pj; (k) = 0.

Na podlagi zgornje teorije o vedenju sistema moZnih stanj, ki jo je dal
A. N. Kolmogorov leta 1937, je mogote markovske verige takole razdeliti:

I. Nerazcepne verige; te nimajo neizoliranih razredov, marveé¢ en sam izoli-
rani razred. Ta tip verig razpade na dva podtipa:

a) Acikliéne verige, ki imajo en sam podrazred.

b) Cikli¢ne verige; pri teh ima edini izolirani razred veé podrazredov.

II. Razcepne verige; te imajo ali ve¢ izoliranih razredov ali poleg izoliranih
tudi neizolirane. Tudi pri teh verigah je moZnih veé podtipov, ki so po svojih
lastnostih podobni ali podtipu Ia ali podtipu Ib.

2. Markovski procesi

Na primeru smo videli, da je shema markovske verige precej ozka in zato
za uporabo ne preveé¢ primerna. Ce upostevamo, kako mnogostevilna so do-
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gajanja v naravi, podvrzena markovskemu zakonu, se izkaZe potreba po raz-
§iritvi markovske sheme zelo nujna. Ta potreba se ti¢e tako ¢asa kakor mnozice
moznih stanj. V celoti imamo tako naslednje moznosti:

I. Sheme z diskretnim ¢asom. MnoZica moZnih stanj je lahko pri tem:
a) konéna;
b) Stevna;
‘c) zvezna.

II. Sheme z zveznim ¢asom. Tudi tu je lahko mnoZica moznih stanj:

a) koncéna;
b) Stevna;
c) zvezna.

Shema Ia je navadna markovska veriga, Ib pa posploSena markovska
veriga; za ostale primere se je udomacilo ime markovski procesi. Zgled za IIb je
n. pr. Bohrov atomski model, za IIc pa Brownovo gibanje.

A. N. Kolmogorov je pokazal, da spadajo markovski procesi v naslednji
splo$ni okvir.

Naj bo E mnozica moznih stanj sistema S, F pa razdelitvena funkcija
verjetnosti v E! Tedaj eksistira za vsak ¢asovni interval od trenutka s do tre-
nutka t>> s linearni in unitarni operator,

Hst(F) =F1,

s katerim je mogoce doloditi razdelitveno funkcijo F, v trenutku ¢, ¢e poznamo
razdelitveno funkcijo F v trenutku s. Operator Hg zado$¢a za vsak s <<u <<t
enacbi

Hst = Hut Hsu (6)

To je osnovna enacba sludajnega markovskega procesa.

Kakor pri navadnih markovskih verigah je tudi tu najvaZnejsi in najbolje
raziskan primer, kjer je operator Hs homogen glede na ¢as, to se pravi, da je
Hg = H;_. Operator Hg zdaj ni ve¢ odvisen od trenutkov s in t, ampak le od
njune razlike t —s. Enacba (6) ima tu obliko

Ss+t = HS Ht 9

pri navadnih markovskih verigah pa preide (6) v (2).

Med osnovne naloge v teoriji markovskih procesov spada predvsem pro-
ulitev vedenja razdelitvene funkcije F,, ¢e raste t—s preko vsake meje.
V zvezi s to nalogo je treba tudi prouditi splos$no reSitev enacbe (6). In konéno
je treba ugotoviti, kako se razSirijo na markovske procese osnovni zakoni ver-
jetnostnega racuna, ki veljajo za zaporedje sluc¢ajnih koli¢in. Teh obseznih nalog
pa se v naSem okviru ne moremo lotiti.
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STIELTJESOV INTEGRAL
J. GRASSELLI

Definicijo integrala zvezne funkcije so matematiki raziirjali v raznih
smereh. Te razSiritve so znatno povedale druZino integrabilnih funkecij ali pa
vedle do novih pojmov, kot je n. pr. Stieltjesov integral. V naslednjem si ho-
¢emo nekoliko -ogledati Stieltjesov integral, omejili pa se bomo pri tem na
prostor ene razseznosti.

) 1. Omenimo najprej nekaj za nadaljnje obravnavanje vaznih lastnosti
monotono nara$éajo¢ih funkcij.

Funkcija g (x), definirana na zaprtem intervalu la, bl, je monotono na-
raS¢ajoca, ako z nara$cajotim x njena vrednost nara$la ali se vsaj ne manjsa;
¢e sta tedaj x;, in x, dve Stevili iz tega intervala in je x, <z, je tudi
9 (X)) = g ().

Omejena naraSéajota funkcija more biti ponekod nezvezna. Toda tudi
v to¢kah nezveznosti se obnaja dokaj pravilno. Tako se da hitro ugotoviti,
da v vsaki to¢ki c obstajata leva limita g (c—0) in desna limita g (c + 0).
Naj bo namreé h, > h, > h, > ... padajode zaporedje pozitivnih $tevil z limito
ni¢; iz ¢ —h, <c—h,<<c—h, <...dobimo nara$tajode zaporedje

gle—h) =glc—h)=glc—hy)=...=g(c)

Ker je naraScajoce, navzgor omejeno zaporedje vedno konvergentno, je s tem
obstoj leve limite g (¢ — 0) zagotovljen. Podobno ugotovimo obstoj desne limite
g (c + 0). Razlika g (¢) — g (c—0) pove velikost levega skoka, razlika g (c +0)—
— g (c—0) pa velikost celotnega skoka v tocki c. Ce je funkcija g (x) v tej
tocki x == ¢ zvezna, je seveda g (c—0) = g (¢ + 0) = g {c). Nohen skok ni ve&ji
od g (b) — g (a). Ta razlika je zaradi omejenosti funkcije konéna.

Ugotovimo 8Se, da ima omejena nara3éajoda funkcija g (x) kvedjemu $tevno
mnogo toc¢k nezveznosti. Ker je razlika g (b) —g (a) celoten prirastek funkcije
g (x) na intervalu [a, b], funkcija pa nikjer ne pada, je Stevilo skokov vedéjih
od 1/n najveé n[g (b) — g (a)] in torej pri vsakem naravnem Stevilu n konéno.
Vzemimo po vrsti n =1, = 2, = 3,... Najprej numerirajmo skoke veéje od 1,
nato nadaljujmo numeracijo pri skokih veéjih od 1/2, 1/2 itd. Séasoma bodo
prisli vsi skoki oziroma vse to¢ke nezveznosti na vrsto. MoZnost numeriranja
skokov dokazuje, da je skokov in tedaj tudi teck nezveznosti najved $tevno
mnogo. . .

Ce je x kak3na totka z intervala [a, b], je tudi od a do x najveé $tevno
mnogo skokov in je zato moZno tvoriti vsoto

g*(x) =g (a+0)—g(a) +<2 [g(ck +0)—g (ck—0)] + g (x) —g (x-—0)
a<cp <x

Le-ta zajame vse skoke funkcije g (x) na intervalu [a, x], v kraji$¢ih pa desni

oziroma levi skok. Funkcija g** (x) = g (x) —g* (x) je brez skokov in je torej
zvezna in monotono naraséajoca, Od tod imamo

g (x) =g" (x) + g** (x)
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Ta enacba pove, da se da omejena nara¥tajoca funkcija g () izraziti kot vsota
zvezne narai¢ajode funkcije g ** (x) in nara3éajode funkcije skokov g* (x).
Podobne lastnosti kot omejene naraiéajole funkcije imajo funkcije z
omejenim razmahom. Te funkcije se dajo pisati kot razlika dveh omejenih
nara$c¢ajocih funkeij. Naj ima funkcija g (x) na intervalu [a, b] omejen %otalni
razmah. Potem je
g (@) = g, () — 9, (x)

pri éemer sta g, (x) in g, (x) narasc¢ajoci funkciji.

2. Vzemimo zvezno funkcijo f (x) in funkcijo z omejenim razmahom g (x).
Obe naj bosta definirani na intervalu [a, b]. Razdelimo ta interval s to¢kami

Pol= O < By v~ X <.&n — D

na podintervale in tvorimo vsoto

T
on = ?13‘ (¢x) [9 () — 9 (Tr—1)]

kjer je &k totka k-tega podintervala: xx—1 =< & < xx. Naj naraséa Stevilo
delilnih to¢k axx preko vsake meje in gre obenem dolZina &k = X — %1
vsakega podintervala proti nié. Vemo, da v primeru, ko je g (x) = x, vsote o,
konvergirajo proti neki limiti — namreé ravno proti Riemannovemu integralu
funkcije f (x). Enak preudarek nam pokaZe, da tudi v nalem splo¥nejem pri-
meru vsote 0, konvergirajo in sicer vedno proti isti limiti, kakor koli izbiramo
delilne tocke v skladu z gornjim predpisom. To limito imenujemo Stieltjesov
integral funkcije f (x) po funkciji g (x) na intervalu [a, b] in zapiZemo

b
(¢)) " §f (@) dg (x) = lim 2 f (5 [9 (xx) — g (xx—1}]
a O —»0

- Mnogi izreki, ki veljajo za Riemannov integral, se dajo dokazati tudi
za Stieltjesov integral. Prav tako moremo vpeljati nedolodeni integral. Tu bi
posebej omenili le dve lastnosti Stieltjesovega integrala.

Vsoto o, lahko zapiSemo v obliki
2 f (5x) [9 (xx) — g (xx—1)] = f (b) g (b) —f (a) g (@) — = g (xx) [F (Bk) — F (Ex—1)]
Ker limitira vsota na levi, ko gredo dx—»0, proti integralu (1), limitira seveda

tudi vsota na desni. Njena limita pa ni ni¢ drugega kakor Stieltjesov integral
funkcije g (x) po funkciji f (x). Torej je

b b b
Jf@)dg (@) =1[f(x)g (x)]a— Sag () df (x)

kar pomeni, da smemo tudi pri Stieltjesovem integralu integrirati po delih in
da je funkcija z omejenim razmahom vedno integrabilna po zvezni funkciji.
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Podobno se dokaze, da velja za zvezno funkcijo f(x) ter za funkciji g, (x)
in g, (x) z omejenim razmahom pravilo

b = b
§f(x)dg, (x) + 9. @)] = [f(x)dg, (x) + Saf (x) dg, (x)

Poglejmo zdaj, kako izracunamo Stieltjesov integral zvezne funkcije po
funkciji z omejenim totalnim razmahom.

Naj bo najprej g (x) odvedljiva funkcija z zveznim odvedom g’ (x). Tedaj
je dg (x) = ¢’ (x) dx in zato

b b
[f@dg @) =[f@®) g (x)dx

Stieltjesov integral preide v navadni integral zvezne funkcije f (x) g° (x).

Vzemimo nadalje, da je funkcija g (x) zvezna in strogo nara3¢ajoca, to se
pravi: za ax; <z, je tudi vedno g (x,) <g (x,). Ko gre x od a do b, zavzame
funkcija & = g (x) vsako vrednost med ¢ (a) in g (b) enkrat in le enkrat.
Zato lahko iz enacbe g (x) = ¢ izratunamo x in dobimo, da je x = x (§) zvezna
nara3¢ajoca funkcija spremenljivke £ Torej lahko uvedemo novo spremenljivko
§ = g (x) v Stieltjesov integral in dobimo

b gb)
§f(x)dg (x) = Sgh ¢ aé
a (a)

kjer je h (£) = f[x (§)]. Ker je funkcija h (£) zvezna, smo spet pri§li na navadni
integral zvezne funkcije.

Ako je funkcija g (x) zvezna pa ne strogo naraséajcéa, upostevamo, da jo
je mozno kot funkcijo z omejenim totalnim razmahom izraziti kot razliko dveh
narasc¢ajoc¢ih zveznih funkecij: g (x) = g, (x) — g, (). Kadar funkciji g, (x) in
g, (x) Se nista obe strogo naraséajo¢i, vzamemo izrazavo

g (x) = [gy (x) + x] —[g, (x) + ]

kjer sta na desni funkciji v oklepajih obe strogo naraSéajo¢i. Zdaj postavimo

=g, (x) +x, n =g, (x) + 2 V funkeciji f (x) izrazimo spremenljivko x enkrat
s & in drugi¢ z ), tako da je f (x) = h, (§) = h, (). S tem prevedemo Stieltjesov
integral na razliko navadnih integralov zveznih funkcij

8:(b) +
Kf(x)dg(x) —Sh (ﬁ)df—Sh (n)dn
gi(a)+a  g(a)+a

Poid¢imo $e Stieltjesov integral zvezne funkcije f (x) po nara¥ajodi funk-
ciji skokov

g @) =9(@a+0)—g()+ =g (cx+0—g(x—0)]+gx)—g@x—0)
a<cp <x
Bodi najprej Stevilo to¢k nezveznosti cx enako N! Interval [a, b] razdelimo na
podintervale tako, da vsebuje vsak podinterval kveéjemu eno to¢ko nezveznosti,
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nobena delilna tofka pa naj ne bo to¢ka nezveznosti razen krajis¢ a in b, e
sta to to¢ki nezveznosti. Oglejmo si za tako delitev vsoto on = 2 £ (&) [g¥ (k) —
—g* (xx—1)]- V njej so od ni¢ razli¢ni le tisti sumandi, ki se nanafajo na
podintervale, kjer je to¢ka nezveznosti ck. Ko gre dolZina podintervalov proti
ni¢, je vsaka toc¢ka nezveznosti ograjena z zmeraj manjsim intervalom. Toc¢ki ¢k
pripadajo¢i sumand gornje vsote, namre¢ f (&) [g” (xx) — g™ (vk—1)], gre proti
vrednosti f (cx) [g¥ (ck + 0) — g* (ck — 0)]. V tem primeru je torej

b 5 k=N
§f (@) dg* (x) =k2_ f (cx) [9¥ (cx + 0) — g™ (cx-— 0)]

Veljavnost te formule pa se da raztegniti tudi na splo$ni primer, ko ima
funkcija g* (x) 3tevno mnogo to¢k nezveznosti. Vrednost integrala je tedaj

b =)
§ f (x) dg* (x) =k2= f (cr) [97 (cx + 0) — g™ (ck— 0)]

kjer vzamemo skoke kar po velikosti.

Ker se da narascajo¢a funkcija g (x) izraziti z vsoto zvezne naraSéajoce
funkcije ¢g** (x) in funkcije skokov g* (x), preide Stieltjesov integral v vsoto
navadnega integrala zvezne funkcije in kovergentne vrste:

b b ) b ) by
§f(x)dg (x) = | f (x) dg™ (x) + { f (x) dg” (x) = gh ©aé+

+ 2§ (e [9 (ex + 0) — g (cc—0)]

Podobno izrazavo dobimo, kadar je g (x) poljubna funkcija z omejenim total-
nim razmahom.

Tako smo prisli do spoznanja, da je Stieltjesov integral zvezne funkcije
po funkciji z omejenim razmahom v vsakem primeru izrazljiv z navadnimi
integrali in z vrstami.

3. Navedimo $e neki pomemben izrek o funkcionalih prostora zveznih
funkcij, ki se naslanja na pojem Stieltjesovega integrala.

MnoZico vseh zveznih funkecij, definiranih na intervalu [a, b], imenujemo
prostor zveznih funkcij in ga zaznamujemo s C. Kakor so elementi navadnega
prostora tocke, tako so elementi prostora C posamezne zvezne funkcije, defini-
rane na intervalu [a, b].

Pravilo, s katerim moremo prirediti vsaki funkeciji f (x) iz C neko realno
§tevilo, imenujemo funkcional v prostoru C. Primeri funkcionalov so

b b
§f@yde, [f@)dr, f[E(+D)]

V vseh teh primerih pripada res vsakemu elementu iz C, to je vsaki zvezni
funkeciji f (x), neko natan¢no doloc¢eno Stevilo.
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Vzemimo zvezni funkciji f, (x) in f, (x) ter realni §tevili ¢, in ¢,; o&itno
so funkcije ¢, f; (x), ¢, f, (x), c; f1 (x) + ¢, f» (x) zvezne in so zato v prostoru C.
Funkcional @ je distributiven, ako velja zanj

Ples fo (@) + e fy (@)] = ¢, P [fy (X)] + ¢, @ [f, (@)]

pri poljubnih zveznih funkcijah f, (x), f, (x) in pri poljubnih realnih $tevilih
¢, C,. Iz distributivnosti za dva sumanda sledi distributivnost za poljubno 3te-
vilo sumandov. Funkcional & je omejen, ¢e se da dobiti tako pozitivno Ste-
vilo N, da je za vsako funkcijo f (x) iz C izpolnjena neenacba

|®1f @]| = N.maks.|f (@) |

Distributiven in omejen funkcional je linearen.

Vzemimo kaksno funkecijo g (x) z omejenim razmahom na intervalu [a, b].
Vsako funkcijo f(x) iz prostora C moremo integrirati po tej funkciji g (x).
Na ta nacin je vsaki funkeciji f (x) prirejeno neko realno Stevilo, namreéd

b
D [f (x)] = Saf (x) dg (x)
Ker je
b b b
§lesfi@) +e.fo @1dg (@) = ¢, {fi () dg () + ¢, § . (%) dg (x)
in nadalje

b
| f(x)dg (x) | = A-maks.|f () |

sledi od tod:

D(cyfysTefo)=cDF) +c.®(fo)
in
| D [f (x)]| = A-maks.|f (x) |

Torej je Stieltjesov integral za vsako funkcijo g (x) z omejenim razmahom
linearni funkcional @ v prostoru C zveznih funkcij.

Toda Stieltjesov integral ni le kak poseben primer linearnega funkcionala
v tem prostoru, temve¢ ima tu osrednji pomen: Kajti vsakemu omejenemu
linearnemu funkcionalu iz prostora C pripada neka funkcija g (x) z omejenim
totalnim razmahom, tako da je vrednost funkcionala @ [f (x)] kar enaka Stieltje-
sovemu integralu funkcije f (x) po funkciji g (x): :

b
D [f (x)] = § f (x) dg (x)
a
To je znameniti Rieszov izrek.
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IZOPERIMETRICNE NEENACBE IN NJIH
UPORABA V FIZIKI

ANTON SUHADOLC

Izoperimetri¢ne neenac¢be so neenalbe. ki veljajo med nekaterimi geo-
metriénimi in fizikalnimi koli¢inami: n.pr. med obsegom in ploséino lika,
med povrSino in prostornino telesa itd. V teh neenacbah je enacdaj le pri
dolocenem liku ali telesu. Pri tistem liku doseZe ena izmed kolidin, ki so
v neenacbi, ekstremno vrednost, ée so dane druge koli¢ine, ki so tudi v neenacbi.

Studij izoperimetriénih neenaéb ni zanimiv samo za matematika, temved
tudi za fizika in celo inZenirja v praksi, kot bodo pokazali zgledi. Vedina na-
vedenih podatkov je vzetih iz knjige ’Isoperimetric Inequalities in Mathematical
Physics’, ki sta jo napisala G. Polya in G. Szegb.

Izoperimetriéni problemi so Ze stari: Eden izmed prvih je tale: Med vsemi
sklenjenimi krivuljami z danim obsegom o je treba najti tisto, ki ograja
najvecjo ploS¢ino p. Odgovor na ta problem so poznali Ze Grki: Ta krivulja je
krog. Nadalje je znana tudi kvantitativna relacija med obsegom in plo&éino
ravninskega lika:

0?=4axmp

To je izoperimetriéna neenacba, ki ustreza temu problemu. Enakost je v njej
le pri krogu. .

Podoben problem si moremo staviti tudi v prostoru: od vseh teles z dano
povrsino P iS¢emo tisto, ki ima najvedjo prostornino V. Odgovor se glasi: To
telo je krogla. Ustrezna izoperimetri¢na neenadéba pa ima obliko.

P3—367V2=0

Ta zveza med povsino in prostornino velja za vsa telesa.

Poleg teh dveh ’velikih’ izoperimetriénih problemov poznamo $e enostav-
nejse, ‘male’: n. pr. med vsemi pravokotniki oziroma trikotniki z danim obse-
gom iS¢emo tistega, ki ima najveéjo plo$éino.

Pozneje, posebno v 19. in 20. stoletju, so se pojavili §e novi izoperimetrié¢ni
problemi in izreki. Francoski mehanik de Saint-Venant je postavil 1.1856
domnevo, da ima od vseh palic z dano ploSéino pravokotnega prereza najveéjo
direkcijsko konstanto okrogla palica; to tudi pomeni, da je okrogla palica
v nekem smislu najbolj odporna proti obremenitvi na torzijo. Lord Rayleigh
je 1. 1887 postavil domnevo, da ima od vseh plo$¢énih kondenzatorjev z dano
plos¢ino krozni kondenzator najmanjSo kapaciteto; od vseh ploskih membran
z dano plos¢ino pa ima okrogla membrana najniZjo osnovno frekvenco.

Nadalje je H. Poincaré 1.1903 postavil in delno dokazal trditev, da ima
med vsemi telesi z dano prostornino krogla najmanjSo elektrostati¢no kapaci-
teto. Vse nastete domneve so bile v preteklih desetletjih res dokazane; po-
stavljenih in dokazanih pa je bilo $e mnogo drugih.

Geometrijske in nekatere fizikalne koli¢ine so odvisne l¢ od oblike
in velikosti lika: n. pr. obseg, plo$¢ina, vztrajnostni moment homogene ploice
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okoli teziSca, direkcijska konstanta preseka homogenega stebrita, osnovna
frekvenca membrane, katere prosti rob je dana sklenjena krivulja, elektro-
stati¢na kapaciteta plo$¢nega kondenzatorja in Se druge koli¢ine. Podobne so
razmere pri prostorskih telesih. Pri konveksnih telesih je vaZen tudi pojem
»povprecna debelina telesa«, ki jo je uvedel H. Minkovski in jo bomo oznadili
z M. Intuitivno je ta pojem jasen. Strogo pa ga moremo definirati za kon-
veksno telo takole:

1
2T

M =

§HdS

pri ¢emer pomeni H povpre¢no ukrivljenost mejne ploskve, dS pa element
povrsine. Integriramo po vsej povrsini telesa. Pri krogli je povpretna debelina
enaka M = 2.

Vse pravkar omenjene fizikalne koli¢ine moremo smatrati kot geome-
tri¢ne: postanejo namreé¢ take, ¢e privzamemo, da je specifiéna gostota snovi,
iz katere je telo, enaka 1. Vztrajnostni moment homogene ploie je n. pr.
definiran z integralom J = ¢ {§ 72 dp; tu pomeni p ploskovno gostoto, r razdaljo
totke od tezisda, dp pa element ploi¢ine. Ce v tej definiciji postavimo o = 1,
dobimo nov vztrajnostni moment J, ki je ¢isto geometri¢na koli¢ina z dimen-
zijo, ki je Cetrta potenca dolzine. Podobno moremo napraviti z drugimi kolidi-
nami. Tako dobi n. pr. kapaciteta dimenzijo dolZine, osnovna frekvenca pa ima
dimenzijo dolZina na ekspoment — 1. Na ta nadin definirane koli¢ine bomao
imenovali izoperimetriéne. Med njimi eksistirajo izoperimetri¢ne neenadbe.
Najstarejsa je, kakor smo Ze omenili, 0*> = 4 7 p. Spoznali jih bomo Se ved.

Koli¢ine kot obseg o, plo§¢ina p, povrsina P, prostornina V, povpreéna
debelina M in vztrajnostni moment J, moremo smatrati v nekem smislu za
elementarne, saj jih dobimo tako, da izratunamo enojne ali dvojne integrale.
Drugaéne pa so koli¢ine: kapaciteta C, osnovna frekvenca A in direkcijska
konstanta D. Le-te niso elementarne, ker so to konstante, ki jih dobimo pri
reSevanju parcialnih diferencialnih ena&b 2.reda v 2. ali 3.dimenzijah s pri-
mernimi robnimi pogoji. Le pri posebno enostavnih oblikah teles oziroma plos¢
jih znamo eksplicitno izradunati. Z aproksimativnimi metodami dobimo vred-
nosti, za katere navadno ne moremo dolo¢iti velikost napake. Tu pa nam po-
magajo izoperimetri¢ne neenacbe: te nam namre¢ omogocajo oceniti tezko
izracunljive koli¢ine z laZe izracunljivimi.

~ Oglejmo si primer! Dokazati se da naslednji izoperimetri¢ni izrek: Od
vseh trikotnih membran z dano plo§¢ino ima membrana v obliki enakostranié¢-
nega trikotnika najniZjo osnovno frekvenco. Pri enakostrani¢nem trikotniku
imamo eksplicitno formulo za osnovno frekvenco. Za sploSen trikotnik take
formule ne poznamo. Torej nam more sluziti gornji izrek za oceno osnovne
frekvence trikotne membrane. Taka ocena ni brez prakti¢ne vrednosti. Zato so °
izoperimetri¢ne neenacbe zanimive tudi za inZenirja praktika.

V naslednjem si bomo ogledali nekaj vaznej$ih primerov izopermetri¢nih
neenacb ter metod, kako do takih neenacb pridemo.

Ena najvaZnej$ih metod je simetrizacija. To geometri¢no operacijo je
uvedel J. Steiner. Simetrizacija glede na dano ravnino X spremeni telo T
v telo T” s temile lastnostmi:
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