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VEKTORJI — VIR POMEMBNIH MATEMATICNIH
POJMOV

IVAN VIDAV

1. Vektorje si nazorno upodobimo z usmerjenimi daljicami v prostoru.
Dve daljici, ki sta enako dolgi in vzporedni v isto smer, upodabljata isti vektor.
Zato smemo zacetno tocko vektorja poljubno izbrati. Najée$ée jo vzamemo
v izhodiS¢u koordinatnega sistema. Druga krajis¢a vseh moZnih vektorjev opisejo
potem ves prostor.

Za racunanje z vektorji imamo veé osnovnih operacij. NasteJmo jih in si
oglejmo njih glavne lastnosti:

I. Sestevanje. Dva vektorja A in B enoli¢no dolodata vsoto A + B. Geome-
triéno je vsota A + B diagonala paralelograma, ki ima za nevzporedni stranici
sumanda A in B, in sicer tista diagonala, ki gre iz skupne zadetne tocke.

Vsota vektorjev ima obicajne lastnosti: komutativna je in asociativna.
Zato smemo vektorje sestevati v poljubnem vrstnem redu.

Razlika vektorjev A in B je tisti vektor C, za katerega je B + C = A.
Odstevanje je zmerom izvedljivo. Razlika A —B je druga diagonala v zgoraj
omenjenem paralelogramu. Konéno naj omenimo, da je vektor nié tisti vektor,
ki ima dolzino nié.

Bralec, ki pozna teorijo grup, bo takoj spoznal, da tvorijo vektorji pri se-
Stevanju Abelovo grupo.

Projekcije kakega vektorja na koordinatne osi pravokotnega koordinat-
nega sistema imenujemo komponente. Tri so: Ax na osi (x), Ay na osi (y) in
A, na osi (2). Na kratko zaznamujemo vektor A s komponentami Ay, Ay, A,
takole: A = (Ay, Ay, A;). Vsota dveh vektorjev je potem

A + B = (4x 4y, 4) + By, By, By) = (Ax + By, Ay + By, 4. + B,) (1)

Vsoto izratunamo tako, da seStejemo komponente.

II. MnoZenje z realnimi $tevili. Vektor A pomnoZimo s $tevilom a tako,
da pomnoZimo njegove komponente z a. Torej

alA = (aAx, ady, aA,) (2)
Dobljeni vektor ¢ A ima pri pozitivnem a isto smer, kakor A, pri negativ-

nem o pa nasprotno smer. DolZina vektorja a A je |a|-krat vedja kakor pri
vektorju A. Za mnoZenje z realnimi $tevili veljajo zakoni:

I

(a+ pA
(eh) A

aA+ A a(A+B)=acA +auB

I

a (8 A), 1. A=A, 0.A =0



III. DolZina vektorja je njegova absolutna vrednost. Absolutno vrednost
vektorja A bomo tu zaznamovali z || A ||. Absolutna vrednost ima pri vektorjih
podobne lastnosti kakor pri realnih ali kompleksnih §tevilih, namreé:

Lja+B|=|A]+[B]
2. | Al=lea]-[A]
3. JA]|=01le tje A=0.

Prva lastnost trdi, da absolutna vrednost vsote ni vecja od vsote absolutnih
vrednosti sumandov. Vsota je diagonala paralelograma s stranicama A in B,
dolZina diagonale pa je manj$a od vsote obeh stranic.

IV. Skalarni produkt. Vektorje moremo skalarno mnoziti. Skalarni pro-
dukt, ki je realno $tevilo, dobimo takole: Pomnozimo absolutno vrednost prvega
faktorja z absolutno vrednostjo drugega faktorja, dobljeni produkt pa Se s ko-
sinusom kota, ki ga vektorja oklepata:

AB=|[A|.|B|cosé
e je 0 kot med A in B. Skalarni produkt je komutativen in distributiven

AB=BA in (¢A+B)C=a(AC) + (BC)

Ce je skalarni produkt enak ni¢, faktorja pa oba od ni¢ razli¢na, stojita vek-
torja provokotno drug na drugem.

V. Vektorski produkt. Ta produkt je vektor, ki stoji pravokotno na obeh
faktorjih, njegova absolutna vrednost pa je plo$é¢ina paralelograma, ki ga tvorita
oba faktorja. Vektorski produkt ni kemutativen, pa¢ pa je distributiven:

AXB=—BXA, (¢cA)XB=a(AXB), A+B)XC=AXC +BXC

2. Pogosto pa imamo v matematiki opraviti z objekti, ki z njimi lahkc
podobno ra¢unamo kakor z vektorji. Oglejmo si le en primer. Vektor dolocajo
njegove tri komponente. Naravna je zdaj posplositev, da vzamemo namesto
treh n komponent, pri éemer je n $e poljubno, vendar fiksno naravno Stevilo.
Vsako mn-torico komponent x = (x;,x,..., xn) imenujemo lahko vektor v
n-razsenem prostoru. Vsoto dveh vektorjev x in y ter produkt vektorja x
z realnim Stevilom o definiramo po analogiji z (1) in (2) takole

x + Ya== (xl, Ly e e oy :En) + (yie Yas oo o yn) o (xl s Y Xy + Yas - 5 Tn + yll)

AX =@ (Ty, Loy .0y Xn) = (@ Xy, 4 Xy ..., A Ln)

Obe operaciji-imata iste lastnosti kakor pri navadnih vektorjih.-Zato pravimo,
da tvorijo vse n-torice realnih komponent linearni vektorski prostor.

Definicija. MnoZica elementov X tvori realen linearni vektorski prostor,
e moremo elemente te mnoZice seStevati in mnoziti s skalarnimi faktorji ter
de veljajo za te dve operaciji vsa radunska pravila (I) in (II) kakor za navadne
vektorje. Posamezne elemente. linearnega vektorskega prostora imenujemo
vektorije.

Poljubna elementa x in y iz mnoZice ¥ enoli¢no dolodata vsoto x +y,
ki je seveda element iz mnozice X. Vsota je komutativna in asociativna. Nadalje
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moremo vsak element x pomnoziti s poljubnim realnim $tevilom ¢. Produkt a x
je spet neki element iz ¥.

V naSem primeru zgoraj so elementi n-torice realnih $tevil.

Vektorje x,,X,, ..., X, iz prostora X imenujemo linearno odvisne, e eksi-
stira med njimi kaka zveza z obliko-

X ta,x,+...+axn=0 (3)

Koeficienti a,, a,, . .., an so realna §tevila, ki niso vsa enaka nié. V nasprotnem
primeru, ko take zveze ni, imenujemo vektorje x,, X,, . . ., Xy linearno neodvisne.

Dva navadna vektorja — zacetni toc¢ki obeh naj bosta v izhodi$¢u koordi-
natnega sistema — sta linearno odvisna, ¢e leZita na isti premici. Trije vektorji
pa so linearno odvisni, e leZe na isti ravnini. Stirje vektorji so zmerom linearno
odvisni.

Ce eksistira v vektorskem prostoru ¥ le konéno $tevilo linearno neodvisnih
vektorjev, pravimo, da je prostor X konéno razseZen. Najveé&je Stevilo linearno
neodvisnih vektorjev je dimenzija prostora. ‘

V navadnem prostoru so enotni vektorji na koordinatnih oseh linearno
neodvisni. Vsak vektor se da z njimi linearno izraziti: Prostor je tridimen-
zionalen.

V prostoru vseh n-toric so o¢itno linearno neodvisni vektorji

e, =(1,0,...,0), e, =(0,1,..,,0)..., e =(0,0,...1)

Vsak drug vektor x = (x;, x,, ..., xn) se da z njimi linearno izraziti
Xq=F le i TN e I EENSE R hie

Zato ima ta prostor n razseZnosti.

So tudi taki vektorski prostori, katerih dimenzija je neskonéno velika.
V njih eksistira poljubno Stevilo linearno neodvisnih vektorjev. V nadaljnjem
bomo obravnavali le konéno razseZne prostore.

Kot drugi primer vktorskega prostora si oglejmo matrike! Kvadratna
n-vrstna matrika je sestavljena iz'n? $tevil-elementov, ki jih zapiemo v n vrsti-
cah po n §tevil:

Q115 Qyzy + - Qin ‘
A= | @215 Q) - -, G2n ‘
ji QGny, Qn2, ..., Qnn
Na kratko zaznamujemo matriko A tudi takole: A = | aix || . Vse kvadratne ma-

trike z n vrsticami tvorijo linearni vektorski prostor. Vsota dveh matrik je
law || + | bix || = || @ik + bi ||

Torej matrike seStevamo tako, da seStevamo istoleZzne ¢lene v obeh sumandih.
Vsota je seveda spet n-vrstna matrika. Odstevamo pa matrike, ¢e odstevamo
istolezne ¢lene o

o || — 1 bie || = |] @i — i |



Matriko A pomno#imo z realnim Stevilom « tako, da pomnoZimo vse njene
¢lene z a. Torej
a| | = [ e

Brez posebnih teZav uvidimo, da imata se§tevanje matrik in mnoZenje z
realnim faktorjem iste lastnosti kakor pri navadnih vektorjih. Zato tvorijo vse
n-vrstne matrike linearni vektorski prostor. Dimenzija tega prostora je nZ
Zaznamujmo namreé z Ej matriko, v kateri stoji $tevilo 1 na kriZiS¢u i-te vrstice
in k-tega stolpca, povsod drugod pa so same ni¢le. Matrik Ei je n® in so ocitno
med seboj linearno neodvisne. Vsaka druga matrika A pa se da z njimi linearno
izraziti:

A=a,E,+a,E,+tayE,; +ayE;,+ ...+ amwEm

On tod sledi, da je m? razseZnost prostora, ki ga tvorijo vse matrike.

Matrike pa moremo med seboj tudi mnoziti. Produkt n-vrstnih matrik
A =|lai| in B = | bi | je n-vrstna matrika C = || cix || . Element cyx produkta
C = AB izradunamo po formuli

cik = @it bix + aig bex + ...+ ain bak

Torej dobimo cix tako, da pomnoZimo ¢&lene i-te vrstice matrike A s Cleni k-tega
stolpca matrike B. To pravilo je isto kakor pri mnoZenju determinant.

Produkt matrik je asociativen in distributiven. Velja torej
(AB)C =A (BC), (A+B)C=AC+ BC, (¢A)B=a(AB)

Teh pravil ni tezko dokazati, vendar bomo dokaz tu opustili. Pa¢ pa produkt
matrik ni komutativen. V spolinem matrika AB ni ista kakor BA. Preprost
zgled sta matriki

1,0 0,1
A= g B = ’
Potem je
0,1 - 0,0
AB = ‘0’0) BA = ‘0,0‘

tedaj AB # BA. Zato radunamo z matrikami kakor z navadnimi Stevili, le na
vrstni red faktorjev moramo paziti.

Ker je produkt AB v splosnem druga matrika kakor BA, razlika AB— BA
ni zmerom enaka nié. To razliko imenujemo komutator matrik A in B in jo

zaznamujemo z
[A,B]l = AB—BA

Komutator je seveda neka n-vrstna matrika. Ce je [A, Bl =0, je AB = BA.
Matriki A in B sta v tem primeru zamenljivi.

Za komutatorje veljajo tale ra¢unska pravila
1. [A, B] = —[B, 4] 2. la A+ BB,Cl=0a[A4,C]+ BI[B,C]
3. [4,[B,C]] + [B,[C, Al] +[C, [A,B]] = 0

O tem se prepri¢amo z lahkim ra¢unom.
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Ker smo za matrike definirali tri ra¢unske operacije: sedtevanje, mnoZenje
z realnim itevilom in mnoZenje matrik med seboj, tvorijo vse n-vrstne matrike
neko linearno algebro.

3. Doslej smo &tudirali le seStevanje vektorjev in mnoZenje z realnim Ste-
vilom. Pri navadnih vektorjih pa imamo $e druge operacije. Oglejmo si najprej,
kako je z absolutno vrednostjo!

Naj bo vektorski prostor X tak, da pripada vsakemu vektorju x neko po-
zitivno &tevilo, ki ga zaznamujmo z || x |. Torej je || x| = 0 za vsak vektor iz
prostora X. Stevilo |x | imenujemo normo vektorja x, &e ustreza pogojem
III. 1., 2., 3., to se pravi, Ce je

l

Lix+y|=|x|+]¥] 2. |lax|=la|.
3. x| =01e te je x=0.

| x

Prostor, v katerem je definirana norma, imenujemo normirani vektorski prostor.
Za zgled vzemimo vektorski prostor vseh n-toric realnih $tevil. Normo
vektorja x = (x,, s, - . ., &) definirajmo takole:

x| = Vx? ozt + Lt

Desna stran je posplositev formule za absolutno vrednost navadnih vektorjev.
Brez posebne tezave bi spoznali, da ta norma ustreza pogojem 1., 2. in 3. S to
normo tvorijo vse n-torice normirani vektorski prostor.

V normiranem vektorskem prostoru lahko govorimo o konvergenci za-
poredij. Zaporedje vektorjev x,, X,, . . . iz prostora ¥ konvergira proti vektorju x,
¢e pripada vsakemu ‘tevilu ¢ >0 tak ¢len zaporedja, da je od tistega clena
naprej stalno || x, —x | <<e. Konvergentno zaporedje ustreza tako imenovanemu
Cauchyjevemu pogoju: Vsakemu pozitivnemu Stevilu ¢ pripada tak ¢len za-
poredja Xy, da je || Xayp—Xa || <& za vsak pozitiven p. Pri realnih stevilih je
Cuachyjev pogoj tudi zadosten: Ce mu kako zaporedje ustreza, je konvergentno,
ima tedaj limito. V normiranih vektorskih prostorih pa to ne drzi vselej. Tak
vektorski prostor, v katerem je Cauchyjev pogoj zadosten pogoj za konvergenco
zaporedij, imenujemo poln. Normirani vektorski prostor, ki je poln, je Banachov
prostor, po poljskem matematiku S. Banachu, ki je med prvimi $tudiral njegove
lastnosti. :

4. Pri navadnih vektorjih poznamo skalarni produkt. Ali moremo tudi pri
nekaterih sploinih vektorskih prostorih uvesti skalarni produkt? Naj bo X
linearni vektorski prostor. Vsakemu paru vektorjev x,y naj pripada neko
realno &tevilo, ki ga zaznamujmo z (x/y). '

Ce ustreza $tevilo (x/y) pogojem
1. (x'y) = (¥/%), 2. (ax+By/e)=a(x/z2) +p (¥/z)
3. (x/x) =0 in (xx)=0 lezax=0

potem imenujemo (x/y) skalarni produkt vektorjev x iny.

Za zgled vzemimo vektorski prostor vseh n-toric. Ce sta x = (x4, %5, . - -, Tn)
in y = (Y4, Yo - - » Yn) Poljubna vektorja, definiramo skalarni produkt s formulo

xy)=x,9 T X2y, T ...+ Tatn
izraz (x/y) ustreza vsem zgoraj naStetim pogojem in je zato skalarni produkt.
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Skalarni produkt vektorja s samim seboj je pozitivno Stevilo. Pozitivni
drugi koren izraza (x/x) imenujemo normo vektorja x, tedaj | x [|* = (x/x). Tako
dolodeno $tevilo | x| ima vse lastnosti, ki jih zahtevamo od norme. Zato je
vektorski prostor, v katerem je definiran skalarni produkt, tudi normiran. Ce
je hkrati v smislu te norme poln in neskoné¢no razseZen, ga imenujemo Hilbertov
prostor. Ve¢ o njem glej v ¢lanku dr. F. Krizani¢a: Spektralna teorija linearnih
operatorjev v Hilbertovem prostoru. Obzornik IV, 149—160!

5. Navadne vektorje moremo med seboj vektorsko mnoZiti. Vektorski
produkt je neki vektor. Ali se da definirati vektorski predukt tudi v splo$neisih
vektorskih prostorih? Preden odgovorimo na to vprasanje, opnzorimo na na-
slednje dejstvo iz navadne vektorske algebre: Naj bodo A, B, C poljubni vek-
torji. Zmerom velja identiteta

AXBXC +BX(CXA) +CX(AXB)=0

Vrnimo se zdaj k splo$nim vektorskim prostorom!

Naj ko X linearri vektorski prostor s konéno razseZnostjo! Privzemimo, da
je dan kak predpis ali zakon, po katerem pripada vsakemu paru vektorjev x, y
enoli¢no neki vektor, ki ga zaznamujmo z [x,y]! Vektor [x,y] naj ustreza
pogojem

'S [ax+ﬂy,z]=a[x,z]+,6[y,z] 2. [X’y]—_‘——[y’x]
3. [X’ [yr z]] + [y, [Z, X]] + [Z, [X, y]] =0

Tu sta ¢ in f poljubni realni $tevili, x, y, z pa poljubni vektorii iz X. Vektorski
prostor, v katerem eksistira taka radunska operacija z navedenimi lastnostmi,
se imenuje Liejeva algebra, véasih tudi infinitezimalna grupa.

Operacija, ki priredi v linearnem vektorskem prostoru X vektorjema x
in y vektor [x, y], je posplositev vektorskega produkta pri navadnih vektorjih.
Iz primerjave s V. in z 1, 2., 3. namre¢ vidimo, da ima [x,y] iste lastnosti
kakor vektorski produkt A X B.

V razdelku 2. smo spoznali, da tvorijo vse n-vrstne matrike A = || ai |
linearno algebro z n* dimenzijami. Ker produkt matrik AB v sploinem ni ko-
mutativen, smo razliko AB — BA zaznamovali z [4, B] in jo imenovali komuta-
tor matrik A in B. Komutator se obnaSa prav tako kakor operacija v Licjevi
algebri (glej lastnosti komutatorjev). Od tod sklepamo: Vse n-vrstne matrike
tvorijo Liejevo algebro, ée definiramo operacijo [A, B] kot komutator AB— BA
dveh matrik. Zato bomo odslej v vsaki Liejevi algebri imenovali [x, y] korauta-
tor vektorjev x in y.

Tudi navadni vektorji tvorijo Liejevo algebro. Kakor vidimo, ni to edina
moZnost. Eksistirajo $e Liejeve algebre, ki imajo poljubno veliko razseZnost:
Liejeva algebra n-vrstnih matrik ima razseZnost n2 in n je $e poljubno naravno
Stevilo.

Povrnimo se k splodni Liejevi algebri X. Iz lastnosti 2. sledi, da je
[x,x]=0 4)
Nadalje je komutator linearen tudi v drugem faktorju

[x,ay-l-ﬁz]:a[x,y]-l—ﬂ[x,z] (5)



Osnovni vektorski prostor X je m-razseZen. Zato eksistira v njem n linearno
neodvisnih vektorjev ey, e,, ..., en, s katerimi se dajo vsi drugi vektorji linearno
izraziti. Poljuben vektor x iz X je tedaj

x=2x,¢ +x,e,+... txnen,

pri demer so xy, ... oy realna Stevila. Iz lastnosti 1. in enacbe (5) se vidi,
da moremo izracunati komutator dveh poljubnih vektorjev x in y, ¢e poznamo
komutatorje osnovnih vektorjev e, e,, ..., en. Komutator [e; ex] je neki vektor
prostora X in se tedaj linearno izraza z e, e,, . . ., en. Torej je

[ei, ex] = yikte, + yile, + ... T yuPen (6)

yi! so realna Stevila. Imenujemo jih strukturne konstante dane Liejeve algebre.
Le-te Liejevo algebro popolnoma dolodajo. Ce jih poznamo, lahko po formuli (6)
izratunamo komutatorje osnovnih vektorjev, zaradi bilinearnosti pa tudi ko-
mutator dveh poljubnih vektorjev prostora X.

Strukturnih konstant ;" bi bilo na prvi pogled n?, ker indeksi i, k, r lahko
zavzamejo vse vrednosti od 1 do n. Vendar so nekateri yi" enaki ni¢, nekateri
pa med seboj odvisni. Zato jih je manj. Ker je namrec [e;, ex] = — [ex, ei] in so
vektorji e; med. seboj neodvisni, vidimo iz enacbe (6), da je

yiK" = — yki’ O]

Tako je n. pr. yi* = 0 za vse indekse i in r. Nadaljnje zveze med strukturnimi
konstantami dobimo iz lastnosti 3. Najprej izra¢unamo

[e;, [ex el]] = (2 yit yir') €, T (Zyuf i) e, + ...+ (2 yif yu) en

Na desni seStevamo povsod na indeks r, in sicer od 1 do n. Upostevajo¢ 3.,
dobimo od tod

3yt yiS + 2y’ e + 2yt yns = 0 (8)

To so nadaljnje zveze, ki jim zado§éajo strukturne konstante yi’.

Ce izberemo $tevila yi* tako, da ustrezajo zvezam (7) in (8), so ta Stevila
strukturne konstante neke abstraktne n-dimenzionalne Liejeve algebre. Z enad-
bami (6) definirani komutator zado$¢a pogojem 1., 2., 3., ker ustrezajo Stevila
vik® zvezam (7) in (8).

Najpreprosteja Liejeva algebra ima dve dimenziji. Ce niso vsi komutatorji
enaki ni¢, lahko v tem primeru osnovne vektorje tako izberemo, da je

[e;, e;] = e,

Naj bosta x = x;e, + x,e, in y =1y, e, +y,e, poljubna vektorja. Njun ko-
mutator je

%yl =[x,e T x,e,y e Ty,e] = (x;y.—x,Y;) e

Vidimo, da leZe vsi komutatorji na vektorju e,.



Navadni vektorji z vektorskim produktom kot komutatorjem tvorijo tri-
razsezno Liejevo algebro. Vzemimo za osnovne vektorje enotne vektorje na
koordinatnih oseh: i, j, k. Vektorski produkti le-teh so

iXj=k jXk=i, kXi=j
Strukturne konstante so v tem primeru
Yut = V' = 5" =0, Yt =yt =0,  pf =0 =
Yol =ys® =0, Y12® = Past = vyt =1

V naslednjem si bomo 3e na kratko ogledali enega izmed osnovnih pro-
blemov v teoriji Liejevih algeber.

Dana je neka abstraktna Liejeva algebra ¥. Naj pripada vsakemu vek-
torju x prostora ¥ neka n-vrstna matrika X, ki jo imenujemo slika elementa x!
Ta upodobitev vektorjev na matrike naj bo taka, da pripada vsoti x + y vsota
ustreznih matrik X + ¥, vektorju a x (o je realno stevilo) matrika o X, komuta-
torju [x, y] pa komutator ustreznih matrik [X, Y] = XY — Y X! Tako upodobitev
z matrikimi imenujemo linearno reprezentacijo abstraktne Liejeve algebre. Re-
prezentacija je zvesta, ¢e se vsak od nié¢ razli¢en vektor upodobi v matriko, ki ni
enaka nié. Pri zvesti reprezentaciji se dva razliéna vektorja upodobita v-dve
razliéni matriki. Zdaj nastane tole vprasanje:

Ali ima vsaka abstraktna Liejeva algebra kako zvesto linearno reprezen-
tacijo z matrikami?

Odgovor je pritrdilen: Vsako Liejevo algebro je mogoce zvesto upodobiti
z matrikami. Takih reprezentacij je celo nesteto.

Prvi je postavil gornje vprasanje S. Lie (1842—1899), norveski matematik,
po katerem se te algebre imenujejo. Izrek pa je dokazal Sele 1. 1934 ruski ma-
tematik I. Ado, in sicer z algebrai¢nimi metodami. Vendar je imel njegov dokaz
Se nekatere pomanjkljivosti. Pozneje (1938) je E. Cartan ponovno dokazal izrek,
uporabljajo¢ pri tem transcendentne metode.

Za zgled vzemimo navadne vektorje. Po gornjem izreku se dajo vektorji
tako upodobiti z matrikami, da preide vektorski produkt v komutator ustreznih
matrik. Eno tako upodobitev dobimo, ¢e priredimo enotnim vektorjem na
koordinatnih oseh, t. j. vektorjem i, j, k, matrike

) 0’ O I

} K )

0,01 0
= 0,0,0 J = 0,0 1
-1, 0,0 —-1,0,0

S kratkim radunom preverimo, da je res
1IJ—JI = K, JK—KIJ =1, KI—IK=1J

Vektor A = (A, Ay, A;) se potem upodobi v matriko Ay I + Ay J - A, K.

6. Studij Liejevih algeber pa ni pomemben le zaradi njih samih, temvec
predvsem zaradi povezave s teorijo Liejevih grup. Kajti vsaki Liejevi grupi
pripada neka Liejeva algebra in narobe: vsaka Liejeva algebra doloda neko
(lokalno) Liejevo grupo.

Kaj pa je Liejeva grupa? Glede abstraktne definicije Liejeve grupe glej
¢lanek F: Krizani¢a: Peti Hilbertov problem, ki je izfel v Ozborniku IV, 119—121!
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S. Lie sam je proudeval predvsem zvezne transformacijske grupe. Oglejmo si
razmere v dveh dimenzijah, to je v ravnini! Naj bosta x, y pravokotni koordi-
nati kake to¢ke! Enoli¢ni funkeciji

r=u(xY,0,0,...0), Y =0 (x,Y,0,a,...0a) ' )]

dolodata neko transformacijo ravnine (xy) vase: Tolka (x,y) se transformira
v to¢ko T’ (x’, ¥’), ki ji dobimo koordinate iz enaéb (9). Funkciji u in » naj bosta
zvezni in enacbi (9) enoli¢no resljivi na x, y! Konstante a,, a,, . . ., an, imenujemo
jih parametri, naj imajo na nekem polju Se poljubne vrednosti. Zato enacbi (9)
ne dolodata ene same transformacije, temveé neskonéno mnogo. Za vsak sistem
vrednosti parametrov a,, a, . . ., @ po eno. Zaznamujmo skupnost vseh teh trans-
formacij z .

Napravimo v ravnini zaporedoma dve transformaciji iz mnozice : Tocka
T (x,y) preide po prvi transformaciji v tot¢ko T’ (x’,y’), le-to pa preslikajmo
v totko T” (x”,y"), in sicer s transformacijo iz @, ki pripada vrednostim para-
metrov b, b,, ..., by; torej

=L (13,, y,’ b17 b2, DY) bn)’ y” =70 (Q,, y,3 b19 b;r DR bn) ' (10)

Prehod od to¢k T na T” (x” y”) je spet neka transformacija ravnine, ki pa v splos-
nem ni veé iz mnozZice &. To transformacijo imenujemo produkt prve in druge
transformacije.

Ce pa enacdbi (9) razre§imo na x in y, dobimo tako imenovano inverzno
transformacijo. Le-ta prevede sliko T” v prvotno to¢ko T nazaj.

Mnozica @ tvori grupo transformacij, ée je a) produkt poljubnih transfor-
macij iz ® spet neka transformacija iz ® in & so b) vse inverzne transforma-
cije v &.

Produkt dveh transformacij dobimo, e v enacbi (10) vstavimo za x’,y
izraza (9). Ce je & grupa, je produkt neka transformacija iz &. Naj bo tista,
ki pripada vrednostim parametrov c,, c,, ..., Cn:

”

r =1u (33, Y, C15 Cys v o oy Cn) [ y” = (l‘, Y, C15 Cos v v oy Cn)
Parametri c,, ¢, . . .,y S0 seveda odvsini od parametrov obeh faktorjev:
Cr = fr (@, Qs ooy @0y by, by br),  T=1,2,..,1 (11)
Ker je tudi inverzna transformacija v &, dobimo z resitvijo enacb (9)
4 ’
X = u(x:y,’cncz’”"cn), = v(x:'y/’cncm---,c“l)
Tudi tu so ¢, C,, . . ., ¢n 0dvisni od zacetnih parametrov:
cr=9r(a;, 00 ..an), T=12,...,n (12)
Vsaka grupa ima tudi identi¢no transformacijo 2’ = x,y" = y. Naj bo (9)
identi¢na transformacija, ¢e je a;, = a,=... = ap = 0!
Grupa @ je pravzaprav karakterizirana s funkcijami f, in g, ki dolo¢ajo
parametre produkta in inverzne transformacije. Ce so vse te funkcije analiti¢ne,
to ‘se pravi, da se dajo razviti v konvergentne potencne vrste parametrov, se

imenuje & Liejeva grupa. Ker je n parametrov, je ¢ n-dimenzionalna Liejeva
grupa.



Preprost zgled Liejeve grupe so vrtenja ravnine okrog izhodis¢a koordinat-
nega sistema. Transformacije se tu glase

¥ =xcosa—ysina, Yy =xsina -+ ycosa

a je kot, za katerega smo zavrteli ravnino okrog izhodigéa. Oéitno tvorijo vsa
vrtenja enoparametri¢no Liejevo grupo: Ce zavrtimo ravnino za kot « in nato
Se za kot f, doseZemo isto, kot ¢e zavrtimo enkrat ravnino za kot y=a-+p.
Ce pa najprej zasuemo ravnino za kot a, potem pa za kot — o, ima na koncu
ravnina spet zacetno lego. Funkciji f in g se zato tu glasita

f(a,ﬁ)=a+/33 g(a)=_a

Obe sta analiti¢ni. Zato tvorijo vrtenja Liejevo grupo.

Vsa vrtenja prostora okrog izhodisda koordinatnega sistema pa tvorijo
tridimenzionalno Liejevo grupo. Homogena ortogonalna transformacija v pro-
storu ima namrec¢ 9 koeficientov. Med njimi pa je est zvez, tako da so le trije
koeficienti neodvisni. Ker tvorijo oitno vsa vrtenja grupo, je to tridimenzio-
nalna Liejeva grupa.

Pri splosni Liejevi grupi se dajo funkcije f, in g razviti v konvergentne

potenéne vrste. Ce je b, = b,... = by = 0, je drugi faktor v produktu identi¢na
transformacija: x” = a’, y” = y'. Torej so parametri produkta enaki para-
metrom prve transformacije ¢, = a,, ¢, =a,, ..., ca = an. Od tod sledi

fr(a, @y ..., 04, 0,0,...,0) = a;
Prav tako pa dokaZemo, da je
f:(0,0,..,0,b,,b,,...,by) = b,
Ce torej razvijemo funkecije fr po potencah parametrov a; in by, dobimo vrste

li :
z obliko fr=a+b+Sanfaibg +... (13)

Na desni so s pikami naznaeni &leni z vi§jimi potencami parametrov.

Produkt dveh transformacij v splofnem ni komutativen, kar se vidi Ze
pri linearnih transformacijah. Zato se funkcije fr v splo§nem spremene, ée med
seboj zamenjamo parametre g; in bi. Koeficienta i in oy’ tedaj nista med
seboj enaka. Oglejmo si diference

yit = ok’ — i’ (14)

Ocitno je yi" = — yii’. Paé¢ pa je produkt transformacij asociativen. Od tod se
dajo dokazati naslednje zveze med &tevili yu’:

2y yi + 2y v + Zyal ypS = 0

Primerjajoc te zveze z ena¢bami (8), vidimo, da so yii* strukturne konstante neke
Liejeve algebre. Zato pripada vsaki Liejevi grupi & neka Liejeva algebra. V po-
sebnem primeru, ko je & grupa vseh vrtenj prostora okoli izhodi$¢a koordinat-
nega sistema, je ustrezna Liejeva algebra navadna vektorska algebra z vektor-
skim produktom kot komutatorjem.

Na koncu bodi omenjeno, da je teorija Liejevih grup tisto podro¢je sodobne
matematike, kjer se kriZajo najpomembnejse smeri raziskovanja: algebra, topo-
logija in funkcionalna analiza.
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ELASTICNOST — PLASTICNOST — VISKOZNOST
FRANC CVELBAR

Navajeni smo, da lo¢imo snovi na trdne, tekole in plinaste, zato niti ne
premigljujemo dosti, ali se da ta klasifikacija res povsod izvesti. Vendar pa
vsak dan sredujemo snovi, kot so testo, maslo, sir, razni bitumeni, marmelada,
lonéarska glina, oljne barve, kislo mleko itd., za katere bi na vpraSanje, ali so
tekode ali trdne, le s teZavo odgovorili. Po obéutku bi jih postavili nekam med
trdne snovi in tekoédine. Zato, da se nam ne bo treba zanaSati na obcutke,
moramo premisliti, kakine meritve lahko pomagajo pri presoji.

§ 1. Trdne snovi

Ugotovimo najprej, kako se spreminjajo napetosti v snovi, ée jo deformi-
ramo. Pravimo, da je snov idealno trdna (elastiéna), kadar obstaja enoli¢na zveza
med tenzorjem napetosti in tenzorjem deformacij.! Vsa nasa nadaljnja obravna-
vanja bodo veljala za primer, ko sta izmed komponent tenzorja deformacij
od ni¢ razlidna samo exy = &yx, Ki ju bomo zaznamovali kar z ¢; ustrezni kom-
ponenti tenzorja napetosti pa bomo pisali s 0. Omenjeno funkcijsko zvezo bomo
torej zapisali takole:

& = ¢ (0) (1)

Slika te funkcije naj se na kratko imenuje diagram ¢ (o) (slika 1 a).

Pogosto, zlasti ¢e deformacija ni. prehuda, lahko ra¢unamo s Hookovim
zakonom, to je s sorazmernostjo

6=2Ge (2)

pri éemer je G strizni modul. Snov, ki se pokorava temu zakonu, se imenuje
Hookova snov.

Ko pravimo, da je pri idealni trdni snovi ¢ enoli¢no odvisen od o, zahte--
vamo tudi, da mora deformacija nastopiti takoj, ¢im nastopi napetost. Ce ostane
napetost konstantna, se tudi deformacija ne sme ve¢ spremeniti. Deformacija
mora biti neodvisna od tega, ali telo obremenjujemo ali razbremenjujemo.
Oglejmo si to na diagramu ¢ (t) (slika 1b)! Ta slika kaZe odvisnost deformacije
od &asa za primer, ko nastopi napetost hipoma (pri ¢ = 0) in hipoma (pri ¢ = to)
spet odneha, medtem ko je vmes konstantna. V danem primeru dobimo na sliki
pravokotno odsekano ¢rto.

Idealni trdni (elasti¢ni) snovi se zelo dobro pribliZzujejo razna stekla (pri
ne previsoki temperaturi), precej dobro pa tudi nekatere kovine (n.pr. jeklo),
&e le napetosti ne prekoradijo dolotene meje. Pri steklu je ta meja dolotena
z napetostjo zloma, pri jeklu pa z mejo plasti¢nosti.

Resni¢ne elasti¢ne snovi se ne pokoravajo natanéno zgornji shemi. Pri
kaveéuku in v majhni meri véasih tudi pri kovinah opazimo pojav zakasnele
(retardirane) deformacije. Ko na kavéukovo vrvico obesimo utez, ne doseZe takoj
polnega raztezka, ampak.3e nekaj fasa leze (Crtkano na sliki 1b). Ko uteZ
odstranimo, deformacija le podasi izgineva. Vzrok za pojav zakasnele deforma-
cije je notranje trenje, ki pride posebno do izraza pri snoveh iz velikih molekul.
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§ 2. Tekodéine *

Tekodine se od trdnih snovi najbolj lo¢ijo po tem, da v njih ni striznih
napetosti, kadar mirujejo. V mirujoéi tekoé¢ini je ¢ = 0, ne glede na to, kako
smo tekocino prej deformirali. Samo takrat, ko tekodina tede, torej ko jo ravno
deformiramo, je lahko o# 0. Pri pristnih teko¢inah je tenzor striznih hitrosti
enolié¢no odvisen od tenzorja napetosti. Zapi§imo spet samo enaébo za najbolj
preprost primer: '

e = ¢ (0) (3)

kjer pomeni £ = éxy = éyx deformacijsko hitrost. Namesto diagrama ¢ (o), ki ga
rabimo pri trdnih snoveh, nari§emo za teko¢ino diagram ¢ (6) (sl. 1¢). Oglejmo si

£

3 /
g
4

/
a / b
]
elasti¢na \
snov \
N
0 d 0 6 t
£ 3
4 d
viskozna
tekodina
1
o g 0 ¢, t
£ ‘
1
e \ f
plasti¢no N
elasti¢na i f— -
snov
€.
B 1
0 [/ a 4] t ¢
€ €
\
\
h
) \

AN
viskozno ~
elasti¢na ==

snov
1
4] o [ ; ¢

Sl. 1. Diagrami ¢ (o) oziroma é(d) ter ¢ (t) za razlitne tipe snovi
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3e diagram e (t) (sl.1d)! Pri konstantni strizni napetosti raste deformacija
linearno s ¢asom. Kakor hitro pa napetost poneha, se teko¢ina tudi ne more
veé dalje deformirati; ¢ ostane potem nespremenjen. Po navadi lahko ra¢unamo
s sorazmernostjo

o=2n¢ (4)

kjer pomeni 7, viskoznost. Tekotine, pri katerih velja ta. sorazmernost, se
imenujejo Newtonove tekocine.

7 elasti¢nimi telesi se ukvarja elastomehanika. Idealne tekodine so predmet
hidrodinamike. Nova veja mehanike, reologija, pa obravnava razmere v snoveh,
ki niso niti prave tekoéine, niti idealne trdne snovi. Reologija je torej nauk
o deformaciji in toku realne materije vseh vrst, med katerimi sta idealna te-
kotina in idealna trdna snov samo ekstremna primera, ki sta bila matematiénim
prijemom najprej dostopna.

§ 3. Plastiéne snovi

Poleg elasti¢ne deformacije in viskoznega toka poznamo $e plasti¢no de-
formacijo. Viskozni tok nastane pod vplivom Se tako majhne napetosti; pla-
stitna deformacija pa nastopi Sele, ko napetost prekoraci doloteno mejo,
namreé mejo plastiénosti (op1). Diagram ¢ (o) (sl. 1e) se pri plastiéni deformaciji
razlikuje od slike 1c le v tem, da krivulja ne izhaja iz koordinatnega zacetka,
ampak iz totke na abscisi pri o = op. Ce je zveza med deformacijsko hitrostjo
in napetostjo linearna, torej

e= (0—op)/27 ' 5)

pravimo, da je snov idealno plastiéna (Binghamova plasti¢na snov). Diagram
¢ (t) za plasti¢no snov je podoben kot pri tekoéini, e je o > oy

Dober primer plastiéne snovi je glina. Njena meja plasti¢nosti je tako visoka,
da svezi glineni izdelki kljub lastni tezi Se obdrzijo obliko. Pri obdelovanju pa
z malo ve&jimi napetostmi dose’emo trajno deformacijo. Lahko refemo, da so
bili stari londarji pri iskanju ¢imboljse gline pravi reologi.

7 opisanimi reologkimi prvinami — elasti¢no deformacijo, plasti¢no de-

formacijo in viskozno deformacijo se dajo vsaj za silo opisati ostali vmesni tipi
snovi. Sem spadajo predvsem plasti¢no elastiéne in viskozno elasti¢ne snovi.

§ 4. Plasti¢no elasti¢ne snovi

Plasti¢no elastiéna deformacija nastopa pri skoraj vseh elasti¢nih snoveh,
%e napetost preseZe mejo plasti¢nosti, razen &e ne nastane prej zlom (kot pri
steklu). Pod vplivom preobremenitve poprej elasti¢na snov stece, zaradi Cesar
deformacija pri konstantni napetosti s ¢asom nara$ca. Ko obremenitev odstra-
nimo, nastopi navadno pojav retardacije (na sliki oznafeno ¢rtkano); povrnitev
pa je v tem primeru vsekakor le delna (slika 1{). Ce plasti¢no elastino snov
obremenimo le za kratek ¢as, se nam bo zdela elasti¢na; Sele po dolgotrajnejsi
obremenitvi bomo opazili plastiéno deformacijo. Ta pojav lahko opazimo pri
Zestrogelnem telesu v obliki prostorskega kriza, ki ga zgnetemo iz kruhove
sredice. (Velikost naj bo cca. 1,5 do 2 cm). S poCasnim gnetenjem lahko tako
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telo. popolnoma preoblikujemo; e pa ga z vso silo tre§¢imo ob tla, odleti kot
Zoga in na njem sploh ne moremo opaziti deformacije. Plastiéno elasti¢na je
tudi marmelada. g

Pod vplivom trajne plasti¢ne deformacije nastanejo obi¢ajno tudi spre-
membe reologkih lastnosti. Merjenec, s katerim smo delali prvo meritev, nam
pri ponovitvi ne da ve¢ istih rezultatov. Tudi ni vseeno, za koliko smo pre-
koracili mejo plastiénosti. O tem nam pri¢a sl. 2, ki kaZe odvisnost trajne
deformacije e plasticno elasticnega telesa od ¢asa pri razliénih napetostih
(0, <o, < o).

Krivulja za o, predstavlja primer, ko doseZe e (t) po daljsem &asu neko
limitno vrednost (primer omejene deformacije). — Imamo torej pojav, da pri
konstantni napetosti deformacijska hitrost s ¢asom pojema. Pri o, pa je si(t)

linerna funkcija Casa; torej je & konstantna ves &as opazovanja. Krivulja

Za o4 ponazarja primer, ko e (t) s ¢asom narasca. V obeh zadnjih primerih lahko
dobimo pri konstantni napetosti neomejeno veliko deformacijo, ¢e je le &as
dovolj velik.

3 %
%
[+1
[ t
Sl 2. Casovni potek trajne deformacije plasti¢no elasti¢ne snovi pri razliénih
obremenitvah.

V mnogih snoveh nastane prej zlom, kot pa doseZemo vse omenjene vrste
plasti¢énih deformacij. Pri jeklu, bakru, aluminiju itd. imamo primer omejene
deformacije, pri svincu pa lahko opazujemo pojav neomejene deformacije.
Omejena deformacija je posledica dejstva, da se pri teh snoveh zviia meja
plasti¢nosti, ko jih plasti¢no deformiramo.

Ce plasti¢no deformacijo vetkrat ponovimo (za kar je potrebna vsakokrat
vija napetost), se podroé¢je elasti¢nih lastnosti takih kovin znatno poveda, saj
se kovina vse do nove meje plasti¢nosti obnasa elasti¢no. V tem ti¢i pomen
hladnega utrjevanja kovin. Podoben proces se dogaja pri poliranju kovinskih
povrsin. Zaradi visokih napetosti nastane trajna deformacija kovine ob povrsini.
S tem pa se spremenijo tudi njene reoloike lastnosti (obi¢ajno je polirana
povrsina tr8a od nepolirane). Tudi maslo in sir pod vplivom napetosti otrdita.

V primeru, da se meja plasti¢nosti po opravljeni plasti¢ni deformaciji
zniZa, imamo namesto utrjevanja (kot prihladnem obdelovanju kovin) —
mehcanje. Snov postane za deformacijo manj odporna.

Ce se viskoznost snovi zaradi deformacije zmanjSa in se po preteku do-
lo¢enega -Casa v neobremenjenem stanju spet zveda, pravimo, da je snov
thiksotropna. Taka snov je kislo mleko. Ce ga podvrZzemo majhnim obreme-
nitvam, kaZe elasti¢ne lastnosti. Ko napetost prekoraéi dolo¢eno vrednost, na-
stopi plasticna deformacija — pri tem pa postaja mleko vse bolj tekode. Ce
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tak$no mleko potem pustimo dalj ¢asa neobremenjeno, se pocasi strjuje in
njegove reoloske lastnosti se priblizujejo tistim, ki jih je imelo mleko pred
poskusom.

Thiksotropne snovi so tudi ¢rnila v kemié¢nih svinénikih ter tiskarska
érnila. Pod pritiskom so tekofa, ko pa napetost odstranimo, otrdijo. To je
v tiskarstvu zelo pomembno, ker na ta nadin ni treba ¢akati, da se barva osusi.
Tudi oljne barve spadajo sem. Dobra barva se lepo vlece; ko pa z barvanjem
prenehamo, otrdi. Ta sprememba je dovolj pocasna, da se sledovi copica lahko
zalijejo, vendar pa zadosti hitra, da barva med otrjevanjem ne odteée z navpic-
nih ali nagnjenih povrsin.

§ 5. Viskozno elastiéne snovi

Pri viskozno elastiénih snoveh nastopi trajna deformacija Ze pri naj-
manjsih napetostih, ¢e le trajajo dovolj dolgo. Pri kratkotrajnih obremenitvah
pa se take snovi obnaSajo kot elasti¢ne.

To najlepe vidimo pri silikonskem gumiju. Ce ga pustimo v posodi
dovolj casa, se razleze kot tekocina in zavzame obliko posode, pri metanju ob
tla pa odskakuje kot Zoga.

Vsa stekla, razne smole, bitumeni in podobne snovi postanejo viskozno
elasti¢ne, ée jih segrejemo do temperature, pri kateri se komaj za¢nejo mehéati.
Steklena palica pri tej temperaturi prav pocasi leze, kot kaka moéno viskozna
tekodina. Ce pa palico le na hitro obremenimo in takoj spet popustimo, se véde
podobno kot pri navadni temperaturi: nalahko se vda (kot kaka vzmet) in
odskodi skoraj do prvotne lege, ko sila popusti.

Viskozno elasti¢ne lastnosti kaZe tudi razreddena raztopina -Zelatine. To
pokaZemo tako, da ji primeSamo Zeleznih opilkov, ki jih premikamo z nehomo-
genim magnetnim poljem. Ko magnetno polje odstranimo, skoé¢ijo opilki za
malenkost nazaj, preden se ustavijo — torej kakor da bi bil vsak opilek privezan
S prozno vrvico.

Diagrama ¢ (o) in ¢ (t) za viskozno elasticne snovi nam kaZeta sliki 1g
in 1h, in sicer za primer, ko se pokaZe Se pojav zakasnele deformacije. To se
kaZe ved ali manj pri vseh viskozno elasti¢nih snoveh.

§ 6. Modeli

Zakasnelo elastiéno deformacijo, plastiéno, viskoznoelasti¢no in tudi pla-
stiéno elastiéno deformacijo lahko pribliZno ponazorimo s preprostimi mehan-
skimi modeli.

Model za zakasnelo elasti¢no deformacijo je sestavljen iz paralelno vezane
elastiéne vzmeti in tekocinskega dusilca (slika 3). Ce zgornji konec modela
vpnemo, spodnjega pa obremenimo s silo F, prevzame del te sile dusilec, del pa
elasti¢na vzmet, torej F = Rdx/dt + kx, pri ¢emer je x odmik spodnjega konca,
k koeficient vzmeti, R pa koeficient upora, ki je znacilen za dusilec (velja naj
linearni zakon upora). Analogno poskusimo opisati vedenje elasti¢ne snovi, pri
kateri se kaZe zakasnitev, z enacbo

0=277§+2Gs (6)
dt



Pri pogoju, da model ob ¢asu t = 0 podvrzemo napetosti o, ki jo drZimo potem
konstantno (kot je to veljalo za vse naSe diagrame ¢ (t), dobimo za ¢asovni potek
deformacije naslednji rezultat (primerjaj s sliko 1b)

£ () = (o/2 G) (1—e—th) @

Pri tem je v = #/G, tako imenovani zakasnitveni &as (¢asovna konstanta). Pri-
merjaj n. pr. polnjenje kondenzatorja skozi upor!

Po odstranitvi napetosti se telo vrada v prvotno stanje po enaébi
e (t) =g, e tl7 (8)

kar kaZe, da po preteku dovolj dolgega ¢asa deformacija izgine. (Primerjaj

praznjenje kondenzatorjal)
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SL 3. Model, ki kaZe zakasnelo deformacijo
'Sl. 4. Maxwellov model viskozne elasti¢ne snovi in ustrezni diagram ¢ (t)
Sl. 5. Model, ki prikazuje vedenje viskozno elastiéne snovi z zakasnitvijo

Iz enacbe (7) sledi tudi, da je
E() = (2n)e ©

Ce opazujemo snov, ki nam jo ponazarja na$§ model, le malo &asa (t « 7), se bo

zdela ¢ (t) kot premica z naklonom & = 0/2 7. Izgledalo bo, da imamo opraviti
s tekocino z viskoznostjo 7. Za ugotovitev, da je snov retardirano elasti¢na,
jo je treba opazovati v Casu, ki je vedji od 7.

Maxwellov model za viskozno elasti¢no snov je sestavljen iz vzmeti in
-dusilca, ki sta vezana zaporedno (slika 4a). Ce smo spet obesili ute?, deluje ista
sila na oba elementa modela. Odmik spodnjega konca je enak vsoti podaljskov
vzmeti in duSilca, torej x = (F/R)t + F/k. Podobno si mislimo pri viskozno

16



elasti¢ni snovi celotno deformacijo sestavljeno iz viskozne in elastiéne de-
formacije, torej

)= (0/27)t+ 1/2G) o (10)

(primerjaj s sliko 4b!). Viskozno elastiéne snovi, za katere velja ta enacba,
se imenujejo Maxwellove snovi (viskozno elasti¢ne snovi, idealizirane z Max-
wellovim modelom).

Ko model obremenimo, se najprej raztegne vzmet, nato pa s hitrostjo
e = o/2 7 naraSca viskozna deformacija (sl. 4b). Ko uteZ odstranimo, se vzmet
skréi, bat v dusilcu pa ostane na miru. Tako vidimo, da se vede Maxwellova
snov pri kratkotrajni obremenitvi (¢t » #/G) kot elastiéna. Ce se t « %/G, se
vede snov kot viskozna. Ce pa je t pribliZzno enako velik kot #/G, pridejo do
izraza tako viskozne kot elasti¢ne lastnosti.

Vedina realnih viskoznoelasti¢nih snovi se ne pokorava Maxwellovemu
modelu, ker nastopa pri njih elasti¢cna deformacija z zakasnitvijo.

Boljsi model za realno viskozno elasti¢no snov kaZe slika 5, kjer smo vzeli
dva tekocinska dusilca, enega vzporedno z vzmetjo in drugega zaporedno.
¢ (t) za tak model ima obliko

e(t) = (0/2n)t + (6/2 G) [1 — exp (— Gt/n,)] (11)
za Cas, dokler napetost traja, oziroma
& (t) = (0/2ny) t, + (0/2 G)[1 — exp (— Gt,/n,)] exp (— Gt/n,) (12)

za ¢as po odstranitvi napetosti, kjer pomeni t, ¢as trajanja cbremenitve. Re-
zultat (12) se da kar dobro prilagoditi vedenju resni¢nih viskozno elasti¢nih
snovi (sl. 1h).

Model za idealno plastiéno snov je tekoéinski dusilec, pri katerem se bat
zatika zaradi trenja. Bat se ne premakne, dokler obremenitev ne preseZe neke
meje. Najprej se vse dogaja tako kot pri viskoznem toku. Za ponazoritev pla-
sti¢no elasti¢ne deformacije je treba v Maxwellovem modelu (oziroma v modelu
sl. 5) spodnji dusilec nadomaestiti z dusilcem, ki se mu bat zatika.
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RADIOAKTIVNOST OZRACJA
ALOJZ KLINE

V zadnjem casu beremo v dnevnem &éasopisju mnoga poroéila o radio-
aktivnih snoveh v ozradju in o radioaktivnih padavinah. Pri tem mislimo vedno
na umetno radioaktivnost atmosfere, ki jo povzrocajo razcepni produkti vedno
pogostej§ih poskusnih eksplozij jedrskega orozja. Te eksplozije pa niso edini
vir radioaktivnosti v zraku, ker so navzoCe $e naravno radioaktivne snovi.
S posebnimi metodami lahko merimo in tudi razlo¢ujemo obojno radioaktivnost.
V naslednjem si bomo ogledali te metode in rezultate nekaterih meritev,* pri
éemer pa bomo najprej obravnavali samo naravno radioaktivnost ozraéja in
potem posebej umetno.

1. Naravna radioaktivnost ozra¢ja. Povsod v zemlji je nekaj urana in
torija. Oba razpadata preko precej dolgih verig vmesnih radioaktivnih izotopov.
Med vmesnimi ¢leni sta tudi radioaktivna Zlahtna plina radon (Em?2??) in toron
(Em??%), ki lahko pronicata v ozraéje. Pronicanje je odvisno od sestava zemeljske
plasti, od meteoroloskih pogojev in koné¢éno tudi od razpolovnih &asov obeh
izotopov. Aktivni potomeci radona in torona oddajajo Zarke alfa, beta in gama.
Napi§imo uranovo radioaktivno druzino od radija naprej!

o o « g B o B B o
Ra—)Rn—>RaA—->RaB—>RaC—>RaC/—>RaD—>RaE—>RaF—>RaG = Pb?%¢ (stabilen)

0,040/0 / B

RaC”

Radonovi potomci RaA, RaB,...RaG, ki so izotopi polonija, svinca,
bizmuta in talija, se obnaSajo povsem drugade od svojega plinastega prednika.
Kmalu po nastanku se usedejo na suspendirane prasne delce — imenujemo jih
aerosole —, katerih je v zraku vedno dovolj. Ravno to zelo olaj$a merjenje
teh snovi, ker jih lahko nakopi¢imo, s tem da jih poberemo iz vecje mnoZine
izraka s primerno filtrirno napravo. Neposredno merjenje zra¢ne radioaktivnosti
pa bi bilo zaradi njene majhnosti veliko bolj teZavno. Mnozina dobljenih po-
tomcev radona pokaZe tudi, koliko je bilo v zraku radona samega, ¢eprav je ta
usel skozi filter.

Na ta nacin so koncentracijo radona dolodili Ze v zadetku tega stoletja
razni raziskovalcil"2. Vrednosti, ki so jih dobili, so bile med 2.10—!! in
2.10—1° C/m? (curiejev na m? zraka). Vidimo, da gre za zelo majhne aktivnosti.
Udobno jih lahko merimo le, ¢e zberemo aktivni prah iz veéje mnozine zraka
(1 do 10 m?®) na povr§ini nekaj cm?.

Merilne metode se razlikujejo po nacinu zbiranja. Najveckrat uporabljamo
mehanski filter? to je nekaj desetink milimetrov debelo plos¢o tkiva iz
vlaken celuloze, volne ali plasti¢nih mas. Dobri filtri zadrzijo pri zbiranju tudi
99 /o radioaktivnih prasnih delcev (na primer Whatmanov filtrirni papir §t. 41).
Pronicanje v notranjost filtra naj bo ¢im manjse, ker se drugace pri kasnejsi
meritvi absorbira preve¢ Zarkov v filtru. Filter z velikostjo 10 do 50 em? pri-

=) Povzeto po diplomskem delu, ki je bilo opravljeno na Institutu »J. Stefanc
v Ljubljani pod vodstvom doc. dr. A. Moljka,
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trdimo na érpalno glavo (slika 1), ki jo zvezemo preko primerne plinske ure
na sesalnik za prah. Po kon¢anem ¢rpanju filter naglo snamemo, ga poloZimo
na scintilacijski Stevec (sl. 2) in merimo pogostost sunkov ob razliénih &asih
po kondéanem ¢érpanju.

SL 1. Crpalna glava s sesalnikom

L

Sl. 2. Filter ali plo§¢ico poloZimo po konc¢anem é&rpanju na scintilator s fotopomnoze-

valko, ki sta v bakrenem valju s pokrovom (levo). Sunke iz katodnega predojateval-

nika (v Skatli pod pomnozevalko) registrira dekadni S$tevec (desno zgoraj). Pod
stevcem je visekonapetostni usmernik za pomnoZevalko
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Filtrirni papir lahko nadomestimo z elektrostatskim precipi-
tatorjem. Tu vlede sesalnik zrak skozi prostor med dvema elektrodama,
med katerima je napetost okoli 10 kV. Za pozitivno elektrodo sluzi okrogla alumi-
nijasta plod¢ica s premerom 40 mm, na negativni elektrodi pa-je velje Stevilo
ostrih konic, na katerih nastane korona (slika 3). Prasni delci ujamejo pri pre-
‘hodu med obema elektrodama vedno nekaj negativnih ionov, ki nastajajo pri
koronskem toku. Negativno naelektrene delce potem pobere pozitivna elektroda.
Aktivnost ploi¢ice merimo z isto aparaturo kot pri filtrirnih papirjih.

Znatilno razpadno krivuljo nabranih radonovih razpadnin kaze slika 4.
Ce hotemo sevalce alfa v ozraéju identificirati, merimo spekter Zarkov. Kot je
znano, imajo Zarki « ostro dolo¢eno energijo, ki je karakteristi¢na za vsak
aktiven izotop. Z merjenjem energijskega spektra lahko torej identificiramo

S. 3. Elektrostatski precipitator. Zrak vstopa skozi odprtino na levi strani in izstopa
otisten skozi odprtino boditaste elektrode. Prasni delci se odlagajo na aluminijasto
ploséico (na pokrovu)

-prisotnost razli¢nih sevalcev alfa v preparatu. V ta namen navadno uporab-
ljamo ionizacijsko celico 4 ali pa proporcionalni $tevec s primernim analiza-
torjem. Vzorce dobimo po opisanem postopku z elektrostatskim precipitatorjem.
Pragna plast na ploé¢ici naj bo &m tanjSa in enakomerno debela, ker absorpcija
v preparatu moéno razdiri ¢rto in s tem zmanjsa lo¢ljivost. Na sliki 5 je spekter
alfa radonovih in toronovih razpadnin v ozradju, ki je bil posnet v razli¢nih
¢asih po kon¢anem érpanju. Spekter umerimo z znanimi preparati. Merilno pri-
pravo kaZe slika 6.

Mno%ina radona, torona in njunih razpadnin v ozraéju ni konstantna,
temve¢ se s krajem in ¢asom mo¢no spreminja. Na kopnem in ob zemeljski
povriini je koncentracija mnogo ve&ja kot na morju ali v visjih zra¢nih plasteh.
Tako je na primer znasala marca 1951 povpre¢na koncentracija radona v Chi-
cagu 2,4.10—1° C/m?, na Marshallskih otokih v Tihem oceanu pa le 2,7. 1012 C/m3}
kar je skoraj stokrat manj. Koncentracija je Se odvisna od mnoZzine padavin, od
smeri vetra in od izmenjave z visjimi plastmi ozradja zaradi konvekcije.
Izmenjava je najveéja ob son¢énih dnevih. Tedaj se radon s svojimi potomeci
dviga s segretim zrakom, tako da je koncentracija ob zemeljski povrsini majhna.
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Ponoéi, ob temperaturni inverziji, pa je izmenjava neznatna; radioaktivne snovi
ostajajo v tanki plasti pri tleh, kjer se njihova koncentracija pove€a. Debelina
te plasti meri ponodi pribliZzno 50 m in naraste podnevi do 400 m. Primer dnev-
nega ciklusa (v Ljubljani) kaZe slika 7. Iz diagrama opazimo ujemanje med

sunkoy| A
min I
1500
|
Vzorec 68
1000+
'500-
\h\ :
L i 1 | *\—;
60 120 180 240 min

Sl 4, Razpadna krivulja radonovih potomcev iz 5m® zraka. Po $tirih urah ostane
$e majhna aktivnost zaradi razpadnin torona (ThC, ThC’

dobo maksimalnih koncentracij in no¢no temperaturno inverzijo. Kako moéno
se ozratje oéisti s padavinami, pa kaZe slika 8. Ob deZevnih dnevih je koncen-
tracija lahko desetkrat manj$a kot ob lepem vremenu.

Doslej smo razpravljali le o radioaktivnih potomcih radona in torona.
K naravni radioaktivnosti ozra¢ja pa priftevamo Se izotope H?, Be?, C'4, P32 in
S35, ki nastajajo — predvsem v stratosferi — iz dusika in argona pod vplivom
kozmiénih Zarkov. Koncentracijo teh izotopov v zraku pri normalnih pogojih
kaZe naslednja razpredelnica.

Radioaktivni izotopi, ki jih v ozrad¢ju naredijo kozmicni Zarki

izotop i?igggg 3 t L koncentracija reakcija
20 0,02 MeV §— 13 let 100 % N4 (n, C12) H
Be? 0,5 Y 53 dni 10 Nt (p, 2 a) Be?
cu 016  p- 5700 let 101 N (n, p) C4
ps2 1.7 B~ 14 dni 6000 iz A%
S8s 0,17 i 87 dni 4.10° iz A%
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SL. 5. Spekter alfa radonovih in toronovih potomcev v ozracju, posnet ob razli¢nih

¢asih po konéanem ¢&rpanju. RaA kmalu razpade (¢t = 3 min). Po nekaj urah dobimo

le §e ¢rti ThC in ThC'. Njuno pojemanje je doloteno z 10-urnim. razpolovnim
¢asom torija B

Sl 6. Proporcionalni Stevec (na mizi v ozadju) z enokanalnim spektrometrom (stolp

na levi). V sredini Stevca je 4cm velika okrogla odprtina, na katero namestimo

preparat. Nato iz §tevea izérpamo zrak in ga napolnimo z metanom (jeklenka .desno

spredaj) priblizno do pritiska 500 tor (manometer desno zadaj). Z osciloskopom (levo)
kontroliramo obliko sunkov
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2. Umetna radioaktivnost ozra¢ja. Pri poskusih z jedrskim oroZjem na-
stajajo velike mnozine radioaktivnih snovi. Totalna aktivnost beta in gama
razcepnih produktov (elementi z masnimi $tevili okoli 95 in 140) atomske
bombe, ki je ekvivalentna 20000 tonam TNT, znaSa $e po enem mesecu po
eksploziji nekaj megacuriejev. Veclina aktivnih snovi pride v ozraéje, od koder

sunkoy
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S1. 7. Dnevne spremembe naravne radioaktivnosti ozrac¢ja. Na tej in na naslednji
sliki ustreza 100 sunkov/min koncentraciji 1,4-10~° C/m?®.

se poCasi usedajo. Tako se na primer pri eksploziji navadne atomske bombe
v viini 1000 m nad zemljo sesede v neposredni okolici le 0,02 %o aktivnega
prahu; vedina dospe v viSine do 15 km, od koder ga zrac¢ni tokovi odnaSajo
v zelo oddaljena podroéja. Vendar se ta radioaktivni prah seseda razmeroma
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MnoZina padavin v Lyubljant od 21 aprila do 11 junija 1957
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Sl. 8. Koncentracija radonovih razpadnin v Ljubljani od aprila do junija 1957. Dnevi
majhnih aktivnosti se ujemajo z dnevi padavin
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hitro, pri ¢emer je izpiranje z deZjem odlo¢ilnega pomena. MnoZina tega prahu
v ozrac¢ju pojema priblizno eksponentno in se zmanj$a na polovico Ze
nekako v 20 dneh.

Precej drugace je pri vodikovi bombi, pri kateri se vzdigne eksplozijski
oblak celo do viSine 30 km, torej dale¢ v stratosfero. Stratosferski vetrovi
raznesejo prah po vsem svetu. Usedanje pa je v tem primeru veliko bolj
pocasno, ker v stratosferi ni padavin in ker je izmenjava zraka s troposfero
(z »vremensko« plastjo ozradja) precej Sibka. Cas, v katerem se sesede po-
lovica ostankov vodikove bombe, meri po veéd let.

mn |1 /7
sunek| A g
I vzorec H /
: o
10
3 20V
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1
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b7 : . , ‘
3 10 v 201V 30V 0V 20V 30V

SL 9. Diagram kaZe na prisotnost razcepnih produktov v ozra&ju Ljubljane, spomladi
1957. Grafiéno doloceni Cas nastanka se ujema s Sasom poskusnih eksplozij v SZ
(od 3. do 14. aprila 1957)

1 1 1 |
oV 10 20 V1. 30 VL 10 Vi 1957

Sl1.10. Koncentracija razcepnih produktov v Ljubljani v maju in juniju 1957

Pri kvalitativnem in kvantitativnem doloevanju umetne radioaktivnosti
se je najbolj obnesla metoda s filtrirnim papirjem. Skozi filter, velikosti
okoli 50 cm?, ¢rpamo zrak s hitrostjo 0,2 do 0,5 m3/min. Crpalni ¢as je 20 do
50 ur; na ta nacin pre¢rpamo 300 do 600 m? zraka. Nabrano aktivnost merimo
s tankostenskim GM S§tevcem. Poleg razcepnih produktov imamo na filtru
Se vedno razpadnine radona in torona. Po §tirih urah moteéa aktivnost RaB -+
-+ RaC izgine in merimo poleg razcepnih produktov le %e Zarke f§ torija C
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in torija ‘C”. Odmik od razpadne krivulje toronovih potomcev je obcutljiv
indikator za navzo&nost dolgoZivih razcepnih produktov. Na ta nadin merimo
lahko 3e koncentracije, ki znaSajo 190 naravne radioaktivnosti.

Po petih dneh postane aktivnost toronovih razpadnin zanemarljiva. Osta-
nejo samo 3e dolgozivi sevalci beta in gama umetne radioaktivnosti. Njihova
skupna aktivnost ne pojema eksponencialno, ker gre za meSanico mnogih
sevalcev z razpolovnimi dobami od nekaj dni do 25 let. Pojemanje skupne
aktivnosti se pribliZzno opiSe z enadbo A = kons. t—1, pri ¢emer je v intervalu
4 dni <t<<100dni m = 1,05 ali pribliZno kar n = 1. Dobro oceno za starost
mesSanice dobimo torej, ¢e nanesemo na diagram recipro¢no aktivnost v od-
visnosti od ¢&asa in ekstrapoliramo na 1/A = 0. Presecis¢e nam da datum
eksplozije na nekaj dni natanéno, kolikor izvira meSanica res od ene same
eksplozije. Diagram na sliki 9 kaZe, da je bila starost sevalcev v opazovanem
primeru pribliZzno 40 dni. Po podatkih F. N. Hunterja!? so delezi, ki jih pri-
spevajo posamezni izotopi ob tej starosti k totalni aktivnosti A, naslednji:
izotopa joda I8! in I2 . . . pribliZzno 4 %o, zemljoalkalijski kovini Sr® in
Bal% . . .17 %, elementi iz skupine redkih zemelj in sosednjih redkih kovin pa
ostalih 79 %o.

Rezultate meritev umetne radioaktivnosti v ljubljanskem zraku kaZe
slika 10. Povpredje za meseca maj in junij 1957 je nekaj nad 10—'2C/m?, kar
je manj kot desetinka naravne radioaktivnosti. Vsekakor je ugotovljena mno-
7ina razcepnih produktov znatno manj8a, od maksimalne koncentracije, ki je
dopustna po sedanjih sanitarnih predpisih (10—° C/m3, kot je razvidno iz spod-
nje razpredelnice).

Maksimalno dopustne koncentracije nekaterih radioaktivnih snovi
v zraku in vodi

izotop zrak voda

C1t (kot CO.) 10—% C/m? 3.10-3 C/m3
Srs? 2.10—8 7.10—5
Sro0 (-+ Y90) 2.101° 8.10—#
Rn?22 + potomeci 110z —
Ra* + potomci 8.10—% 4.10-8
Cob0 8.10—8 4.10—*
uran naravni 3-10—11 2.10—¢
Py 28] (Jpml2 3.10—%
kakr$nakoli meSanica sevalcev alfa 5.10—12 107
kakrsnakoli meSanica sevalcev beta 10—° 1077

Radioactivity of the Atmosphere
(Summary)

The article describes the usual sampling and measuring techniques, as
well as the results of some measurements of both natural and fission product
radioactivity of air at ground level in Ljubljana over a period of three months
(May, June, July 1957).

The collection of radioactive dust was accomplished by passing air
through either filter pads or electrostatic precipitator of known transmission
characteristics. At a sampling rate of 0,25 m3/min the collection efficiency was
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found to be 90 %o for Schleicher Schuell Scliwarzband No. 1117 filter paper
and 25 %0 for the electrostatic percipitator. A proportional tube spectrometer
has been introduced for identification of c-emitters in air. Fig. 5 shows the
energy spectra measured at different times after completion of samphng

The average atmospheric radon and thoron concentration over the
mentioned period was found to be 6.10-1° C/m3 and 3.10—!! C/m?3, respectively.
Diurnal variations with night to day ratios up to 14 were frequently observed.
During rainy days the concentration of radon decay products was about ten
times smaller than in fine weather. In May 1957 fission- product activity has
been detected (probably due to atomic bomb tests in USSR from 374 to 14th April
1957). The average concentration of artificial radioactivity over thls period was
found to be 1,3.10'2 curie per cubic meter of air.
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UTRINKI

Da 1i znate brzinu i weli¢inu elektrona? — Kretanje elektrona, poznato
pod imenom »elektriéna struja«, vrsi se u metalnim provodnicima brzinom od
'300.000 kilometara u sekundi.

Ako bi po obimu Zemljine kugle obmotali provodnik u kome je doslo do
‘kretanja elektrona, oni bi u vremenu od 1 sekunde obisli zemlju 7,5 puta.

Nauka i tehnika — tjedni dodatak Borbe, 6. I. 1958.

Nekaj nebuloznega — Ze leta 1950 so zvezdoslovei s takratnimi daljnogledi
odkrili v-vsemirju nekak$ne plinaste plasti, ki so jih imenovali meglice ali
nebuloze, torej navadne plasti kozmi¢nih Zarkov, ki so bili ali fluorescentni ali
pa so prejemali svetlobo od sosednjih zvezd. Ljudska pravica, 7. XI. 1957.
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SOLA

SOLSKI ZLEB HIDROTEHNICNEGA ODSEKA UNIVERZE V LJUBLJANI

1. Uvod

Pri stalnem in vedno hitrejSem nara$¢anju aplikativnih vej prirodoslovnih
znanosti ter temu dejstvu na prvi pogled protislovnem stremljenju po skrajse-
vanju §tudijske dobe, se naravno mora pojaviti pri vsakem utitelju Zelja, da
poda v odmerjenem ¢asu ¢im ve¢ snovi. Metode za dosego tega cilja so razliéne
in odvisne od snovi. Med najbolj preskuSenimi je pa prav gotovo uporaba uénih
pripomoc¢kov, kot so projekcija slik, film in eksperiment. Kjer je koli¢kaj di-
namike, se eksperiment z vsemi svojimi uspelimi pa tudi neuspelimi prehodi in
zakljucki slusateliem gotovo najbolj vtisne v spomin in najbolj realisti¢no
podpre razlago. Zlasti pa je pri eksperimentu mozno hitro pokazati udinke

Sl. 1. Solski Zleb v predavalnici Hidrotehni¢hega odseka Fakultete za arhitekturo,
gradbenistvo in geodezijo v Ljubljani. Prav levo vto¢ni kotli¢ V, ki je zaprt proti
Zlebu z zapornico Z. Sam Zleb je zastekljen s 16 mm debelimi ploS¢ami. Levo zgoraj
ob vratih stikalna ploi¢a in naprava za merjenje pretokov s pripadajotim diagramom

raznih vplivov, kar je za temeljitejSe znanje nujna zahteva. Pri eksperimentu
odpade pusto opisovanje in pojav govori Ze sam po sebi. Eksperiment zahteva
sicer skrbno pripravo, dovoljuje pa zato uéitelju, da pojasni v odrejenem &asu
mnogo ve&, kot bi mogel z golim pripovedovanjem.

Pri gradnji novejsih univerzitetnih institutov je bila zato mstalacuam za
eksperimentiranje posvec¢ena potrebna pozornost. Tako je ‘bila tudi v novern
poslopju Hidrotehni¢nega odseka na Mirju ena predavalmca opremljena s po-
sebno instalacijo za demonstriranje hidravliénih pojavov, to je s tako imeno-
vanim $olskim Zlebom (sl 1).

Naprava se $e dopolnjuje, vendar sluZi Ze nekaj let svojemu namenu pri
pouku hidravlike (aplikativne hidrodinamike), ki jo kot osnovno stroko za
ostale hidrotehni¢ne predmete poslusajo slusatelji gradbenega oddelka. V tej
stroki je e posebej dana moZnost za poglobljeni in usmerjeni Studij ter spe-
cializacijo. Saj imamo za to glede na bliZino Vodogradbenega laboratorija,
Turboinstituta, Instituta »JoZef Stefan« ter Instituta za preiskavo materiala in
konstrukeij v Ljubljani prav ugodne pogoje.



Ker je na$ Solski Zleb edina naprava te vrste v drzavi, originalna Ze po
svoji zamisli in izvedbi, je umestno, da podamo glavne zahteve, ki naj jim
ustreza, in ga nato opiSemo v glavnih obrisih.

2. Splosne zahteve

Zleb mora biti dovolj dolg, tako da je pri stalnem pretoku gibanje vode
po vsej njegovi dolZini v povpreé¢ju enakomerno. Tudi viSina in Sirina Zleba
naj ne bosta premajhni. Vi§ina mora biti tolikSna, da so pojavi dobro vidni
tudi sluSateljem, ki sede na najbolj oddaljenih mestih predavalnice. Pri Sirini
7leba pa je treba vselej misliti na moZnost montaZe objektov (to je raznih pre-
livov, cevi, ovir itd.) in na $e teZavnejSe name$canje prikljuckov na te objekte.
Za delo z rokami in z navadnimi orodji je potrebna dolodena §irina med stekle-
nima stenama, ki je spet odvisna od globine Zleba in od viSine njegove na-
mestitve. Cim plitvejdi je Zleb, tem oZji je lahko. Vendar mislim, da je 20 cm
najmanj$a moZna $irina, ¢im preseZe njegova viSina 20 cm. Pri vsaki uporabi
obid¢ajnega orodja v pre¢ni smeri je 20 cm pa¢ minimum, ki Se dovoljuje delo.

Ker je treba vedno misliti na isto¢asno- demonstriranje in razlago ter
eventualno projiciranje, #leb ne sme s svojimi neprozornimi konstruktivnimi
deli preveé zakrivati za to potrebne ploskve. Vertikalne stojke (S na sl. 1 in
sl. 4) morajo biti zato med seboj ¢imbolj oddaljene. Njihov razstoj je odvisen
od jakosti steklenih plo$¢; ¢im debelejSe ploS¢e imamo, tem vecji je lahko.
Tirnice in zgornje vodoravne obrobe (T na sl. 1 ter T in O na sl. 4) steklenih
plos¢ pa naj bodo ¢im oZje, tako da zastirajo najmanjSo povrsino.

Ce ima predavalnica vodoravna tla, je za sluSatelje ugodno, ¢e je Zleb
name$céen ¢im vise. Pri predavalnici s stopniasto namestitvijo klopi pa je
primerno, ¢e namestimo Zleb ca. 0,70 m visoko od tal. Seveda ni nujno, da je
prostor pod Zlebom izpolnjen s kakr$nokoli konstrukeijo. Zleb mora imeti samo
potrebno Stevilo podpor, ki si jih dolo¢imo glede na to, ali je Zleb nepremicen
(vodoraven) ali vrtljiv v navpi¢éni ravnini okrog vodoravne osi, tako da ga
lahko nagibamo. Glede na predavatelja pa Zleb ne sme biti nameséen previsoko.
Delo pri demonstriranju v razmeroma ozkem Zlebu je laZje, ¢e so tla med
#lebom in tablo (D na sl. 3) nekoliko visja kot tla v predavalnici.

Stremeti je treba po ¢im doslednej$i odpravi ropota in Sumov. Predava-
telju oz. demonstratorju Sum ali ropot zelo otezkocata delo. Zato je najbolj
primerno, da sta motor in ¢érpalka, ki povzrocata ropot, namescena v sosednjem
prostoru, ki naj bo zvo¢no dobro izoliran od predavalnice. Ne glede na kraj
namestitve je treba tudi sam motor in érpalko zvoéno izolirati. Vse odtoke
vode pa je treba urediti s pomo&jo cevi tako, da izteka voda vedno pod gladino,
ker je tak odtok najmanj Sumen.

Ce smo namestili motor v sosednjem prostoru, mora vendar biti dana
moZnost pogona v predavalnici sami. Da se prepreéi nepoklicano zaganjanje
motorja, je najprimernej$a ureditev z daljinskim stikalom, ki ga vkljapljamo
- s posebnim kljuem. S kljudem, ki ga nosi predavatelj s seboj, se vklopi ves
elektri¢ni del naprave in se po konéanem demonstriranju prav tako izklopi.
Tudi ostale mehanizme: zapornice, dvizne naprave, zasunke itd. je najprimer-
neje urediti tako, da z odstranitvijo rocice ali kolesa onemogoc¢imo njihovo
uporabo.

Vsa oprema Zleba mora biti taka, da se Zeleni hidravli¢ni efekti doseZzejo
naglo in da je vgrajevanje objektov ¢im enostavnejSe in-hitro.
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3. Opis Zleba
Vsa naprava ima naslednje tri dele:

1. Vtoéni kotli¢ (V na sl 1, 2, 3 in 5), v katerega doteka voda na spodnji
strani skozi trombasto razirjeno cev (Cr na sl. 5). Dno kotli¢a je v isti visini
kot spodniji pas Zleba (SP na sl. 4). Merjen od tu, je kotli¢ 1,22 m visok; Sirok
je prav toliko kot Zleb, dolg pa je 0,38 m. Proti Zlebu kotli¢ lahko zapremo
2 medeninasto tablasto zapornico (Z na sl. 1). V kotli¢u se tok vode preusmeri
iz vertikalne v vodoravno smer (Glej puséico na sl. 2!). Pri popolnoma odprti
tablasti zapornici in pri ve&jem pretoku je zaradi majhne razdalje preusmeritev
preved sunkovita, kar moti pravilnost dotoka v 7leb. Kotli¢ bi moral biti daljsi.
V naem primeru pa ga zaradi blizine stene in okna nismo mogli podaljsati.
Razen za preusmerjanja pretoka sluzi kotli¢ lahko Se za to, da s pripiranjem
zapornice dvignemo gladino in ustvarimo pod priprto zapornico vecje iztocne
hitrosti (do ca. 4 m/sek.).

|
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SI. 2. Shematiéni prikaz $olskega Zleba in vodnega obtoka

2. 7Zleb sam (v oZjem smislu) ima pet, po 1,47m dolgih zastekljenih polj
in je z vto¢nim kotlidem in iztoénim podaljSkom (I na sl. 3) dolg 7,85 m. No-
tranja &rina med stekli znaSa 0,20 m, njegova globina od dna do zgornjega
roba stekel 0,47m, do vrha tirnic pa 0,5m (sl. 4). Stati¢no je zamis$ljen kot
greda, ki leZi na trdni podpori A, na vrtljivi podpori B in je podaljsana s kon-
zolo R, dolgo 3,06 m (Glej sliki 2 in 3!). Okrog podpore B, ki je oblikovana kot
tedaj, se ves Zleb sude, medtem ko je podpora A na betonskem obodu rezer-
voarja. Ob tej podpori je mozno Zleb dvigniti s pomo¢jo hidravliéne dvigalke
(HD na sl. 5) za 35 cm, tako da se Zleb pri tem zasude okrog osi B in se konzolni
del R vgrezne v korito (K na sl. 3). Zelezna konstrukcija je namenoma pre-
dimenzionirana, zato da bi bile tudi pri polnem Zlebu deformacije ¢im manjse.
Kovinski deli so med seboj deloma zvarjeni, deloma pa zakoviceni ali priviti.
Zakovidene stojke (S sl. 4) so z vijaki pritrjene na glavni nosilec, ki je sestavljen
iz dveh C Zelez (C na sl. 4) in nosijo zgoraj vzdolino povezavo, na kateri je
pritrjena tirnica (T sl. 4) za pomicen merilni mosti¢ek. Ta mosticek sluZi za
merjenje visin gladine in v Zleb vgrajenih objektov. Na zgornjih krakih C
Zelez sta vzdolZ privarjeni dve kradratni Zelezi (Z na sl. 4), nanju pa je privita
talna plo§éa zleba (TP na sl 4).
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Ker morajo biti notranje stene Zleba po dovr§itvi popolnoma gladke in
ravne, je pri izdelavi treba posvetiti najve¢jo pozornost poloZaju stojk, ki
morajo imeti vse, za namestitev stekel potrebne ploskve v isti ravnini. Dno
#leba, ki mora biti ¢imbolj ravno in gladko, bi bilo seveda najidealneje .izdelati
iz ene same skobljane talne plosde. V naSem primeru je talna plosca sestavljena
iz petih kraj$ih, 8 mm debelih kosov plodevine in je bilo uravnavanje zelo
teZavno.

Stekla (1,45 X 0,50 m), ki so 16 mm debela (P na sl. 4), stoje v vsakem
polju na dveh lesenih podporah. S podporama doseZemo, da so stekla ¢im manj
izpostavljena napetostim; razen tega pa z njima stekla tudi horizontiramo. Utori
so tesno izpolnjeni s prvovrstnim okenskim kitom in povrsinsko zaliti s plastjo
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Sl 4. Sl 5.

Sl 4, Vertikalni prerez skozi $olski Zleb Sl 5. Vto¢ni del -Solskega Zleba v dvig-
njeni legi. Vtoéni kotli¢ V, ¢igar dno tvori
podalj8ani spodnji pas (SP na sl. 3) Zleba,
razSirjeni del doto¢ne cevi Cr in hidrav-

liéna dvigalka HD

cementne malte. Zgoraj so stekla to¢kasto oprta na vzdolzno povezavo (O na
sl. 4) stojk in je tesna naslonitev doseZena z lesenimi klini.

Kovinska tirnica za merilni mosti¢ek ni uspela. Iz razlogov, navedenih
med splo$nimi zahtevami, tirnica ne sme biti premocna, tanko konstrukcijo pa
je zelo tezko uravnati. Primerneje bi bilo, ¢e bi na stojke pritrdili leseno tirnico,
katero pred vaZnejdimi poskusi vedno lahko izravnamo.

V talni plodd¢i Zleba morajo biti predvidene odprtine za namestanje stan-
dardnih objektov, skozi stranske stene glavnega nosilca Zleba pa izvrtane
odprtine (Vidni so temni polkrozni poklopci na sl. 1). Skozi te lahko seZemo
z roko in z maticami od spodaj privijemo objekte k dnu Zleba. Tudi za piezo-
metri¢ne* priklju¢ke je primerneje, &e jih izpeljemo iz Zleba skozi dno in ne

* Piezometer je preprost vodni manometer (navpi¢na steklena cevka s skalo).
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preko zgornjega roba stene. Zato ima dno Zleba v vsakem polju okroglo od-
prtino (premer = 10cm, L na sl. 3), ki je obitajno zaprta z medeninastimi
poklopci. Ce je potrebno, pa nadomestimo poklopec s plos¢o z nastavki za piezo-
metri¢ne odvode. Ze prej omenjene stranske odprtine (sl. 1) sluZijo v tem
primeru tudi za namescanje in odvod piezometriénih gumijastih cevk.

Ker je betonsko korito 0,72m S$iroko, ogrodje Zleba pa na najSirSem
mestu samo 0,41 m, je bilo treba prosto povrsino prekriti. Lesen pokrov (LP na
sl. 6), ki je deloma fiksno privit na leseno oblogo korita, deloma pa pri¢vriéen
na pomicno kovinsko ogrodje Zleba (delno vidno na sl. 5), sluzi kot odlagalna
miza med montazo in pri demonstriranju.

3. Izto¢ni del Zleba (I na sl. 3) je konstruktivnho enako oblikovan kot Zleb
sam, le talna ploS¢a je opuscena. Voda izteka iz Zleba skozi $tirioglato cev (§
na sl. 2 in 3), ki je prikljufena ob koncu konstrukcije na obe C Zelezi in je tako
dolga, da sega pod gladino vode v koritu pri vodoravnem poloZaju Zleba; pri
nagnjenem Zlebu pa sega do bliZine dna betonskega korita. Manjkajoéi del
talne ploSce je delno nadome$éen z loputo (N na sl. 2 in 3), ki se sude okrog
osi, nameSCene v ravnini dna Zleba. Loputa omogoda naglo postavitev gladine
v Zlebu in je zato kljub nekaterim pomanjkljivostim najprimernej$a zapornica
za ta namen. )

Ker so razen zapornic vsi kovinski deli Zleba iz rjavedega materiala, je vsa
konstrukcija za$¢itno belo opleskana. Za oplesk talne plos¢e, ki je oksidaciji
najbolj izpostavljena, Se nismo nasli primernega obstojnega materiala, zato je
treba oplesk veckrat obnavljati.

4. Obtok wvode

Rezervoar za Solski Zleb je bil v obliki betonskega korita predviden e
v prvotnem gradbenem nadrtu. Korito je znotraj 7,0 m dolgo, 0,72 m $iroko in
1,08 m globoko. Debelina obodnih sten (K na sl. 3) znasa 0,14 m. Korito je
vgreznjeno v tla predavalnice, tako da je zgornji rob 0,68 m nad nivojem par-
keta. Ker je bilo betonsko korito samo moéno propustno, je bilo naknadno
obloZeno z 0,5 mm debelo svinéeno plodevino. Primernejéi kot svindena obloga
bi bil vecplastni bruSen omet. Za primer izpraznjenja naj ima korito v dnu
odtoéno odprtino, opremljeno z izpustnim zasunkom. Korito, ki ima sicer
enakomeren profil, ima v oddaljenosti 4,40 m od vto¢nega konca betonsko
preklado za namestitev leZis¢ za os Zleba.

Voda tece iz korita po sesalni. cevi (Cs na sl. 6 in 7, premer = 100 mm),
opremljeni s sesalno koSaro, do ¢rpalke (C na sl. 2 in 6), dalje po tlaéni cevi
(Ct na sl. 6 in 7, premer 80 mm) v umirjevalec (UM na sl. 6) ter iz merskega pre-
kata (MP na sl. 6) preko 45-stopinjskega trikotnega merilnega jezu (zgoraj
na sl 6) v dovodno cev (Cd na sl. 6 in 7, premer 150 mm), ki vodi v Zleb.

Posebnost obtoc¢nega sistema je v tem, da je dovodna cev zaradi pre-
makljivega vtoka v Zleb pregibna. To je izvedeno na ta nadin. da je dovodna
cev izpeljana v obliki ¢rke U skozi klet, kjer sta oba vertikalna kraka iz gumi-
jastih cevi, medtem ko je vodoravni pre¢ni del obi¢ajna Zelezna cev (sl. 6).
Pri spuS¢anju oz. dviganju Zleba se gumijasti cevi nekoliko upogneta od verti-
kale, pri ¢emer se en krak viSinsko ne premakne, drugi pa se dvigne ali zniZa
(sl. 2) in ostane brez velikih deformacij profila zvezan s togo preéno cevjo
in drugo gumijasto cevjo s fiksnim cevnim sistemom. Za primer, da je treba
napravo izprazniti, je na togem vodoravnem delu cevi name§éen izpraznjevalni
ventil.

32



5. Meritve pretoka

Za posamezne poskuse moramo poznati pretok vode @ (n. pr. v litrih ali m3
na sekundo). Merimo ga na trikotnem merilnem jezu, ki je names$éen v steni
umirjevalnega prekata, in sicer s tem, da izmerimo visino gladine mirujode
vode (H) glede na spodnje ogli§¢e trikotne odprtine merilnega jezu. Za po-
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SL. 6. Vzdolzni prerez in pogled na cevovode, potrebne za obtok od korita, skozi
¢rpalko C, umirjevalec UM, merski prekat MP s trikotnim Thomsonovim merilnim
jezom nazaj do Zleba

samezne viSine gladine je poskusoma doloen pretok in nanesen na krivuljo,
ki ga prikazuje v odvisnosti od visine.* Tako je torej z odé¢itanjem vigine gla-
dine pri znanem poloZaju merilnega jezu vselej dolo¢en pretok, to je mnoZina
vode, ki na sekundo priteka v Zleb. Crpalka zmore tlaéno razliko 0,56 kp/cm2,

* Pretok ez jez pa lahko priblizno izratunamo po Bernoullijevi enadbi. Iz
luknjice v globini z pod gladino bi brizgala voda s hitrostjo v = \/29z. Namesto
 luknjice imamo del trikotne ploskve jezu, in sicer vodoravni pas s plo&tino
ds = 2 (H—2z) tg (3 o) dz, pri ¢emer je o znadilni kot jezu. Skozi to ploskev gre pretok
dQ = vdsS, tako da bi bil celotni pretok po teh idealiziranih racunih naslednji:

H LS
Q=fvdS={ V2gz2(H—2)tg (%a) dz = (8/15) \2gtg (3 a)-H'. V resnici moramo
v

na desni strani dodati §e korekturni koeficient, s katerim upostevamo, da voda
v posameznih plasteh curka ne izteka neovirano. Pri velikem Revnoldsovem &tevilu
ima ta koeficient vrednost 0,604, &e je a = 459,
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gemur ustreza 5,6 metrov vode. Poganja jo 2,9 kilovatni motor (M na sl. 2 in 6)
s 1450 vrtljaji na minuto. Ker ¢rpa ¢rpalka vedno po 1100 litrov na minuto, je
potrebno, da se odvetna voda, ki je pri poskusu ne rabimo, vraca po pretocni
cevi (Cp sl. 6 in 7) nazaj v rezervoar. Zaradi varnosti mora biti ta del naprave
tako projektiran, da se lahko celotni pretok, ki ga daje érpalka, vrada direktno
nazaj v rezervoar. Na merilni jez usmerimo po spojni cevi (Cspr na sl. 6, premer
200 mm) s pomodéjo zasunka (Zs na sl. 6), ki ga upravljamo iz predavalnice,
samo toliko vode, kolikor je v Zlebu potrebujemo.

Ker so vse te naprave, t. j. érpalka, motor, potrebne cevi, umirjevalec in
merilni jez names$cene v sosednjem prostoru in je treba pretocne koli¢ine na-
staviti in meriti v predavalnici, je umirjevalni prekat skozi steno zvezan s cilin-
dri¢no stekleno posodo (SC sl. 6 in 8), ki je pritrjena v predavalnici v primerni

SL 7. Sl. 8.

S1. 7. Posoda z umerjevalcem UM, merskim prekatom MP, Thomsonovim merilnim

jezom ter ¢érpalko C z motorjem in potrebnimi cevovodi sta namescéeni v sosednem
prostoru

SL. 8. Plos¢a z daljinskim stikalom in magitnim ofesom, kolo za naravnavanja
zasunka Zs, elektromotor s Stevcem obratov E za pogon merilne osti MO, ki sega do
gladine v steklenem cilindru SC in diagram s krivuljo @ = f(H)

vi§ini na tej steni. Vodni gladini v umirjevalnem prekatu in v stekleni posodi
sta torej v isti visini in sedaj lahko v predavalnici odmerimo polozaj gladine
in s tem pretotno koli¢ino. PoloZaj gladine ugotavljamo z vertikalno merilno
ostjo (MO na sl. 6 in 8), s katero se z vrha dotaknemo gladine. Pogon merilne
osti opravlja po polzastem prenosu dvosmerni pogonski elektromotor (E- sl. 6
in 8), opremljen s $tevcem vrtljajev. Ta elektromotor vklopimo istocasno z
vklapljanjem motorja za ¢rpalko z daljinskim stikalom. Ko se konica merilne
osti dotakne gladine, se spoji elektri¢ni krogotok, pri ¢emer zaZsri magic¢no oko.
Stevec pogonskega elektromotorja je tako umerjen, da pokaZe Ze kar visino H
(na 0,1 mm natandéno). S tem podatkom lahko na diagramu preberemo pretok.
Konica merilne osti, s katero doloéamo polozaj gladine v stekleni posodi, mora
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biti iz nerjavetega materiala, ker se sicer oksidira zaradi.elektrolize, s ¢imer
se pokvari oblika konice in s tem pravilnost prebrane visine.

Pri namestitvi ¢érpalke in motorja moramo misliti na moznost odtoka vode,
de bi &rpalka pri leZis¢ih ali tesnilih puscala. V naSem primeru je betonska
temeljna plo$¢a obrobljena s plitvim kanalom in opremljena z odprtino, skozi
katero more voda odtekati v klet. S tem je preprefena moZnost »poplave«
v sobi, kjer je name$cena ¢rpalka.

V Zlebu je z doslej izdelanimi objekti in pripomocki mozno pokazati nad
dvajset standardnih poskusov, ki jih navaja spodnji seznam. Stevilo poskusov
pa se z dodatnimi pripravami vsako leto povecuje.

6. Seznam eksperimentov

. Vodni tlak in srk.
Hidrostati¢éni pritisk na ravno ploskev — meritev s tehtanjem.
. Cas iztekanja — izpraznjenje posode.
Odsko¢na razdalja vodnega curka.
Tok v ceveh — izgube — Bernoulli.
Sifon.
. Krajevne izgube — hipna raz§iritev in hipna zoZitev.
. Reynoldsov poskus: laminarni tok — prehod — turbulentni tok.
. Iztekanje iz odprtin raznih oblik.
10. Iztekanje izpod zapornic.
11. Iztekanje iz nastavkov in kratkih cevi.
12. Iztekanje skozi propuste. .
13. Prelivanje ¢ez ostrorobi jez — vpliv ozracenja. Popolno in nepopolno
prelivanje.
14. Preliv ez bocno stisnjeni jez.
15. Preliv Cez Siroki prag.
16. Preliv ¢ez jez Creagerjevega tipa.
17. Oblike gladin — postopne in nagle spremembe gladin.
18. Vrste toka: mirni in dero¢i tok.
19. Gladine pri raznih spremembah Sirine korita.
20. Vodni skok.
21. Podslapja.
22. Glavni merski instrumenti.

©OTIOU R WN M

LE CANAL VITRE A L’UNIVERSITE DE LJUBLJANA

(Sommaire)

Vu la grande importance de la visualisation d’enseignement, les Instituts
de I'Université de Ljubljana (Yougoslavie) construits aprés la derniére guerre
avaient até assez bien equipés avec des installations servant ce but.

Dans I'Institut Hydrotechnique un canal vitré avait été amenagé dans une
salle de conférences permettant d’accompagner de démonstrations 'enseigne-
ment de ’hydraulique.

Pendant que la fig. 1 donne I’aspect de ce canal et la fig. 4 sa coupe ca-
ractéristique, la fig. 3 représente la disposition totale de linstallation en plan.

Pour prévenir autant que possible le bruit de la pompe et du moteur,
ces derniers sont installés dans la piéce voisine ainsi que le tranquilisateur avec
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