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LALANDE in VEGA

(Ob stopetdesetletnici smrti znamenitega francoskega astronoma Lalanda)

JOŽE POVŠIČ

Ob prehodu v 19. stoletje je imela francoska

akademija znanosti za svoje redne člane slavne ma-

tematike, fizike in astronome. Lagrange, Laplace,

Legendre, Momnge, Delambre, Lalande — da ome-

nimo le najvidnejše — so uspešno reševali pro-

bleme, ki sta jih prednje postavljala znanost in

vsakdanja praksa. Večina izmed teh je imela po-

sredno ali neposredno tudi veliko besedo pri revo-

luciji in pri vzpostavitvi nove republike. Ni čudno,

da se je to poznalo tudi v zakonodaji, ki je uvedla:

republikanski koledar, metrski sistem in orientacijo

vse vzgoje v smeri eksaktnih ved. Ker je bil astro-

nom Lalande v pismenih stikih z našim Jurijem

Vego, zato zasluži, da ob tej: priliki na kratko

očrtamo njegovo življenjsko pot, skušamo z orisom

njegovega ustvarjanja najti mesto, ki mu gre v

zgodovini astronomije, in prikažemo pomembnost

njegovega dopisovanja z Vego.

Vegovi biografi Lalandove korespondence z Vego niso poznali. Omenjajo jo le

zgodovinarja Schwaldopler in Wurzbach ter pisec Vegovega nekrologa v Allgemeine

Literatur- Zeitung iz l. 1803. Prav tako sporoča Vega v pismu kranjskim deželnim

stanovom 1799, da jim pošilja kopijo enega od Lalandovih pisem. (Vegovo pismo je

ohranjeno v ODAS-u, kopije Lalandovega pisma pa tam ni.) Ni znano, če se je kje

v celoti ohranila Lalandova korespondenca z Vego. Nekaj značilnih odstavkov pa je

1802 v francoščini priobčil profesor estetike na budimpeštanskem vseučilišču Ludvik

Schedius v svojem časopisu Zeitsehrift von und fir Ungern. Da bi Vega lahko

uveljavljal svoje plemiške pravice tudi na Ogrskem, so mu takrat podelili ogrski

indigenat. Z objavo Lalandovih pisem pa je Schedius hotel tudi prikazati, s kako zna-

menitim in zaslužnim možem se je pomnožilo število ogrskih učenjakov.

Joseph Jerome Le Francais de Lalande je bil rojen 1732 v kraju Bourg,

okraj Ain. Študiral je v Parizu matematiko in astronomijo ter — na željo

staršev — tudi pravo. Kmalu je postal najljubši učenec svojih učiteljev, astro-

nomov Delisla in Lemonniera na Collčge de France. Komaj 19 let starega

je akademija poslala v Berlin, da bi tam določil paralakso lune, medtem ko je

šel z istim namenom Lacaille na Rtič dobre nade. Kmalu je bil sprejet za
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člana akademije v Berlinu ter je 1752 objavil svoje prvo delo, in sicer poročilo

o berlinskih opazovanjih. Po povratku iz Berlina, kjer se je pogosto. shajal

z Eulerjem, Maupertuisom in Voltairom, je bil 1753, šele 21 let star, imenovan

v francosko akademijo znanosti in je bil takoj med njenimi najbolj delavnimi

člani. L. 1760 je prevzel uredništvo astronomskega časnika Connaissance des

temps, l.1761 je postal Lemonnierov naslednik kot profesor astronomije na

Collčge de France, od 1. 1795 pa še direktor pariške zvezdarne, kar je ostal vse

do svoje smrti 4. aprila 1807. leta.

Z Lalandom se je pričelo novo obdobje astronomske literature. Tu ni mesto,

da bi naštevali njegova številna dela, razprave in tabele. Posebej pa je le treba

omeniti njegovo poglavitno delo Astronomie, ki je izšlo prvič leta 1764 v Parizu.

Z njim je postal učitelj tolikih generacij astronomov in posebno še prvakov

v astronomiji kot Zacha, Gaussa ter Bessla. Bessel je v svojih spominih: Kurze

Erinnerungen an Momente meines Lebens dal prednost tej knjigi — kljub delni

zastarelosti — še 80 let po prvem izidu pred vsemi splošnimi razpravami: o

astronomiji, ki so izšle za njo. »Pisec je astronom,« pravi Bessel, »ki se je

sam ukvarjal z vsemi deli stroke; nikoli ne zamudi navajati vire in dela

drugih in s tem opozoriti bralca na takrat znano snov kakor tudi na zgodovinski

razvoj.« Delo je bilo natisnjeno trikrat za Lalamdovega življenja in pozneje

še večkrat. Prevedeno je v različne jezike. — Nič manj pomembna ni Bibliogra-

phie astronomigue (1803); sestavljal jo je trideset let in je služila kot bogat

ter "večkrat rabljen vir za zgodovinske in literarne podatke. — Lalande je bil

preko 50 let izredno delaven kot astronomski opazovalec, kar je razvidno iz

njegovih številnih seznamov zvezd in tabel. Postal je tako zaslužen za prak-

tično astronomijo, da se je njegovo ime v prejšnjem stoletju v strokovni litera-

turi stalno omenjalo. Samo njegovo delo Histoire celeste jfrancaise (1801) vse-

buje lege blizu 50000 zvezd. 40 let po Lalandovi smrti je to delo, nekoliko

reducirano, na novo izdala britanska družba v Londonu kot katalog.

Lalande je užival tudi velik ugled med člani akademije znanosti. Kot. njen

odposlanec je vneto in plodno zastopal, tako koristi akademije kakor znanosti

ter posebno še stroke, ki se ji je ves posvetil. Tako se je morali v posebnem.

prosvetnem: komiteju skupaj z revolucinarnimi poslanci narodne skupščine

pečati kot zastopnik akademije z reformo koledarja. Laplaceove temeljne ideje,

ki bi utegnile dati koledarju univerzalni značaj, revolucionarjem niso ugajale

im so jih odklonili. Narodna skupščina je na prigovarjanje in podpihovanje

nekaterih poslancev — zlasti predlagatelja profesorja matematike Romma —

sprejela 1793 tako zvani republikanski koledar, po katerem se je pričelo leto

v jesenskem enakonočju. Laplace takrat ni uspel in vse kaže, da tudi Lalande

ni. Ko je 9 let pozneje imel Lalande v Parizu ob navzočnosti ministra javno

predavanje o uspehih astronomije v prejšnjem letu, je zastavil svoj ugled ter

se je upal izreči sledeče ostre besede: »Prvi dan 19. stoletja je bil karakteriziran

z odkritjem devetega planeta. Uporabljam koledar vseh narodov, ker sem pre-

pričan, da se bo francoska vlada kmalu odpovedala koledarju, ki ni uporaben

in ki ga ne morejo sprejeti ne naši sosedje ne velika večina Francozov.« Po-

slušalci so Lalanda po teh besedah prekinili z viharnim odobravanjem.

Lalande se je moral že po svojem poklicu ukvarjati z uporabno, praktično

matematiko. Za točno numerično računanje je bilo takrat že nekaj logaritmov-

nikov, ki pa niso več zadostovali, predvsem pa so bili nepriročni in premalo

točni. Tudi Lalande je poznal pomanjkljivosti tedaj rabljenih logaritmovnikov
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in tablic ter jih je hotel odpraviti. Tu je sam prijel za delo. Tako je skupaj

z Lacaillom sestavil in izdal logaritemske tablice trigonometrijskih funkcij

Tables de logarithmes pour Sinus, Tangentes, etc. (1760), ki so bile zaradi

priročnosti okoli 100 let zelo priljubljene. Več let pa je skrbno pripravljal

majhno izdajo logaritmovnika in jo nato izdal 1802 pod naslovom Tables de

logarithmes pour les nombres et les sinus etc.

Na tem področju matematike pa je proti koncu 18. stoletja zaslovelo. tudi

ime Jurija Vege. Saj je l. 1783 na Dunaju izdal svoje Logarithmische, trigono-

metrische und andere zum Gebrauche der Mathematik eingerichtete Tafeln und

Formeln, ki so po pravilnosti in mnogovrstnosti daleč presegale vse druge

logaritmovnike tiste dobe. To mu je takratna strokovna kritika pri Nemcih

tudi brezpogojno priznala. Kako visoko je pa to koristno delo ocenil Lalande,

je razvidno iz pisma, ki ga je pisal Vegi 27. maja 1793. V njem pravi, da so

njegovi logaritmi »najbolj dragocena zbirka tablic, kar sem jih kdaj videl«.

Potem nadaljuje: »Pa kaj bi Vam govoril o svoji osebni hvaležnosti za lepo

posvetilo, ki ste ga priložili. Naj Vam raje spregovorim o hvaležnosti in pri-

znanju vsega sveta in bodočih rodov, saj ste si zanje pridobili več pravic kot

jaz, kajti Vaše ime bodo nujno ponavljali večkrat in nnogo dlje kakor moje.«"

Dve leti pozneje in leto dni po izidu Vegovega Thesaurusa, to je l. 1795,

je izšel v Parizu 7-decimalni logaritmovnik Tables portatives de Logarithmes

par Francois Callet, natisnjen pri tiskarnarju Didotu. S posebno odredbo

republikanske vlade je bilo to delo zaupano Calletu z nalogo, da tako opravi

obširne popravke prejšnjih francoskih tablic. Firmin Didot, ki je bil znan po

tem, da je izboljšal stereotipijo — beseda izhaja od njega: — je takrat po svojem

novem postopku najprej natisnil te tablice. Lalande se je sam veliko trudil

in z nasveti pomagal Calletu in Didotu, da: bi bile te tablice kar najbolj izpopol-

njene. Toda po izidu je Vega tudi v teh našel napake. Poslal jih je Lalandu,

na kar mu je ta v drugem pismu dne 20. julija 1800 odgovoril takole: »Gospod,

z velikim veseljem sem prejel seznam napak iz stereotipnih logaritmov, ki ste

mi ga poslali. Didot je logaritme takoj po izidu popravil in mi naročil, maj se

Vam zahvalim. Za Vas bo dal na dobrem papirju natisniti popravljeni primerek

in ga Vam bo poslal po mojem prijatelju Zachu. Zelo ste ustregli nam vsem,

zakaj to so tablice, ki jih bomo zelo dolgo uporabljali in jih bodo izdajali še

tudi po naši smrti. — Sam pripravljam za tisk malo stereotipno izdajo za minute

in 10000. Prosil Vas bom za podobno uslugo tudi za mojo izdajo. Z njo bo

ustreženo več ljudem kot z velikimi tablicami. — Gospod, vesel sem novic

0 miru, ki se širijo tu. Na takšen način mi bo omogočeno dopisovati se kaj več

z učenjakom, tako koristnim, kakor ste Vi.«

Vega je z veseljem sprejel novi francoski ali metrski sistem, ki je bil po
revoluciji vpeljan na Francoskem l. 1799, Bil je med prvimi v: Avstriji, ki se je
trudil, idejo nowe mere in uteži razširiti na avstrijske in ogrske dežele. Zato
je posredoval pri avstrijski vladi, da si je dala narediti v Parizu vzorce merskih

enot (etalone), enake prvotnim pariškim. V dodatku k 3. izdaji I. zvezka svojih

" »Mais au lieu de vous parler de ma reconnaissance personelle, pour la belle
adresse, gue vous y avez jointe, jame mieux vous parler de celle de Vunivers et de
la posterite, d laguelle vous avez acguis des droits bien superieurs aux miens, car
votre nom sera nčcessairement repetč bien plus souvent et plus longtemps gue
le mien.«

99



Vorlesungen nam pravi, da je moral celih 20 let čakati, preden so iz Pariza

poslali te vzorce. Šele Lalande mu je to oskrbel preko avstrijskega poslanika

v Parizu Cobenzla. To dokazuje tudi tretje Lalandovo pismo z dne 8. januarja

1802, ki vsebuje med drugim tudi naslednje: »Poskrbel bom, da bo Didot po-

pravil napake, ki so ostale.« (V pariški izdaji stereotipnih logaritmov je Vega

namreč po prvem popravku še našel napake in je opozoril nanje.) »Moji mali

logaritmi še niso končani. Prvi, ki jih bo dobil v roke, boste Vi, in pregled,

ki ga boste opravili, bo zadnje potrdilo za zaupanje vsem, ki jih bodo uporab-

ljali. — Gospodu grofu Cobenzlu sem poslal utež in dolžinsko mero, ki ste me

prosili zanju.« — Nato slede nekateri podatki različnih evropskih mer, za katere

ga je Vega najbrž prosil.

Ko so na dunajskem magistratu nekaj tednov nato primerjali dospele

francoske mere s starimi avstrijskimi, je bil Vega navzoč kot prvi strokovnjak.

Njegovo predzadnje delo, ki mu ga je sprožil Lalande, je bila prav razprava

Maass- und Gewichts-Einrichtung in den k. k. Erblindern, v kateri obširno

presoja in podrobno primerja nowe francoske mere. Še istega leta je bila

objavljena v Zeitschrift von und fir Ungern in namenjena širjenju metrskega

sistema na Ogrskem. Isto leto, nekaj dni pred svojo smrtjo, pa je izročil du-

najski tiskarni rokopis z naslovom Natiirliches Maass-, Gewichts- und Minz-

System ..., s katerim se je poslovil od občinstva.

Sovjetski Vegov biograf Depman trdi, da je bil Vega verjetno sploh prvi

propagamdist tega sistema izven meja Francije. »Vegovo propagiranje metr-

skega sistema v tej dobi je dokaz njegovih naprednih nazorov tudi v tem vpra-

šanju,« pravi Depiman.

Lalande je posredoval, da je Vega sodeloval pri izpopolnjevanju francoskih

logaritemskih tabel, tistih: tabel, ki so bile nato v vsej Evropi poleg Vegovih

skoraj izključno v rabi nad pol stoletja. Priskrbel je Vegi gradivo in: podatke

za širjenije metrskega sistema v Avstro-Ogrski. Njegova pisma, polna priznanj,

kakršna lahko da le zares velik človek, pa so bila Vegi v veliko spodbudo.

Pisec Vegovega nekrologa v Allgemeine Literatur-Zeitung trdi, da je Vega

z entuziazmom prebiral ta pisma svojim prijateljem in da so. mu bila zadnje

dni življenja v največjo tolažbo im ponos.

Lalandova dela so danes že klasična in zastarela, njegova osebnost pa

vzbuja priznanje in spoštovanje zaradi obširnega znanstvenega dela, globokega

strokovnega znanja in vodilne vloge med astronomi takratne dobe. Njegovo

ime se danes že odmika od vsakdanje rabe astronomov in častno odhaja v zgo-

dovino znanosti. — Vegov 7-decimalni logaritmovnik pa še vedno redno izhaja

v svetovnih jezikih in ime izrednega strokovnjaka za izračunavanje logaritem-

skih tablic.je tudi danes poznano med matematiki, astronomi in geodeti po

vsem svetu.
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LINEARNO PROGRAMIRANJE

ALOJZIJ VADNAL

1. Uvod

Vezane ekstreme funkcij več neodvisnih spremenljivk računamo navadno

z metodami diferencialnega računa po znani Lagrangeovi metodi. V zadnjem

desetletju pa so vzbudili pozornost vezani ekstremi neke posebne vrste, pri

katerih je Lagrangeova metoda neuporabna. Računamo jih po neki algebrajski

metodi, ki temelji na lastnostih večdimenzionalnih konveksnih poliedrov. Teh-

niko računanja te vrste vezanih ekstremov najdemo v strokovni, zlasti še

v ekonomski literaturi, pod različnimi imeni kot n. pr.: input-output analiza,

programiranje odvisnih dejavnosti, analiza aktivnosti, linearno programiranje

itd. Ker bomo obravnavali v naslednjem ekstremne probleme, v katerih na-

stopajo samo linearne enačbe in funkcije, bomo privzeli izraz linearno pro-

gramiranje (linear programming), ki je v moderni ekonomski literaturi še

najbolj razširjen.

Linearno programiranje se je doslej najbolj uporabljalo in uveljavilo pri

računanju vezanih ekstremov v gospodarstvu pri planiranju raznih gospodar-

skih dejavnosti, v tehniki pri organiziranju tehnoloških procesov in v statistiki

pri organiziranju popisov itd. Linearno programiranje prihaja skratka v poštev

povsod tam, kjer je mogoče in kjer se lahko predvidi tako ukrepanje, ki naj

bo z gospodarskega vidika optimalno. Problemi, ki jih je mogoče reševati po

tej metodi, so n. pr. tile:

a) Določiti je treba vrste in količine blaga, ki naj jih proizvaja neka

industrijska panoga, da bo dosegla pri obstoječih cenah največji dobiček.

b) Vprašanje je, kako je treba organizirati transport na nekem področju,

da bodo pri določenih transportnih tarifah in pri določenem obsegu transporta

transportni stroški najmanjši.

€) Vedeti hočemo, kako je treba organizirati statistični popis, da bodo pri

zahtevani natančnosti stroški popisa najmanjši.

d) Dognati je treba, kako naj poljedelec kolobari na svojem zemljišču,

da bo njegov pridelek največji.

Pri teoretičnem obravnavanju linearnih programov uporabljamo zlasti

matrični račun in teorijo večdimenzionalnih konveksnih poliedrov. Praktično

računanje posameznih problemov po tako imenovani metodi simpleksov pa je

dokaj enostavno in izvedljivo že s štirimi osnovnimi računskimi operacijami;

ker je praktično računanje povsem zmehanizirano, je zanj mogoče uporabiti

računske stroje, ki so pravzaprav nepogrešljivi, če ima problem le količkaj

večje število neznank in pogojev.

Ako nastopata pri linearnem programiranju samo dve neznanki, tedaj ga

lahko rešimo prav enostavno z elementarnimi metodami ravninske analitične

geometrije. Kot zgled takega elementarnega razreševanja navajamo naslednji!

primer:

Za svoj obstoj potrebuje človiek dnevno b, enot prve in b, enot druge

organske snovi. Te snovi dobi lahko v dmeh živilih. V enoti. prvega živila je a,,
enot prve in a,, enot druge organiske snovi; v enoti drugega živila pa je a,,

prve in a,, enot druge organske snovi. Enota prvega živila stane c,, drugega

živila pa c, denarnih enot. Kako je treba narediti načrt za nakup obeh živil,
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da bo zadoščeno obema potrebama po organskih snoveh in: da bodo izdatki

čim manjši? Če zaznamujemo z x, količino prvega, z r, pa količino drugega
živila, ki ju kupimo, tedaj izrazimo lahko to nalogo takole:

Izračunati je treba vrednosti x, in x,, ki sta pozitivni ali pa kvečjemu

enaki 0, ki zadoščata neenačbama:

a,,%, b a,, x, Zb,

a,, x, b a,, x, Zb,

in za katere ima funkcija:

fe—c,a, te,%,

X2

x,'

Nalogo rešimo lahko grafično v koordinatnem sistemu x,0x,, v katerem

načrtamo najprej premici, ki pripadata pogojnima: neenačbama. Zaradi pogojev

pridejo kot nešitve v poštev očividno samo tisti pari x, in x,, ki jih ponazorujejo

nad obema premicama ležeče točke prvega kvadranta. Med temi pari vzamemo

za optimalno rešitev tisti par (A), za katerega ima minimum linearna funkcija f,

ki jo v koordinantnem sistemu predstavlja družina vzporednih premic. Pri-

ložena slika daje grafično rešitev problema za naslednje posebne vrednosti:

a,,—l,a;, <2, 4,, — 8, a, — 1,

b,<9,b,—8,c,<—4, c, < 5; h

rešitev je: x, — 3, x, — 2, fmin — 22.

2. Standardno linearno programiranje

Splošno linearno programiranje izrazimo lahko takole: Izračunati je treba

neznanke x,, x,, ..., 4j, ki naj bodo vse pozitivne ali kvečjemu enake 0 in ki

naj zadoščajo naslednjemu sistemu linearnih enačb oziroma neenačb:

- K
Gejee uabob ar ea Slav

pa
Ami €; b... bami dj > bm
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in za katere ima linearna funkcija:

fec,x,Pr... PF cia;

minimum. oziroma maksimum; pri tem so koeficienti ajk, bi; in ex poljubna

realna števila in j > m.

Zaradi potreb pri teoretičnem: razmotrivanju, zlasti pa zaradi potreb pri

praktičnem računanju prevedemo to linearno programiranje v tako imenovano

standardno obliko! S primerno preobrazbo: pogojnih enačb oziroma neenačb ter

z dodajo novih neznank, ki! so sicer važne za računsko tehniko, pa bistvo pro-

blema ne zadevajo, je mogoče zgornje linearno programiranje prevesti v na-

slednje standardno linearno programiranje, ki je prvotnemu

ekvivalentno:

Izračunati je treba neznanke x,, £,,..., £j, ..., Xn, ki naj bodo vse pozitivne

ali kvečjemu: enake 0:

x Z0, (i5<1,2,...n) 4)

ki zadoščajo naslednjemu sistemu m linearnih enačb:

a, 41H... banan —b,

(HI)

Ami K, -- Maše Admn Xn < bm

in za katere ima; linearna funkcija:

f<sc,x, b ... b Ca Xn (II)

maksimum; pri tem so koeficienti aj;k, bi in ck poljubna realna števila in n > m.

Zaradi praktičnih potreb pri numeričnem računanju zadošča standardni

problem še enemu pogoju. Vrednosti x — (x,,..., Xn) imamo lahko za točko

oziroma vektor n-dimenzionalnega prostora X,. Koeficiente v stolpcih sistema

pogojnih enačb (II) pa imamo lahko za točke oziroma vektorje m-dimenzional-

nega prostora Pn, ki jih pišemo takole:

Pi — (ip « dm), - », Pn — (in; --., dan), Po < (b;,..., bn)

Z dodatkom primernih novih neznank k prvotnemu problemu je vedno

mogoče doseči, da so pri standardnem problemu med vektorji p,,..., pn Za-

popadene vse vektorske enote prostora Pn:

Pi;5(1,0,...,0),...,Pin<5 (0,...,0,1).

Vsi ti vektorji enote so linearno neodvisni in tvorijo bazo prostora Pn;

z njimi je namreč mogoče izraziti linearno vse vektorje p,,..., Pn, Pa tudi

vektor po, pri čemer je izražanje enolično.
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3. Bazične možne rešitve

Sistem vrednosti x,,..., xn imenujemo možno rešitev linearnega

programa, če zadoščajo x,,..., xn pogojnim enačbam (II), ne da bi morala imeti

zanje linearna funkcija (III) že maksimum. Med možnimi rešitvami imajo po-

sebno važno vlogo bazične možne rešitve. Možno rešitev x,,..., xn imenujemo

bazično možno rešitev linearnega programiranja, če ima kvečjemu

m pozitivnih komponent, medtem ko so vse druge enake 0.

Vektorji p,,..., pn so vektorji m-dimenzionalnega prostora P,, zaradi česar

je med njimi največ po m vektorjev linearno neodvisnih. Med njimi eksistira

torej največ ( ma m-toric linearno neodvisnih vektorjev. Vsaka taka m-torica
m

linearno neodvisnih vektorjev tvori bazo prostora Pn; z njimi je namreč mo-

goče enolično linearno izraziti vse vektorje p,,..., Pn, pa tudi vektor p,.

Vsaki bazi prostora P,, t. j. vsaki m-torici linearno neodvisnih vektorjev

lahko izračunamo ustrezno bazično možno rešitev linearnega programa. Denimo,

ne da bi pri tem na splošnosti kaj izgubili, da tvori bazo prostora Pp

prvih m vektorjev p.,..., Pn, ter rešimo neslednji sistem m linearnih enačb

z m neznankami:

Am; €, P... b dom m — bu

ki ima samo eno rešitev, recimo: x,,..., £m. Ker je množica teh m vrednosti:

T;,,..., Ca rešitev tega sistema enačb, je množica vrednosti: x,,...,4m,0,0,...,0

očividno rešitev sistema enačb (TI) in zato neka možna rešitev linearnega pro-

gramiranja. Ker ima ta rešitev kvečjemu m, pozitivnih komponent, je to ba-

zična rešitev, in sicer tista, ki ustreza bazi p,,..., Pm.

Po tej metodi je prav lahko dejansko izračunati! eno bazično možno rešitev

linearnega programiranja, in sicer tisto, ki ustreza bazi, sestavljeni iz m-torice

vektorskih enot prostora Pc. V tem primeru ima prej zapisani sistem m li-

nearnih enačb tole zelo enostavno: obliko:

x, —<b,,..., £m— bm

Ustrezna bazična možna rešitev linearnega programiranja pa je:

b,,b,,...,bm,0,0,..., 0 (V)

Za praktično računanje linearnega programiranja je bistveno važen prehod:

od ene baze na drugo. Denimo, da smo vzeli v' prostoru P, za bazo m-torico

linearno neodvisnih vektorjev p,,..., Pm, ki ji ustreza določena bazična možna

rešitev x,,..., £m, 0, ..., 0! Iz te baze dobimo kako drugo bazo tako, da ma-

domestimo poljuben vektor, ki je v bazi,.s kakim drugim wektorjem, ki ga

v bazi še ni bilo. Tej novi bazi ustreza seveda tudi neka bazična možna rešitev.

.
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Ta prehod od prvotne baze na novo bazo izvršimo v praksi z neko precej za-

mudno transformacijo matrice, ki jo sestavljajo koeficienti sistema enačb (II).

Pri tem dobimo linearno izražavo vseh vektorjev p,,..., pn z vektorji nove

baze, obenem pa: dobimo tudi novi bazi ustrezno bazično možno rešitev linear-

nega programiranja. Ker tvorijo koordinatno izhodišče in konci bazičnih vek-

torjev m-dimenzionalni simpleks prostora Pn, imenujemo to metodo prehoda

od prvotne baze na novo bazo metodo simpleksov. Podrobnosti te metode v na-

slednjem ne moremo obravnavati.

4. Maksimalne rešitve

Sistem vrednosti: x,,..., 4, imenujemo maksimalno rešitev li-

nearnega programiranja, če zadoščajo te vrednosti pogojnim enačbam (TI) in če

ima hkrati zanje linearna funkcija (III) maksimum. Če pa ima maksimalna

rešitev kvečjemu m pozitivnih komponent, medtem ko so vse druge enake 0,

tedaj jo imenujemo maksimalno bazično rešitev.

Za linearno programiranje velja naslednji temeljni izrek, ki ga ne bomo

dokazovali: Če je linearna funkcija (III) omejena za vse možne rešitve linear-

nega programiranja, tedaj eksistira maksimalna rešitev, ki je bazična.

Upoštevajoč ta izrek, je dovolj, da se omejimo samo na bazične možne re-
šitve, med katerimi iščemo zahtevano maksimakno rešitev. Postopek, ki nas

bo privedel do maksimalne rešitve linearnega programiranja, bo po dosedanjem

očividno tale:

a) Za izhodišče vzamemo 'azo, ki sestoji iz m-torice vektorskih enot

prostora P, in izračunamo ustrezno bazično možno rešitev (IV); za to rešitev

ima linearna funkcija j (III) določeno vrednost, recimo f,.

b) V prvotni bazi odpravimo določen wektor in wpeljemo namesto njega

novega. Odstranjeni in vpeljani vektor izberemo tako, da dobimo novo bazično

možno rešitev, pri kateri se vrednost linearne funkcije (III) poveča, recimo

na f,, pri čemer je f, > f,. Pri metodi simpleksov se prav lahko ugotovi, kateri

vektor moramo iz baze odpraviti in katerega moramo vanjo vpeljati, da se bo

za novo bazično možno rešitev vrednost funkcije (III) dejansko povečala, in to

še celo kolikor mogoče močno povečala.

c) Pri novi bazi zopet ponovimo ta postopek. Zaporedno ponavljanje po-

stopka nas bo privedlo do vedno večjih vrednosti linearne funkcije (III).

Pri tem ponavljanju se nam morejo nuditi naslednje možnosti:

1. Po nekem končnem številu iteracij pridemo do zadnje baze, za katero

ni več mogoče povečati linearne funkcije (III); za tej bazi ustrezno bazično

možno rešitev ima torej ta funkcija maksimum. V tem primeru ima: linearno

programiranje maksimalno rešitev; ta je identična bazični možni rešitvi in

ustreza zaključni bazi.

2. Pri iteriranju naraščajo vrednosti linearne funkcije (III) čez vse meje;

v tem primeru linearno programiranje nima rešitve.

3. Iteriranje ne privede do nikakršnega zaključka v primeru, če je linearno

programiranje protislovno.
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5. Konveksni polieder

Oglejmo si še neko geometrično ponazoritev linearnega programiranja.

Pogojne enačbe (II) lahko pišemo v matrični obliki:

a,,:... din x, b,

Oma <<< dm Ca b,

ali kratko Ma — po, pri čemer sestoji: matrica M iz koeficientov na levi strani

pogojnih enačb (II). Matrico M imamo lahko za transformacijsko matrico li-

nearne transformacije Mr < p, ki transformira točke oziroma vektorje (x)

prostora X, v točke oziroma vektorje (p) prostora P,. Pri taki linearni trans-

formaciji preidejo očividno vektorji enote prostora X, v vektorje p,,..., Pn

prostora Pm. Pri taki razlagi predstavlja sistem pogojnih enačb (II) pravzaprav

naslednjo nalogo: Določiti je treba vse tiste točke oziroma vektorje (x) pro-

stora Xn, ki jih linearna transformacija s transformacijsko matrico M tramsfor-

mira v točko oziroma vektor p, prostora P,. Dokazati je mogoče, da tvori

množica vseh takih točk (x) v prostoru X, neki konveksni polieder K; do-

kazati pa je tudi mogoče, da tvorijo koordinate vsakega oglišča poliedra K

po eno bazično možno rešitev linearnega programiranja. Linearno funkcijo (III)

predstavlja v prostoru X, neka družina vzporednih hiperravnin; za to linearno

funkcijo je mogoče dokazati dejstvo, ki je v tridimenzionalnem prostoru X,

pravzaprav očividno, da ima maksimum: v enem izmed oglišč poliedra K. (Če

ima maksimum v več ogliščih, tedaj ga ima tudi v vseh točkah konveksnega

poliedra, ki ga definirajo vsa ta oglišča.)

Prej obravnavano metodo simpleksov si torej geometrično lahko ponazo-

rimo. takole: Prehod od ene baze na drugo oziroma prehod od ene bazične

možne rešitve na drugo ponazoruje prehod od enega oglišča poliedra K v drugo

oglišče, pri čemer pa moramo iskati drugo oglišče tako, da se zanj vrednost

linearne funkcije (III) poveča. Če je konweksni polieder K omejen, tedaj nas

iteriranje tega postopka prej ali slej privede do ekstremne rešitve linearnega;

programiranja; če pa polieder K ni omejen, tedaj pa linearno programiranje

nima rešitve, ker nanašča pri iteraciji postopka linearna funkcija (III) čez vse

meje.
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OPERATORSKI RAČUN

RAJKO JAMNIK

Operatorski račun je znan kot važno pomožno sredstvo pri reševanju

diferencialnih enačb, tako navadnih kakor parcialnih. Do njega je mogoče

priti z več strani. Doslej mu je bila navadno za izhodišče Laplaceova trans-

formacija

F (s) — f e—tf(t) dt
o

Operatorski račun s tem izhodiščem predpostavlja znanje funkcijske

teorije, kar je precej huda zahteva. Po zadnji vojni pa je Poljak T. Mikusinski

izdelal neposredno metodo, za katero je potrebno le znanje elementarne analize,

zato nam je dostopna z manjšim trudom. Ideja za to metodo izhaja od Heavisida,

vendar je šele sedaj dobila; dobro urejeno in glede strogosti zadovoljivo obliko,

tako da je postala zanimiva tudi s čisto matematičnega gledišča,

1. Konvolucija

Izhodišče neposrednega operatorskega računa je integral

c(B) — fa(t—7)b (Ddr (1)
o

ki ga imenujemo konvolucija funkcij a(t) in b (t). Ti dve funkciji naji bosta

definirani in zvezni na intervalu 0 < t< .. Množico funkcij s temi lastnostmi

bomo imenovali razred C.

Uvedena operacija ima prav prijetne lastnosti. Ker je določeni integral

zvezna funkcija zgornje meje, spada konvolucija tudi v razred C. Še pomemb-

nejša pa so naslednja dejstva:

I. Konvolucija je komutativna; to pomeni, da je
t t

Ja(t—7b()dr < (b(t—rna(dr (2)
Ke) o

O tem se prepričamo, če postavimo v integralu na levi strani t —r — o.

II. Konvolucija je asociativna. Postavimo namreč

t t

(a(t—ab(Mdr<g(t), [b(t—nJeMmdr < ht)
o o

Potem je
t t

f g(£—)C(r)dr — fa(t—1h(dr (3)
o o

Dokaz je podoben kot za (2).

III. Konvolucija je distributivna, saj je očitno, da je

ne [b (2) £ c (7)] dr < fat—abO dr t fat—)cG) dr (4)
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Razen naštetih lastnosti velja za konvolucijo dveh funkcij iz razreda C

še važni Titehmarshov teorem: Konvolucijja dveh funkcij, od katerih ni nobena

identično enaka nič, ni identično enaka' nič.

Konvolucija ima torej enake lastnosti, kot jih najdemo pri produktu števil.

Razlikuje se pa od njega po tem, da zanjo nimamo enote. To pomeni, da ni
nobene funkcije e (t) iz razreda C, ki bi zadoščala za vsak a (t) enačbi

a (t) — fa ((t—ne()dr G)

t

Za dokaz vzemimo, da je.a (t) — 1! Potem bi moralo biti 1 — f e (7) dr za vsak
o

t Z 0. Za t— 0 pa to prav gotovo ne velja. Funkcije e z zahtevano lastnostjo:

torej ni.

integralska simbolika je zelo nerodna, če jo primerjamo s simboliko, ki jo

uporabljamo pri računanju s števili. Ker je konvolucija tako podobna produktu,
bomo zanjo uporabljali isti znak Kot za produkt. Pisali bomo torej c — a.b ali
c — ab. Pri tem je seveda treba misliti na to, da sta a in b funkciji, ne pa

števili. Pri konstantnih funkcijah bi pa vseeno prišlo do zamenjav. Produkt
t

števil 3 in 4 je 12, konvolucija funkcij 3 in 4 pa f 3.4 dr — 12 t. Da se izognemo
o

vsaki dvoumnosti, bomo pisali funkcije v zavitih oklepajih, števila pa brez njih.
Tako n. pr. pomeni znak (f(t)) funkcijo, f(t) pa njeno vrednost v točki t,
torej število. Če funkcija ni dana konkretno in zato ni nevarnosti za zamenjavo,
oklepaje tudi izpuščamo.

Za konvolucijo dveh ali več enakih funkcij je ugodno uvesti enake znake,

kot jih imamo za produkt dveh ali več števil. Torej a.a <— o?, a.a.a — aš itd.

Zavitih oklepajev tu nismo pisali, ker ni nevarnosti, da bi funkcijo a zamenjali

s štovilom. Če sta m in n naravni števili, velja tudi za konvolucijo

am.gh — amtn am.bhm — (ab)m, (amjn — gma,

Te lastnosti potence slede iz njene definicije na enak način kot pri številih,

saj je konvolucija komutativna in asociativna.

Pri številih sta glavni računski operaciji vsota in produkt. Pri našem: ra-

čunanju s funkcijami smo s konvolucijo definirali računsko: operacijo, ki je

analogna produktu. Vpeljimo zdaj še vsoto z enačbo

fa(t), £ (b(0) — fa(t) -b (t))

Vsoto dveh funkcij tvorimo tedaj tako, da za vsak t seštejemo ustrezne vred-

nosti obeh funkcij. Tako določena vsota je očitno funkcija iz razreda C in ima

vse lastnosti; številske vsote.

Osnova našega operatorskega računa sta torej formuli

la (0) £ (b (0) < (a(t) -b(t)) ai

t

(a (0). b (0) < (fa(t—a)b() dr)
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Oglejmo si zdaj še posebej, kaj pomeni konvolucija funkcije (f (t))] s kon-

stantno funkcijo (1)! Po definiciji sledi

1) G(W)) < tl fo dr) (7)
Funkcija (1) torej prireja funkciji (f (t)) njen določeni integral. Zato jo imenu-

jemo integralski operator, označujemo pa jo navadno s črko 1.

Z zaporedno integracijo dobimo 1? < 4£/1!), 1 — (1?/2!), nato pa s popolno

indukcijo

In — (tt-/n —1)i) (8)

Od tod sledi med drugim znana Cauchyjeva formula

t t t

[dt... (fOde- genom— VISO de

Na levi je treba integrirati n-krat.

2. Operatorji

Uvedimo zdaj operacijo, ki je nasprotna konvoluciji! Nakažemo jo v obliki

ulomka. Če sta a in b funkciji razreda C in če b ni identično nič, potem nam

simbol a/b določa tako funkcijo c, če ta sploh eksistira, da je a — cb. Določiti:

pomen znaka a/b se torej pravi poiskati tako funkcijo c, da je a konvolucija

funkcij b in c. Tako je n pr.

419/41?) — (12t), ker je (l2t) (2) — (ji (t —r) 7? dr) — (tt).

Vpeljana operacija ima: smisel le, če je funkcija c z njo enolično določena.

Pa naj eksistirata dve različni funkciji c, in c, taki, da je a — c,b in a — c,b!

Potem bi bilo (c, —c,)h <— 0. Konvolucija dveh funkcij pa je po Titehmarsho-

vem teoremu identično nič le tedaj, če je ena izmed funkcij identično nič. Ker

je b:FO0, sledi od tod, da je c, — c..

Pri naravnih številih nas uvedba deljenja, torej računske operacije, ki je

nasprotna produktu, pripelje do novih števil. Kvocient dveh naravnih števil

ni zmeraj naravno število. Če hočemo, da je deljenje neomejeno izvršljivo,

moramo uvesti ulomke. Vidimo tudi, da imajo ulomki z imenovalcem 1 lastnosti

naravnih števil. Zato jih kar izenačimo z njimi, tako da je množica naravnih
števil delna množica množice ulomkov. Tudi v našem primeru se moramo

vprašati, ali je uvedena operacija zmeraj izvršljiva v obsegu razreda C.

V enačbi (5) smo dokazali, da ni take funkcije e, da bi za vsako funkcijo a ve-

ljala enačba a — e.a. Ulomek a/a, ki bi imel pomen enote, torej ni funkcija

iz razreda C.

Kakšen pomen ima tedaj v splošnem znak a/b? Iz enačbe a < (a/b).b je

razvidno,da a/b na kakršen koli način funkciji h prireja funkcijo a. Simbol a/b

pomeni torej neko operacijo, ki jo je treba izvršiti s funkcijo b, da dobimo

funkcijo a. Zato ga bomo imenovali operator.
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