
| /
FA

IN 4
N

FA

A

OBZORNIK
ZA MATEMATIKO.
IN FIZIKO

LJUBLJANA

1956-57

V. št.l



VSEBINA

Članki Stran

Ob stoletnici rojstva Nikole Tesle (Lavo Čermelj) . . . m... 1

Moderna algebra in kvantna mehanika (Ivan Vidav)......:. B

O Tauberjevem izreku za potenčne vrste (Anton Suhadole). . . . . 16

Antiproton (Bibijana Čujec-Dobovišek). .......:. :. . . 21

Elektrostatični pospeševalnik (Edvard Cilenšek). .....:. :. . 25

Novice

Analogni računski stroji za reševanje sistemov linearnih enačb (Rudolf

Kladnik). . . . . . ...... 34

Dolgoživ radioaktiven izotop aluminija (Silvester Šterbal) . n.o... 82
Rentgenski žarki s Sonca (Mitja Kregar) .......:. :. .. . 39

Šola

Tečaj za fizikalno eksperimentiranje (Francč Ahlin)... . :. . . 42

Joulov poskus v šoli (Rajko Korbar). . . . . . na... . AA

Vprašanja .............L.Lk Lk .r a... . . 41

Nove knjige. ..........................AD

Odgovori. .. .. .. ....................46

CONTENTS

Articles Page

Hundredth Anniversary of Nikola Tesla's Birth (by L. Čermelj) . . 1

Modern Algebra and Guantum mechanics (by I.Vidav). . .... z 5

On Tauber's Theorem for Power Series (by A. Suhadolc). . . . . . 16

The Antiproton (by B. Čujec-Dobovišek). ........:. :. . 21

The Electrostatic Generator (by E.Cilenšek)....... :. :. . 25

News

Analog Computers for the Solution of zene of Linear uran (s

R. Kladnik). ... . .. 34

Longlived Radioactive Isotope of Alurminurm by S. Šterbal) . o... 88
X-Rays from the Sun (by M.Kregarj. ..........:... "39

School

Course of Demonstration Experiments in Physics (by F. Ahlin) . . . 42

Joule's Experimemt in the Classroom (by R. Korbar). . ... . . . 44

Guestions. .. .........................Al

New Books . . ................La... .. 45

Answers . .......... La rk a aaa, o... . Ag

The OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO is published guarterly by the

Society of Mathematicians and Physicists of Slovenia. Summaries in English, French

German or Russian will appear with some articles.

Letters should be addressed to: Obzornik za matematiko in fiziko, P. p. 2583,

Ljubljana, Yugoslavia.



rise OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO ':.:

OB STOLETNICI ROJSTVA NIKOLE TESLE

LAVO ČERMELJ

10. julija letos je bila

v dvorani Jugoslovanske-

ga dramskega gledališča

v Beogradu slavnostna

akademija, posvečena sto-

letnici rojstva Nikole Te-

sle. Slavnosti so priso-

stvovali znanstveniki iz

vsega sveta, med njimi

Nobelov laureat Niels

Bohr iz Danske, Arthur

Fleming iz Anglije, pro-

fesor Karl Chambers iz

Pensilvanije, prof. Alek-

sejev iz ZSSR, švedski

znanstvenik Dahlgren,

predsednik Mednarodne

elektrotehniške komisije

Dunsheat in predsednik

Ameriškega inštituta elek-

trotehniških inženirjev

Richard Sogge. Že prisot-

nost toliko velikih znan-

stvenikov v glavnem. me-

stu naše države, ko je

slavila stoti rojstni dan

svojega sina Nikole Tesle,

je najboljši dokaz za ve-

ličino moža, ki mu je ve-

ljala ta slavnost. Iz tega

pa smemo tudi sklepati,

da zaslug slavljenca ne ceni samo njegova domovina, temveč da pripada Tesla

po svojem delu vsemu kulturnemu svetu. V skladu s tem pripravlja Ameriški

inštitut elektrotehniških inženirjev veliko komemoracijo v času od 1. do 5. okto-

bra v Chicagu. Ob tej priliki bodo ustanovili Teslovo medaljo, ki jo bodo po-

delili vsako leto za uspehe na področju elektrotehnike. Na akademiji v Beogradu

pa 'je predsednik Mednarodne elektrotehniške komisije Dunsheath prebral

sklep akcijskega odbora te komisije, ki se je sestal 27. junija v Minchenu, da

sprejme predlog, po katerem naj enota za magnetno indukcijo (gostoto magnet-

nega toka) v merskem sestavu MKSA (meter-kilogram-sekunda-amper) nosi
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ime po Tesli. En tesla (znak T) je magnetni tok (fluks) ene voltsekunde ali

webra (Wb <— Vs) skozi prerez enega kvadratnega metra:

1T <1 Wb/m? — 104 gauss

S temi proslavami in sklepi bo znanstveni svet Nikoli Tesli vsaj po smrti!

izkazal zasluženo priznanje in poskrbel,da se njegovo ime ne bo tako hitro

pozabilo, kakor se je že ime marsikaterega drugega velikega izumitelja. Ne-

varnost je bila prav velika. Saj je vodilna ameriška tehniška revija »Power«

v članku, kjer govori o pomenu Nikole Tesle za električno industrijo, ugotav-

ljala, da bi na vprašanje, kdo je postavil temelje sodobnemu proizvajanju in

razdeljevanju elektrike, vodilni možje v industriji navedli celo vrsto imen:

Edison, Bush, Thomson, Westinghouse in mnogo drugih, nihče pa ne bi imenoval

Tesle. Tako omalovaževanje Teslovega imena je pa po sodbi tega časopisa

izredno krivično. Saj se mora človeštvo predvsem 'Tesli zahvaliti, ako more

danes v taki meri proizvajati električno energijo v hidro- in termocentralah

in jo razpošiljati na ogromne razdalje.

Devetdeset let je, odkar je Werner Siemens izumil dinamostroj, ki je

omogočil proizvajanje električne energije v večji količini. V Evropi in Ameriki

so začele nastajati prve električne centrale, toda njihovo delovno območje je

bilo še dokaj omejeno, kajti proizvajale so le enosmerni električni tok, ki je bil

prav pripraven za razsvetljavo in tudi za pogon motorjev, kateri so kljub

raznim nedostatkom dobro služili svojemu namenu. Toda prenos enosmernega

toka na večje razdalje je bil praktično nemogoč in generatorji takega toka

so v primeri z uporabljenim gradbenim materialom dajali premalo energije.

Saj je bil za napajanje 50 do 100 obločnic ali desetkrat toliko žarnic potreben

poseben generator. Mnogo večje ugodnosti v tem pogledu bi lahko nudil izme-

nični tok. Proti uporabi takega toka za razsvetljavo pa je nastopil iz gospo-

darskih razlogov A. Edison, ker si je bil pravkar prisvojil nekak monopol s cen-

tralami za enosmerni tok. Glede možnosti praktično uporabnih motorjev za

izmenični tok pa so bili skrajno skeptični tudi ugledni strokovnjaki. Naj

omenimo samo Teslovega profesorja na graški tehniki Posehla in znanega fizika

W. 'Thomsona (Lorda Kelvina).

Toda Tesla je znal premagati vse težave, ki jih je kazal izmenični tok,

in vse predsodke, ki so jih navajali proti njegovi uporabi. Maja leta 1888 je

imel Tesla v Ameriškem inštitutu elektrotehniških inženirjev predavanje,

v katerem je opisal novi sistem za proizvajanje, prenos in uporabo izmeničnega

toka. Jedro tega je bil indukcijski motor, zgrajen na osnovi vrtilnega magnet-

nega polja. :

Način, kako je Tesla rešil problem izmeničnega toka, nam sam (jasno priča

o izumiteljjevi veličini. To ni bil navaden izum, temveč pravo odkritje epohal-

nega pomena, kakršnih srečamo v zgodovini znamosti in tehnike le prav malo

pri umskih velikanih.

V 'Teslovih možganih se je po izredni imtuiciji rodila misel o vrtilnem

magnetnem polju. Tako je izumil mnogofazni generator in indukcijski motor

ter iznašel najprimernejši način za pretvorbo in prenos večfaznega toka.

Spoznal je problem takih tokov v vsem njihovem. obsegu. Sam je dognal in

izdelal vse, kar je bilo bistvenega. Svojim naslednikom je prepustil le izdelavo

raznih nadrobnosti. V letih 1887 do 1889 je dal registrirati preko 40 patentov,

ki vsebujejo vsa načela sodobne tehnike jakih tokov in popis raznih njenih

sestavnih elementov.
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Na že omenjenem predavanju v Ameriškem društvu elektrotehniških

inženirjev je Tesla pokazal vrtilni motor v obratu. Ognjeni krst pa je prestal

njegov izum na medmarodni razstavi v Frankfurtu l. 1892. Ob reki Nekar so

postavili generator, ki je pošiljal trofazni tok z napetostjo 355 voltov na

razdaljo 175 kilometrov. Leto nato je Westinghousova družba, ki je pokupila

Teslove patente, pokazala na razstavi v Chicagu razne Teslove generatorje,

motorje in transformatorje. Dokončno zmago velikega Teslovega odkritja pa je

pokazala zgraditev velike hidrocentrale za polifazni sistem ob Niagarskih

slapovih. Centrala je začela obratovati v avgustu 1895 in je že naslednje leto

prenašala izmenični tok do Buffala. Prav tedaj pa so začeli v Ameriki upeljavati

parno turbino, ki je omogočila zgraditev tudi wečjih termocentral za pro-

izvajanje električne energije po 'Teslovem sistemu. S tem se je dejansko

pričela nova doba električne energije.

Toda Tesla ni dalje sledil razvoju na tem področju elektrotehnike. Izredna

intuicija mu je pravila, da čuva izmenični tok še marsikatero skrivnost. Usmeril

je svoje raziskave na toke visoke in najvišje frekvence. Tu je nastopal kot pravi

pionir, ikajti vse je bilo novo, vse je bilo treba odkrivati in ustvarjati. Kon-

struiral je stroje, ki so proizvajali do 35 000 nihajev na sekundo. Visoko-

frekvenčne tokove je uporabljal za pridobivanje izredno visokih napetosti celo

do več milijonov voltov. V ta namen je izumil poseben transformator, ki nosi

po njem tudi ime. Tak transformator nima železnega jedra. Primarna tuljava

sestoji le iz nekaj širokih ovojev debele žice, vanjo pa je vtaknjena sekundarna

tuljava z veliko ovoji tanike žice. S takimi transformatorji je dosegel efekte,

ki so silno presenetili laike in znanstvenike in po katerih je zaslovelo mjegovo

ime po vsem svetu. Maja 1892 je predvajal najvažnejše poizkuse s svojimi toki

v Društvu ameriških elektroinženirjev v: New Yorku, naslednje leto pa jih

je ponovil v Londonu v tamošnjem društvu elektroinženirjev in nato še pred

člani Kraljevske družbe, obakrat v delavnici in za mizo, kjer je napravil svoje

znamenite preizkuse Michael Faraday. Sledilo je še predavanje v Parizu.

Tesla pa se ni omejil samo na zunanje, naravnost čarovniške efekte teh

poskusov, temveč je pokazal tudi pot k uporabi teh tokov v zdravilstvu (diater-

mija), v metalurgiji (taljenje in ogrevanje kovin) ter k proizvajanju »idealne

luči«, ki bi bila mrzla in ne bi zahtevala dovodnih in odvodnih žic.

Z, odkritjem visokofrekvenčnih in visokonapetostnih tokov pa je Tesla

postavil tudi bazo za sodobno radiotehniko in dejansko tudi izumil vse, kar je

zanjo bistvenega. S svojimi visokofrekvenčnimi generatorji in transformatorji

je lahko proizvajal neudušeno elektromagnetno valovanje. Že pred letom 1893

je izumil anteno in spoj z zemljo, uvedel induktivno spojitev antenskega in

iskrilnega kroga ter odkril električno resonanco.

To naporno delo je trajalo celih 10 let, od 1893 do 1903. Čeprav ga je

medtem doletela huda nesreča, ko je zgorel njegov laboratorij, je že l. 1898

lahko predložil patentnemu uradu načrt za stroj, ki bi deloval po brezžičnem

prenosu električne energije. Toda patentni urad ni hotel sprejeti prijave,

dokler se ni njegov zastopnik na licu mesta prepričal o resničnosti izuma.

Ko pa je Tesla kmalu nato ponujal svoj izum ameriški državi, se mu je vladni

uradnik, s katerim se je pogovarjal, smejal v obraz: tako neverjetna se mu

je zdela novica. In vendar je Tesla že tedaj (sredi 1899) brezžično oddajal

znake na več kot 1000 kilometrov razdalje in s tem dejansko pokazal, da je

brezžična telegrafija z njegovim sistemom mogoča.

Že ob koncu prejšnjega stoletja je Tesla iz razdalje brezžično dirigiral

ladjo na vedi. Uporabljajoč po lastnem izumu izpopolnjeni koherer, je z obrežja
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po brezžičnem prenosu premikal, obračal in ustavljal ladjico in na njej užigal

električne žarnice. Elektromagnetni valovi so delovali na magnete, ki so

opravljali razne operacije z ladijskim vijakom in krmilom ter z raznovrstnimi

drugimi napravami. Ladjico je izbral samo kot primer, na katerem je hotel

pokazati, da je mogoče ustvarjati tak »avtomaton«, ki se po dirigiranju iz raz-

dalje lahko premika po vodi, na kopnem ali v zraku. Pri njem moramo tedaj

iskati začetek dirigiranih izstrelkov, ki so danes v ospredju vojaške tehnike.

Avtomaton, ki ga je pokazal Tesla, je imel, kakor je sam izjavil, res samo

»izposojene možgane«, toda avtor je bil prepričan, da more tak avtomaton

imeti tudi svoje »lastne možgane«, tako da lahko brez tuje pomoči reagira

na razne zunanje vplive, kakor da bi res imel dar razuma. Takšne možgane

imajo ido neke mere že današnji dirigirani izstrelki.

Prav tako je Tesla že med prvo svetovno vojno mislil na odkrivanje

podmornic po odboju elektromagnetnih valov, s čimer je postal nekakšen idejni

oče sodobnega radarja.

Za prikaz njegove nenavadne intuicije naj še povemo, da je že leta 1881

napovedal, da bo v dogledni bodočnosti možna komunikacija s plameti.

V poznejših letih pa so, njegove zamisli postajale vse preveč kozmične in

mistične. Po uspehih, ki so jih imele številne njegove napovedi, ki so se

v začetku zdele nemogoče, ni izključeno, da se bo ta ali ona od teh, do sedaj

neverjetnih napovedi še izpolnila, toda slava, ki si jo je pridobil Tesla kot

oče sodobne elektrotehnike jakih tokov, kot iznajditelj visokofrekvenčnih in

visokonapetostnih tokov ter kot ustanovitelj današnje radiotehnike, je tako

velika, da je katerakoli posmrtna uresničitev njegovih »olimpijskih« napovedi

ne bi mogla še bistveno povečati.

'HUNDREDTH ANNIVERSARY OF NIKOLA TESLA'S BIRTH

(Summary)

Scientists from all over the world met on July 10, 1956 at Belgrade, the

capital of Yugoslavia, to celebrate the hundredth anniversary of the birth of

Nikola Tesla, whose work has influenced all modern. electrical engineering.

As early as in 1888 Tesla described and demonstrated at the American

Institute of Electrical Engineers his new system for the generation, transmission

and application of polyphase currents. The essential part of this system was

the inductive motor; its construction was based on Tesla's discovery of the

rotating magnetic field. The first great power station at the Niagara Falls was

the first public application of this system.

Later Tesla studied high-fregueney currents and constructed machines

which produced currents of 35 000 oscillations per second. He invented a special

high-fregueney transformer, named afiter him, by which he could reach po-

tentials of several million volts. In 1912 he demonstrated experiments of this

kind before the scientific societies of New York, London and Paris.

With his further investigations he furnished the foundations of the

wireless. He invented its essential parts, and he also discovered. the electrical

resonance. Already in 1899 he transmitted wireless signals to a distance of over

1000 kilometres and he could, standing om the coast, steer a ship at sea.
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MODERNA ALGEBRA IN KVANTNA MEHANIKA

IVAN VIDAV

Po načelih klasične fizike lahko enolično priredimo vsaki fizikalni količini
neko realno število, ki pomeni njeno velikost. Potem računamo s fizikalnimi

količinami tako, da računamo z ustreznimi števili. Popolnoma drugače je v

kvantni mehaniki. Tu v splošnem ni mogoče enolično prirediti števil raznim

količinam, kakor so n. pr. koordinate, komponente impulza in energija kakega

sistema. Zato tudi z njimi ne moremo računati v navadnem smislu. Računske

operacije je treba šele smiselno uvesti. Če to storimo, dobimo neko algebraično

strukturo, ki se razlikuje od aritmetike običajnih števil. Izkaže se, da pridemo

do zelo zanimive in lepe matematične teorije, do tako imenovane Banachove

algebre z involucijo. Namen tega članka je, prikazati glavne značilnosti te

algebre in njeno povezavo s kvantno mehaniko. Pri izpeljavah se ne bomo

ozirali povsod na matematično strogost.

I. Vpeljava osnovnih računskih operacij.

Fizikalne količine kakega sistema (koordinate, komponente impulza, ener-

sijo itd.) bomo skušali upodobiti z elementi neke abstraktne množice, ki jo

bomo na kratko imenovali :H. Pri tej upodobitvi bomo zaznamovali fizikalno

količino in ustrezni element v H ,kar z isto črko. Naša naloga bo najprej v H

primerno definirati računske operacije med elementi. V ta namen bomo vpe-

ljali nekaj splošnih principov.

1. Naj bo X ena izmed fizikalnih količim sistema, ki jev danem trenutku

v določenem stanju. Znamo je, da večkratno merjenje te količine ne da vedno

iste vrednosti", čeprav je sistem zmerom v istem stanju, temveč v. splošnem

različne vrednosti. Naj bodo vrednosti pri n merjenjih x,, x,,..., xn. Tvorimo

sedaj povprečje (x, £ x, -...xn)/n in zahtevajmo, da naj eksistira. limita

tega povprečja, če gre število merjenj preko vsake meje. To naj velja za vsako

fizikalno količino v vsakem stanju. Limitno vrednost

a —lim(x,ba, bt... tarn)/n, n—> o

bomo imenovali povprečje količine X v danem stanju. Če upodobimo fizikalne

količine v množico H, pripada vsakemu elementu X v H neko realno število,

namreč povprečje količine X. Če priredimo vsakemu elementu X iz množice H

neko realno število x, pravimo, da je x funkcional elementa X. To odvisnost

zapišemo z. enačbo x <— g(X). Funkcional je torej neka posplošitev pojma

funkcije. Pri navadni funkciji sta funkcijska vrednost in argument (neodvisna

spremenljivika) realni ali! kompleksni števili, pri funkcionalu pa je argument

element iz množice H, pripadajoča vrednost pa je realno število.

Imamo torej izrek: Vsakemu stanju sistema ustreza neki funkcional p(X),

pri čemer pomeni x — g(X) povprečje količine X v danem stanju. Različnim

stanjem sistema pripadajo različni junkcionali.

Na podlagi zgoraj omenjene zahteve že lahko vpeljemo nekatere računske

operacije med elementi množice H. Naj bo X kaka količina fizikalnega sistema.

Z X? bomo zaznamovali količino, ki jo definiramo na sledeči način: X? merimo

tako, da merimo količino X in dobljeno vrednost x, kvadriramo. Torej ima X?

" Tu so mišljena le idealna merjenja, to je merjenja z največjo teoretično
možno natančnostjo.



pri istem merjenju vrednost x,?. Če smo v nekem stanju dobili za X vrednosti

X,, Xn, << z Xn, SO XI, x, ..., xn? Ustrezne vrednosti za X?. Tudi tu zahtevajmo,

naj eksistira limita povprečja lim (x? b x? -... o x')/n, ko gre n—> co, kar

naj velja za vsako količino in za vsako stanje sistema. To povprečje je povprečje

elementa X? v danem stanju, torej pg (X?). Očitno velja vedno g (X?) — 0.

Če naj množica H upodobi razmere v kvantnomehaničnem sistemu, mora

eksistirati računska operacija, ki priredi vsakemu elementu X iz H kvadrat,

namreč element X?, ki seveda spada tudi v H.

Naj bo a realno število in X fizikalna količina. Z aX in X - a bomo

zaznamovali količini, ki ju dobimo takole: aX in X - a merimo hkrati z X. Če

je x, dobljena vrednost za X, sta ax, in x, a vrednosti! za aX in X a. Očitno

je povprečna vrednost elementov aX in X - a enaka ax in x -- a, pri čemer

pomeni x povprečno vrednost količine X v danem stanju. Torej velja za vsako

stanje

pg (4X) —<ap(X) in p(IXta—< g(X) ta

Nekatere količine, kakor n.pr. mirovna masa, električni naboj itd., pa

ohranijo tudi v ikvantni mehamiki značaj števil: V vsakem stanju nam da vsaka

meritev isto vrednost. Posebno važen je tisti element iz H, ki upodobi količino,

ki ima v vsakem stanju vrednost 1. Ta element bomo imenovali enoto in ga

zaznamovali na kratko kar z 1. Količine gornje vrste se upodobijo na elemente

a.l, iki jih bomo zaznamovali z a. V vsakem stanju je g (1) — 1 in bolj splošno

g (a) — a. Posebej za a — 0 dobimo element 0, to je tisti element iz H, ki ima

v vsakem stanju vrednost nič.

Naj bo X kaka količina našega sistema in x ustrezno povprečje v stanju 9,

torej x — pg (X). Važno vlogo ima povprečna vrednost kvadratov diferenc med x

in posameznimi merjenimi vrednostmi x,, x,, ..., £n. To povprečno vrednost

lahko zapišemo

NA. (x; — ar)? — no. xa? —2 ani. X xi ta? ()

V vseh vsotah moramo sešteti od i — 1 do i — n. Če raste n preko vsake meje,

limitira leva stran proti povprečni vrednosti elementa (X — x)?. Na desni ima

izraz n—i.X x? za limito povprečje elementa X?, vsota n—i.X x; pa gre proti x.

Torej je v limiti

PUZ—4A] <— p(X")— [p (DP. (5

Postavimo e — [p((X — r)')]i. Čim manjši je <, tem natančneje ima ko-

ličina X v danem stanju vrednost x. Rekli bomo, da ima X v stanju p ostro

vrednost x, če je s -: 0, torej p ((X— x)") — 0. V tem primeru dobimo iz (2)

p(X3) — lp (MP (3;

Vsako tako stanje bomo imenovali lastno stanje količine X, ustrezno povprečje

pa njeno lastno vrednost.

V splošnem pa velja za vsako stanje pg (X?) — [g (X)]", kar pokaže enačba

(2), ker je tam leva stran pozitivna.

2. Naj bosta X in Y dve fizikalni količini istega sistema. Če eksistira

taka količina Z, da je v vsakem stanju njena povprečna vrednost vsota po-

vprečnih vrednosti količin X in Y, bomo za ustrezne elemente v množici H

rekli, da je Z vsota elementov X in Y. V tem primeru bomo zapisali

Z — X — Y. Vidimo torej, da moramo upodobiti fizikalne količine v tako

množico H, v kateri je definirana vsota. Zato zahtevajmo, da naj pripada

vsakemu paru X, Y iz H element Z kot vsota. Operacija, ki priredi elemen-
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toma X, Y vsoto Z, naj ima običajne lastnosti vsote: namreč komutativnost

in asociativnost. Torej velja

a) X-Y<Y-X b) X -(Y -Z<-(X?-YZ

Iz gornje definicije vsote dveh fizikalnih količin razvidimo, da je v vsakem

stanju
: 9X EN < EBD te)
Ker smo prej definirali tudi množenje elementov z realnimi števili,

vidimo od tod, da tvori množica H tako imenovani linearni vektorski prostor.

To se pravi: elemente iz H lahko med seboj seštevamo, odštevamo in množimo

s skalarnimi števili kakor navadne vektorje. Diferenca je namreč takole de-

finirana: X—Y < X t (—1).Y.

Povprečna vrednost v danem stanju pa je linearni funkcional, ker velja

g (aX bY) < ag (X) T bg(Y) —(.

za poljubni realni števili ain b. —

Sedaj je mogoče definirati tako imenovani simetrizirani produkt dveh

elementov. Postavimo namreč

XXY-—1[(X tY?—X —Y)] G)
Vse operacije v oglatem oklepaju na desni smo že vpeljali. Simetrizirani pro-

dukt X X Y je komutativen: X X Y — Y X X, kar vidimo takoj iz definicije (5).

Ni pa v splošnem tudi asociativen in iz te definicije ne bi mogli dokazati, da je

distributiven.

V nadaljnjem se bo izkazalo, da je zelo ugodno razširiti vektorski pro-

stor H, in sicer tako, kakor razširimo realna števila na kompleksna števila.

Naj bosta torej X in Y dva poljubna elementa iz H. Vpeljimo element

Z — X t iY, kjer pomeni i imaginarno enoto. Vsi možni elementi Z tvorijo

kompleksni vektorski prostor, ki ga bomo zaznamovali z B. Vsota dveh elemen-

tov iz B je definirana takole:

Ba) Z, -Z,<— (X, HiY,) £(X, tiY)<(X, EX) tiY, "Y,)

Produkt s kompleksnim skalarjem a — a' ia" pa je

B b) aZ — (a tia")(X - iY) — aX— a'Y - i(a'X - aY)

Če je Z kak element iz B, torej Z — X - iY, spada element X — iY tudi

v B. Zaznamujemo ga z Z" in ga imenujemo adjungirani element k Z. Očitno

je adjungiranost dveh elementov vzajemna, torej (Z")" — Z, Če je Z" — Z,

je v izrazu Z — X -t iY komponenta Y — 0. Tak element, ki je samemu sebi

adjungiran, bomo imenovali hermitski element. Vsi hermitski elementi tvorijo

ravno prvotni vektorski prostor H. Samo ti pomenijo fizikalne količine.

3. Kakor je znano, se da tudi v kvantni mehaniki vsaka količina določiti

s poljubno ostrostjo. To se pravi, da za vsak element X eksistira tako stanje

sistema, v katerem je pripadajoči ex — [p((X — x)")]? poljubno majhen ali celo

nič. Ni pa zmerom mogoče to doseči za dve količini X in Y hkrati. Često

nastopi namreč naslednji primer: Čim ostreje je določen X, tem mamj ostro

vrednost ima Y, ali, drugače povedano, čim manjši je ex, tem večji je ey, tako

da produkt x ey ne more postati poljubno majhen.

To dejstvo skušajmo sedaj matematično izraziti. V vektorski prostor H

vpeljimo še tretjo algebraično operacijo, namreč množenje dveh elementov.
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Pri tem naj bo produkt XY asociativen in distributiven. Če sta faktorja enaka
Y — X, naj se ta produkt sklada s kvadratom X?, ki smo ga že prej vpeljali.

Vzemimo, da smo produkt XY s temi lastnostmi že definirali. Simetrizirani

produkt X X Y bo po enačbi (5) s produktom: XY v tejle zvezi

X X Y — 5(XY t YX) (6)

Tu levo stran že poznamo. Produkt XY bi bil zato znan, če bi imeli še komu-

tator, t.j. diferenco XY— YX. Sedaj pa vzemimo, naj bo matematični izraz

za zgoraj omenjeno dejstvo, da namreč produkt cx sy; ne postane v splošnem

poljubno majhen, nekomutativnost produkta XY. Narobe naj bo produkt

komutativen, torej XY — YX, kadar se dasta količini X in Y hkrati meriti

s poljubno ostrostjo.

Komutator C — 3i(XY— YX) naj bo torej tak element v H, da je

njegova povprečna vrednost v vsakem stanju zmerom absolutno pod exe;,

ge [p (OP Se (X—83.e (Y — vy) (0)
pri čemer sta x — 9(X), y < p(Y). Tu smo vzeli pri komutatorju C faktor i

zato, ker je potem X? -- Y? - 2C — (X—iY)(X t iY) < Z"Z. Ker je
?((X — x)" < pg(X!) —a? < g(X3), velja tudi ocena

[9 (OP Se (X).e (1?) (TH

Komutator C izraža neko fizikalno dejstvo in je zato seveda hermitski element,

: spada torej v H.

Na podlagi enačbe (6) definiramo produkt dveh elementov iz H s ko-

tatorj takole:mutatorjem C akole: xv o XxXyoic

Kakor je razvidno iz te definicije, produkt dveh hermitskih elementov v sploš-

nem ni več element iste vrste, temveč spada v kompleksni prostor B. Le tedaj

je produkt XY hermitski element, če je C <— 0, če je torej komutativen:

Produkt dveh poljubnih elementov iz B pa določimo s predpisom

B c) Z,Z, — (X, iY,)(X, iY,) — (X,X. — Y,Y,) i(XaY EV ,X.)

Vsi izrazi X,X,, Y,Y., itd. na desni imajo že pomen. Za tako definirano mno-

ženje naj veljata asociativnostniin distributivnostni zakon:

B d) (Z,Z)Z; <— Z,(Z.Z.)

Be (Z, t ZJZ, — ZZ, t Z,Z,, ZAZ, Tt Z.) — Z.Za t ZZ;

Če so v kaki množici elementov definirane tri računske operacije: 1. vsota

dveh elementov X -- Y, 2. produkt elementa s skalarnim številom aX in

3. produkt XY, pri čemer je vsota komutativna in asociativna, oba produkta

pa asociativna in distributivna, pravimo, da tvori taka množica neko algebro.

Če so skalarni množitelji le realna števila, je algebra realna, če dopuščamo

tudi kompleksna števila za faktorje, je algebra kompleksna. Vidimo torej, da

tvorijo z gornjimi predpisi elementi iz B kompleksno algebro.

Zveza med elementoma Z in adjungiranim Z" je involucija, ker si Z

in Z" vzajemno ustrezata. Ta involucija ima naslednje lastnosti:

JU. (Z, HuZji — Z? two

J 2. (Z Z)" — ZZ,



o čemer se prepričamo z lahkim računom. Tu pomenita 2" in x" konjugirano

kompleksni števili k 2 in v.

Linearni funkcional g(X), ki pomeni povprečno vrednost količine X

v danem stanju, je bil defimiran le za hermitske elemente. Postavimo sedaj

splošno ' h
? 9(Z) - g(X ti) < 90 tip)

Brez težave se prepričamo, da je g(Z) linearen funkcional tudi! v kom-

pleksnem prostoru B, torej p (A Z, -- u Z, < 19 (Z) up (Z,) za poljubni kom-

pleksni števili 2.in x.

Ker je Z"Z — X? -- Y? - i(XY— YX), je produkt Z"Z zmerom hermitski

element. Nadalje velja g(Z"Z) —< g(X3) - g(Y2) 2 g(C). Iz ocene (7") je
razvidno, da je za vsak Z o (ZZ) ZO (8)

Linearni funkcional s to lastnostjo se imenuje pozitiven funkcional.

Tako smo dobili rezultat:

Pojavi v kvantno mehaničnem sistemu se dajo opisati s kompleksno

algebro, v kateri je definirana involucija adjungiranih elementov ustrezajoča

lastnostim J1 in J2. V tej algebri pomenijo le hermiiski elementi fizikalne

količine. Stanja sistema pa so pozitivni funkcionali. B

II. Temeljne lastnosti algebre B.

V množici B so definirane tri računske operacije med elementi: sešte-

vanje, množenje elementov s skalarnim številom in množenje dveh elememtov.

Za te operacije smo zahtevali naslednje zakonitosti, ki jih tu še enkrat na

kratko ponovimo:

I. Komutativnost in asociativnost vsote:

a) X-Y<YtX b) (X - Y) -Z<X-1(Xt Z

c) Bksistira tak element, imenovali ga bomo 0, da je X -0<0-t X za

vsak X iz B.

II. Za množenje s skalarnimi števili veljajo pravila:

a) (a 8) X — aX - 6X, b) a(X - Y) < aX t aY

c) a(8X) < (45) X d 1.X< X

III. Produkt pa je asociativen in distributiven:

a) (XY)Z— X(YZ), b) (X - Y)Z — XZ - YZ, X(Y- Z) < XYrt XZ

c) (a X) (BY) — (68) (XY)

d) Eksistira enota 1, to je tak element, da je 1.X — X.1 < X za vsak

X iz B.

Iz lastnosti I in II sklepamo, da tvorijo elementi množice B kompleksen

vektorski prostor: elemente smemo, kakor navadne vektorje, poljubno med

seboj seštevati, odštevati in množiti s kompleksnimi števili. (Navadne vektorje

smemo v realnem množiti le z realnimi faktorji). Produkt %.1 skalarnega

faktorja 2 z enoto 1 smo na kratko zaznamovali kar z 2.



V B eksistira neka delna množica H, katere elemente smo imenovali

hermitske. Vsak element iz B se da zapisati v obliki Z — X --iY, kjer sta X

in Y hermitska elementa. Elementa Z — X - iY in Z" — X — iY smo imeno-

vali adjungirana. Ker je adjungiranost vzajemna, je prehod od Z na Z" imvolu-

cija, ki ustreza pogojem

J1. (UX -uY)" — 2X" pe Y" in J2. (XY)" — Y'Xs

Enota l je hermitski element.

Naj bo A kak element iz B. Tak element B, da je AB <— 1, imenujemo

desni inverzni element. Če pa je CA -- 1, imenujemo C levi inverzni element

elementa A. Ako ima A desni in levi inverzni element, sta le-ta med seboj

enaka. Naj bo namreč AB <— 1 in CA <— l. Iz prve enačbe dobimo C(AB) <— C.

Zaradi asociativnosti je C(AB) < (CA)B<— BB, ker je CA — l. Od tod sledi

B <— €. Če bi bil tudi D desni inverzni element, bi ravno tako ugotovili, da je

C <— D. Tak element, ki je hkrati desni in levi inverzni element kakega

elementa A, imenujemo na kratko inverzni element elementa A in ga zazna-

mujemo z 4A-!, Inverzni element, kadar eksistira, je torej en sam.

Nimajo vsi elementi v B inverznega elementa. N. pr. element 0 je gotovo

brez inverznega, ker je A.0 — 0 za vsak A.

Naj bo A kak element iz B in 2 kompleksno število. Vsa tista kompleksna

števila 2, pri katerih diferenca 2—A nima inverznega elementa, imenujemo

spekter elementa A.

Lastnosti pozitivnih funkcionalov. Tak linearni funkcional 9 (Z), da je

s (Z"Z) — 0 za vsak element Z iz B, imenujemo pozitiven funkcional. Zgoraj

smo spoznali, da so stanja sistema pozitivni funkcionali. Naj bo sedaj 9 (Z)

poljuben pozitivni funkcional. Ker je enota hermitski element, torej 1".1 — 1,

velja g(l) < p(1".1)— 0. Toda nikdar ni 9(l) <0, če ni g(Z) enak nič za

vsak Z. Postavimo namreč, da bi bilo 9 (1) < 0, funkcional 9 (Z) pa ne bi bil

identično enak nič. Potem bi gotovo eksistiral tak hermitski element X, da bi

bilo g(X) 0. Ker je p (Z) pozitiven funkcional, bi morali imeti

P(X TD) < g(X) t2le(X)Z0

za vsako realno število Z. To pa očitno ni mogoče, ker je izraz v sredi gotovo

negativen, če je | absolutno dovolj velik in ima nasprotni znak kakor g(X).

Zato je res p (1) > 0 im vsak pozitiven funkcional, če ga množimo s primernim

faktorjem, lahko tako normiramo, da je 1 (1) — 1. Normirane pozitivne funik-

cionale bomo imenovali stanja.

Vsak pozitiven funkcional ima za hermitske elemente realno vrednost.

Če je namreč X":.- X hermitski element, imamo g((X - 1))) — pg (X? -

t209(X) t- 1. Ker sta izraza p((X 1)" in g(X?) pozitivna, torej realmi šte-

vili, ima tudi g(X) realno vrednost. Od tod sledi za poljuben Z:

(Z) < p(X—iY) —< p(X)—ig(Y) <— p'(Z)

Schwarzeva neenačba. Naj bosta X in Y dva poljubna elementa iz B,

u in v pa realni števili. Če je g(Z) pozitiven funkcional, velja p[(uX --

- vei%Yy) "(uX - veitY)] — u?žg(X"X) uv [ei%g (X"Y). e—i%p(Y"X)]

v?p(Y"Y) — 0. Postavimo p(X"X) — A, p(X"Y) — B -iC, p(Y"Y) — D, kjer

so A, B, C, D realna števila. Ker je p(Y"X) < B—iC, se gornja neenačba

sedaj glasi Au? tr 2(B cosa— C sin a) uv - Du? —0 Ker sta tu u in v po-

ljubna, je kvadratna forma na levi pozitivno definitna. Od tod sledi, da je
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njena diskriminanta (B cos x — C sin a)? — AD <0 za vsak o. Za tg, — — C/'B

imamo tedaj B? -- C?< AD. Iz pomena števil A, B, C, D dobimo potem oceno

lp (XY)PS p (XXW).p (VV) (9)

To je Sehwarzeva neenačba, ki velja za vsak pozitiven funkcional. Ker

je za stanja p (l) < 1, imamo od tod

lp (K) S p (X"X) (10)

Če je p(Z) pozitiven funkcional, je tudi g, (Z) < p(X"ZX), kjer je X

poljuben element iz B, pozitiven funkcional. Zares velja za vsak Z

gi (Z"Z) — p [X"(Z7Z) X] — p [(ZX)"(ZX] ZO

Torej je y, (Z) pozitiven funkcional. V posebnem primeru, ko je p(X"X) <— 9,

tedaj p, (1) < 0, sklepamo po prejšnjem, da je g, (Z) < p(X"ZX) — 0 za vsak Z.

Naj bo A tak hermitski element, da je pg (A") <— 0. V tem primeru dobimo

iz (9), da je (ZA) — 9(AZ) << 0 za vsak element Z iz B. Posebej za Z — 1

sledi od tod 9(A) <:0, za Z - A"—! pa splošno g(AM)—< 0, n<—1, 2, 3, ...

Element A v tem primeru nima inverznega elementa A-—!. Če namreč vsta-

vimo Z <— 4— v g (ZA) — 0, dobimo 9 (1) — 0, kar ni res. Ker je Ip(ZAP)E S

S pg (ZZ").g (A?) — 0, velja tudi p (ZA") — 0 za n —1, 2, .... Odtod sklepamo,

da je-g [ZP(A)] < 9 (Z)-P (0) za vsak polinom P(A) <a, t-a,A bt... t ana".

Naj bo sedaj bolj splošno A kak hermitski element, 9 (Z) pa njegovo

lastno stanje, torej g((A— a)?) < 0 ali

g(A) — le(AP

kjer je a— (A). Prav tako kakor zgoraj dokažemo, da je p (ZA) — p(AZ) —

— a.g (Z) za vsak Z. Diferenca A — a nima inverznega elementa. Zato spada

a k spektru elementa A. Bolj splošno pa velja

p IZP(A)] — g ((P(A)Z] <P (0-9 (Z) 1)

za vsak polinom P (A). Če bi vpeljali v B razen polinomov tudi druge funkcije

elementa A, bi veljala enačba (11) tudi za take funkcije.

Tak element X iz B, da so števila pg (X"X) za vsa možna stanja g navzgor

omejena, imenujemo omejen element. Če je torej X omejen element, moremo

najti dovolj veliko pozitivno število M, da je 9p(X"X) — M za vsako stanje g.

V tem primeru eksistira natančna zgornja meja števil p(X"X), ki pripadajo

vsem možnim stanjem. Ta meja je seveda odvisna od elementa X. Pozitivni

kvadratni koren natančne zgornje meje bomo zaznamovali z || X | in ga bomo

imenovali normo omejenega elementa X. Posebno zanimiva je taka algebra,

kjer so vsi elementi omejeni. V tem primeru ima vsak element neko pozitivno

število za normo. Norma ima tu vlogo absolutne vrednosti pri navadnih šte-

vilih. Tako algebro imenujemo normirano algebro. Neenačbo (10) lahko sedaj

zapišemo v obliki

le(DlsIz|

Naj bo nadalje naša algebra taka, da za vsak element Z - 0 eksistira vsaj

eno stanje, pri katerem je g (Z) E 0, torej tudi p (Z"Z) -E£ 0. Od tod vidimo, da

ima normo nič le element 0, torej || Z | — 0 velja le za Z — 0. Ni težko dokazati,

da ima norma tele lastnosti:
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N 1) |jaX| —|al.| X | (a je poljubno kompleksno število).

N2 |X-Yv| s [x tir |

N3 |Xxy| s |X[ Ir!

N4 |X'X|—< |x/

Ker smo wpeljali normo, lahko sedaj v algebri B definiramo metriko in

pojem konvergence. Razdalja d dveh elementov X in Y naj bo norma njihove

diference: d < | X — Y ||. S tem postane B metričen prostor in v njem je de-

finirana topologija. Zaporedje elementov X,, X,, X,,..., bomo rekli, konvergira

proti elementu X, če je po predpisu vsakega pozitivnega števila se mogoče

določiti tak n,, da je | X,— X | S za vsak n —n,. Očitno ustreza konver-

gentno zaporedje naslednjemu pogoju: Za vsak pozitiven e se da dobiti tak n,

da je | X,,p—Xn | <e za vsak p > 0 (Cauchyjev pogoj). V obsegu kom-

pleksnih števil je ta pogoj tudi zadosten: zaporedje, ki ustreza Cauchyjevemu.

pogoju, je konvergentno, ima torej limito. V našem primeru pa ni nujno, da

je to res. Bomo pa kljub temu zahtevali, da je vsako zaporedje, ki ustreza

Cauchyjevemu pogoju, konvergentno; rekli bomo v tem primeru, da je prostor,

ki ga tvorijo vsi elementi algebre B, poln. Tako algebro, v kateri je definirana

norma, ki ustreza pogojem N 1), N 2), N 3) in pri kateri je prostor poln, imenu-

jemo Banachovo algebro. V našem primeru pa imamo Banachovo algebro z

involucijo, ki zadošča pogojem J 1), J2) in N 4). Gelfand in Neumark sta do-

kazala, da se da vsaka taka algebra zvezno upodobiti v neko algebro omejenih
operatorjev Hilbertovega prostora. Pri tej upodobitvi se norma ohranja, adjun-

giranemu elementu pa pripada adjungirani operator. Hermitski elementi pre-

idejo v hermitske operatorje.

To upodobitev dobimo v bistvu takole: Hilbertov prostor je linearni

vektorski prostor, v katerem je definiran skalarni produkt (glej članek F. Kri-

žaniča, Linearni operatorji v Hilbertovem prostoru, Obzornik, IV, str. 149).

Algebra B je tudi vektorski prostor, le da ni v njej skalarnega produkta.

Vzemimo kak pozitiven funkcional g (Z) in priredimo elementoma X, Y kom-

pleksno število (X,Y) < p(Y"X). Tako definicano število (X, Y) ima v bistvu

vse lastnosti, ki jih zahtevamo od skalarnega produkta. Če vpeljemo to število

(X, Y) kot skalarni produkt elementov X in Y, postane B Hilbertov prostor, ki

pa v splošnem ni poln. Transformacija Z' — AZ, kjer je A kak element iz B,

priredi vsakemu elementu Z element Z'. Ta transformacija je linearna, saj

pripada elementu aX -- bY element aX' -- bY'. Če tolmačimo B kot Hilbertov

prostor z zgoraj vpeljanim skalarnim produktom, je transformacija Z' — AZ

omejen linearni operator v tem Hilbertovem prostoru. Torej pripada. vsakemu

elementu A iz B neki omejen operator. S tem smo upodobili algebro B v alge-

bro omejenih operatorjev Hilbertovega prostora.

Če sta g, (Z) in g, (Z) stanji sistema, je očitno

p(Z)<ag,(D tbg.(D

tudi neko stanje, ako sta a in b pozitivni števili in je a - b <— 1. Tak g (Z),

ki se da pisati v gornji obliki, kjer p, (Z) f g, (Z) in ab : 0, se imenuje mešano

stanje. V nasprotnem primeru, ko 9 (Z) ni mogoče izraziti v tej obliki, imenu-

jemo stanje čisto.

Tu smo nekoliko natančneje obravnavali tako algebro z involucijo, ki

ima le omejene elemente. Žal pa v algebri, ki pride v kvantni mehaniki v poštev,

niso vsi elementi omejeni. Seveda imajo algebre, ki vsebujejo tudi neomejene
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elemente, bolj zamotano strukturo: kakor Banachova algebra. Vsi omejeni

elementi B pa tvorijo neko subalgebro, ki se da tedaj upodobiti v algebro

omejenih operatorjev Hilbertovega prostora. Neomejeni elementi preidejo pri

tem v neomejene operatorje.

Principi, ki smo jih formulirali v I. poglavju, veljajo v vsej splošnosti le

za omejene elemente. Neomejeni elementi v nekaterih stanjih nimajo povprečja

ali pa je povprečje neskončno veliko.

Količino X imenujemo pozitivno, če je v vsakem stanju njeno povprečje

pozitivno, torej g(X) —0 za vsak g. Ustrezni element v B imenujemo po-

zitiven. Postavimo še to zahtevo, ki naj ji zadošča algebra B: Za vsak pozitiven

element X naj eksistira inverzni element k 1 -- X, torej (1 -- X)—!. Posebej

je produkt Z"Z za vsak Z iz B pozitiven. Zato eksistira v B zmerom inverzni

element (1 -- Z"Z)—!, Pri tem je lahko Z omejen ali neomejen element.

Če ima B samo omejene elemente, je ta zahteva odveč, ker je posledica

prejšnjih postulatov.

III. Uporaba v kvantni mehaniki.

Osnovne količine kvantnomehaničnega sistema so njegove generalizirane

koordinate O),, 0,, ..., Om in ustrezne komponente impulza P,, P,, ..., Pn.

Struktura algebre B je določena, če poznamo komutacijska pravila med temi

osnovnimi elementi. V kvantni mehaniki se ta pravila glase

O Op — V5O6o—50,.| P,Pp— PyP,—0, P,O5— OePa50, abB
in 4)

P, 0,— O Pa hllni

kjer je h Planckova konstanta. Indeksa x in 8 zavzameta vse vrednosti od 1

do m. Druge količine, n.pr. energija, vrtilna količina itd., se s temi formalno

prav tako izražajo kakor v klasični fiziki. Tako dobljena mehanika je v bistvu

kvantna mehanika. Osnovna naloga je sedaj poiskati stanja sistema, torej

v ustrezni algebri B pozitivne funkcionale. Posebno važno pa je določiti

lastna stanja in lastne vrednosti za energijo, vrtilno količino itd.

Naj bosta G in P elementa v B, ki ustrezata koordinati in konjugira-

nemu impulzu. Če vstavimo v (8) izraz Z — uP - iv0, kjer sta u in v poljubni

realni števili, dobimo oceno

u? g (P?) -- (h/2 x) uv t pg (RR) v? —0 |

Ker je kvadratna forma na levi pozitivno definitna, je njena diskriminanta

negativna, torej 9 (P2).g (69) Z (k/4 z?

Postavimo P' < P—p, 0 — 0—g, kjer sta p in g realni števili. Tudi med
P' in 0 velja komutacijsko pravilo (I), kar lahko takoj doženemo. Zato velja

neenačba , ps.o (8) — p((P— PI). (O— 9) Z (hla z)
Naj bosta p in g povprečni vrednosti impulza P in koordinate G v sta-

nju g: poe 9(P), g— 9(e). Če postavimo (4p)? < €((P—p)) in (49'
<— 9 ((R — g)),. dobimo neenačboAp. Ag —h/4 x. To je Heisenbergov princip

nedoločenosti. >

Za zgled, kako lahko algebraično izračunamo lastne vrednosti, vzemimo

primer enodimenzionalnega harmoničnega oscilatorja. Izračunajmo torej lastne
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