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OB STOLETNICI ROJSTVA NIKOLE TESLE
‘ LAVO CERMELJ

10. julija letos je bila
v dvorani Jugoslovanske-
ga dramskega gledaliS¢a
v Beogradu slavnostna
akademija, posvedena sto-
letnici rojstva Nikole Te-
sle. Slavnosti so priso-
stvovali znanstveniki iz
vsega sveta, med njimi
Nobelov laureat Niels
Bohr iz Danske, Arthur
Fleming iz Anglije, pro-
fesor Karl Chambers iz
Pensilvanijé, prof. Alek-
sejev iz ZSSR, Svedski
znanstvenik Dahlgren,
predsednik Mednarodne
elektrotehniske komisije
Dunsheat in predsednik
AmeriSkega instituta elek-
trotehniskih  inZenirjev
Richard Sogge. Ze prisot-
nost toliko vélikih znan-
stvenikov v glavnem me-
stu maSe drzave, ko je
slavila stoti rojstni dan
svojega sina Nikole Tesle,
je najboljsi dokaz za ve-
li¢inc moza, ki mu je ve-
ljala ta slavnost. Iz tega
pa smemo tudi sklepati,

da zaslug slavljenca ne ceni samo njegova domovina, temveé da pripada Tesla
po svojem delu vsemu kulturnemu svetu. V skladu s tem pripravlja Ameriski
in8titut elektrotehni$kih inZenirjev veliko komemoracijo v asu od 1. do 5. okto-
bra v Chicagu. Ob tej priliki bodo ustanovili Teslovo medaljo, ki jo bodo po-
delili vsako leto za uspehe na podro¢ju elektrotehnike. Na akademiji v Beogradu
pa je predsednik Mednarodne elektrotehni$ke komisije Dunsheath prebral
sklep akcijskega odbora te komisije, ki se je sestal 27. junija v Miinchenu, da
sprejme predlog, po katerem naj enota za magnetno indukcijo (gostoto magnet-
nega toka) v merskem sestavu MKSA ‘(meter-kilogram-sekunda-amper) nosi
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ime po Tesli. En tesla (znak T) je magnetni tok (fluks) ene voltsekunde ali
webra (Wb = Vs) skozi prerez enega kvadratnega metra:

1T =1 Wb/m? = 104 gauss

S temi proslavami in sklepi bo znanstveni svet Nikoli Tesli vsaj po smrti
irkazal zasluZeno priznanje in poskrbel,- da se njegovo ime ne bo tako hitro
pozabilo, kakor se je Ze ime marsikaterega drugega velikega izumitelja. Ne-
varnost je bila prav velika. Saj je vodilna ameriska tehniSka revija »Power«
v ¢lanku, kjer govori o pomenu Nikole Tesle za elektri¢no industrijo, ugotav-
Ijala, da bi na wpraSanje, kdo je postavil temelje sodcbnemu proizvajanju in
razdeljevanju elektrike, vodilni mozje v industriji navedli celo vrsto imen:
Edison, Bush, Thomson, Westinghouse in mnogo drugih, nih¢e pa ne bi imenoval
Tesle. Tako omalovazevanje Teslovega imena je pa po sodbi tega ¢asopisa
izredno kriviéno. Saj se mora CloveStvo predvsem Tesli zahvaliti, ako more
danes v taki meri proizvajati elektriéno energijo v hidro- in termocentralah
in jo razpoSiljati na ogromne razdalje.

Devetdeset let je, odkar je Werner Siemens izumil dinamostroj, ki je
omogo¢il proizvajanje elektri¢ne energije v ve¢ji koli¢ini. V Evropi in Ameriki
so zacele nastajati prve elektritne centrale, toda njihovo delovno obmodje je
bilo Se dokaj omejeno, kajti proizvajale so le enosmerni elektriéni tok, ki je bil
prav pripraven za razsvetljavo in tudi za pogon motorjev, kateri so kljub
raznim nedostatkom dobro sluzili svojemu namenu. Toda prenos encsmernega
toka na vedje razdalje je bil praktiéno nemogol in generatorji takega toka
so v primeri z uporabljenim gradbenim materialom dajali premalo energije.
Saj je bil za napajanje 50 do 100 oblo¢nic ali desetkrat toliko Zarnic potreben
poseben generator. Mnogo vecje ugodnosti v tem pogledu bi lahko nudil izme-
niéni tok. Proti uporabi takega toka za razsvetljavo pa je nastopil iz gospo-
darskih razlogov A. Edison, ker si je bil pravkar prisvojil nekak monopol s cen-
tralami za enosmerni tok. Glede moZnosti praktitno uporabnih motorjev za
izmenitni tok pa so bili skrajno skeptitni tudi ugledni strokovnjaki. Naj
omenimo samo Teslovega profesorja na gras$ki tehniki Poschla in znanega fizika
W. Thomsona (Lorda Kelvina).

Toda Tesla je znal premagati vse teZzave, ki jih je kazal izmeni¢ni tok,
in vse predsodke, ki so jih mavajali proti njegovi uporabi. Maja leta 1888 je
imel Tesla v AmeriSkem in$titutu elektrotehnis§kih inZenirjev predavanje,
v katerem je opisal novi sistem za proizvajanje, prenos in uporabo izmenitnega
toka. Jedro tega je bil indukecijski motor, zgrajen na osnovi vrtilnega magnet-
nega polja. )

Naéin, kako je Tesla resSil problem izmeni¢nega toka, nam sam jasno pri¢a
o izumiteljevi veli¢ini. To ni bil navaden izum, temve¢ pravo odkritje epchal-
nega pomena, kakrsnih sre¢amo v zgodovini znanosti in tehnike le prav malo
pri umskih wvelikanih.

V Teslovih mozganih se je po izredni intuiciji rodila misel o vrtilnem
magnetnem polju. Tako je izumil mnogofazni generator in indukecijski motor
ter iznaSel najprimernej$i nadéin za pretvorbo in prenos veéfaznega toka.
Spoznal je problem takih tokov v vsem njihovem obsegu. Sam je dognal in
izdelal vse, kar je bilo bistvenega. Svojim naslednikom je prepustil le izdelavo
raznih nadrobnosti. V letih 1887 do 1889 je dal registrirati preko 40 patentov,
ki vsebujejo vsa natela sodobne tehnike jakih tokov in popis raznih njenih
sestavnih elementov.
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Na Ze omenjenem predavanju v Amerifkem drustvu elektrotehniskih
inZenirjev je Tesla pokazal vrtilni motor v obratu. Ognjeni krst pa je prestal
njegov izum na mednarcdni razstavi v Frankfurtu 1. 1892. Ob reki Nekar so
postavili generator, ki je posiljal trofazni tok z napetostjo 355 voltov na
razdaljo 175 kilometrov. Leto nato je Westinghousova druzba, ki je pokupila
Teslove patente, pokazala na razstavi v Chicagu razne Teslove generatorje,
motorje in transformatorje. Dokonéno zmago velikega Teslovega odkritja pa je
pokazala zgraditev velike hidrocentrale za polifazni sistem ob Niagarskih
slapovih. Centrala je zatela obratovati v avgustu 1895 in je Ze naslednje leto
prenagala izmenidni tok do Buffala. Prav tedaj pa so za¢eli v Ameriki upeljavati
parno turbino, ki je omogoéila zgraditev tudi weéjih termocentral za pro-
wzvajanje elektriéne energije po Teslovem sistemu. S tem se je dejansko
pricela nova doba elektri¢ne energije.

Toda Tesla ni dalje sledil razvoju na tem podrocju elektrotehnike. Izredna
intuicija mu je pravila, da ¢uva izmeni®ni tok $e marsikatero skrivnost. Usmeril
je svoje raziskave na toke visoke in najvi§je frekvence. Tu je nastopal kot pravi
pionir, kajti vse je bilo novo, vse je bilo treba odkrivati in ustvarjati. Kon-
struiral je stroje, ki so proizvajali do 35000 nihajev na sekundo. Visoko-
frekventne tokove je uporabljal za pridobivanje izredno visckih napetosti celo
do ve¢ milijonov voltov. V ta namen je izumil poseben transformator, ki nosi
po njem tudi ime. Tak transformator nima Zeleznega jedra. Primarna tuljava
sestoji le iz nekaj Sirokih ovojev debele Zice, vanjo pa je vtaknjena sekundarna
tuljava z veliko ovoji tanke Zice. S takimi transformatorji je dosegel efekte,
ki so silno presenetili laike in znanstvenike in po katerih je zaslovelo njegovo
ime po vsem svetu. Maja 1892 je predvajal najvaZnejSe poizkuse s svojimi toki
v Drustvu ameri$kih elektroinZenirjev v New Yorku, naslednje leto pa- jih
je ponovil v Londonu v tamo$njem drustvu elektroinzenirjev in nato Se pred
¢lani Kraljevske druzbe, obakrat v delavnici in za mizo, kjer je napravil svoje
znamenite preizkuse Michael Faraday. Sledilo je Se predavanje v Parizu.

Tesla pa se ni omejil samo na zunanje, naravnost ¢arovniSke efekte teh
poskusov, temveé je pokazal tudi pot k uporabi teh tokov v zdravilstvu (diater-
mija), v metalurgiji (taljenje in ogrevanje kovin) ter k proizvajanju »idealne
luédi«, ki bi bila mrzla in ne bi zahtevala dovodnih in odvednih Zic.

Z odkritjem visokofrekvenénih in visokonapetcstnih tokov pa je Tesla
postavil tudi bazo za sodobno radiotehniko in dejansko tudi izumil vse, kar je
zanjo bistvenega. S svojimi visokofrekvenénimi generatorji in transformatorji
je lahko proizvajal neudu$eno elektromagnetno valovanje. Ze pred letom 1893
je izumil anteno in spoj z zemljo, uvedel induktivno spojitev antenskega in
iskrilnega kroga ter odkril elektriéno resonanco.

To naporno delo je trajalo celih 10 let, od 1893 do 1903. Ceprav ga je
medtem doletela huda nesreca, ko je zgorel njegov laboratorij, je Ze 1. 1898
lahko predlozil patentnemu uradu naért za stroj, ki bi deloval po brezziénem
prenosu elektritne energije. Toda patentni urad ni hotel sprejeti prijave,
dokler se ni njegov zastopnik na licu mesta prepri¢al o resni¢nosti izuma.
Ko pa je Tesla kmalu nato ponujal svoj izum amerifki drzavi, se mu je vladni
uradnik, s katerim se je pogovarjal, smejal v obraz: tako neverjetna se mu
je zdela novica. In vendar je Tesla Ze tedaj (sredi 1899) brezzitno oddajal
znake na ve¢ kot 1000 kilometrov razdalje in s tem dejansko pokazal, da je
brezzitna telegrafija z mjegovim sistemom mogoca.

Ze ob koncu prej$njega stoletja je Tesla iz razdalje brezZitno dirigiral
ladjo na vedi. Uporabljajo¢ po lastnem izumu izpopolnjeni koherer, je z obreZia
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po brezziénem prenosu premikail, obracal in ustavljal ladjico in na njej uZigal
elektriéne Zarnice. ‘Elektromagnetni valovi so delovali na magnete, ki so
opravljali razne operacije z ladijskim vijakom in krmilom ter z raznovrstnimi
drugimi napravami. Ladjico je izbral samo kot primer, na katerem je hotel
pokazati, da je mogoce ustvarjati tak »avtomaton«, ki se po dirigiranju iz raz-
dalje lahko premika po vodi, na kopnem ali v zraku. Pri njem moramo tedaj
iskati zacetek dirigiranih izstrelkov, ki so danes v ospredju vojagke tehnike.
Avtomaton, ki ga je pokazal Tesla, je imel, kakor je sam izjavil, res samo
»izposojene mozgane«, toda avtor je bil prepri¢an, da more tak avtomaton
imeti tudi svoje »lastne moZgane«, tako da lahko brez tuje pomoéi reagira
na razne zunanje vplive, kakor da bi res imel dar razuma. Tak$ne moZgane
imajo do neke mere Ze danasnji dirigirami izstrelki.

Prav tako je Tesla Ze med prvo svetovno wojno mislil na odkrivanje
podmornic po odboju elektromagnetnih valov, s ¢imer je postal nekakSen idejni
ote sodobnega radarja.

Za prikaz njegove nenavadne intuicije naj e povemo, da je Ze leta 1881
napovedal, da bo v dogledni bodoénosti mozna komunikacija s planeti.

V poznejSih letih pa so njegove zamisli postajale vse prevet¢ kozmifne in
mistiéne. Po uspehih, ki so jih imele Stevilne njegove napovedi, ki so se
v zatetku zdele nemogoce, ni izkljuceno, da se bo ta ali ona od teh, do sedaj
neverjetnih napovedi Se izpolnila, toda slava, ki si jo je pridobil Tesla kot
ote sodobne elektrotehnike jakih tokov, kot iznajditelj visokofrekventnih in
visokonapetostnih tokov ter kot ustanovitelj danasnje radiotehnike, je tako
velika, da je katerakoli posmrtna uresnic¢itev njegovih »olimpijskih« napovedi
ne bi mogla Se bistveno povedati.

"HUNDREDTH ANNIVERSARY OF NIKOLA TESLA’S BIRTH

(Summary)

Scientists from all over the world met on July 10, 1956 at Belgrade, the
capital of Yugoslavia, to celebrate the hundredth anniversary of the birth of
Nikola Tesla, whose work has influenced all modern electrical engineering. .

As early as in 1888 Tesla described and demonstrated at the American
Institute of Electrical Engineers his new system for the generation, transmission
and application of polyphase currents. The essential part of this system was
the inductive motor; its construction was based on Tesla's discovery of the
rotating magnetic field. The first great power station at the Niagara Falls was
the first public application of this system.

Later Tesla studied high-frequency currents and constructed machines
which produced currents of 35 000 oscillations per second. He invented a special
high-frequency transformer, named after him, by which he could reach po-
tentials of several million volts. In 1912 he demonstrated experiments of this
kind before the scientific societies of New York, London and Paris.

With his further investigations he furnished the foundations of the
wireless. He invented its essential parts, and he also discovered the electrical
resonance. Already in 1899 he transmitted wireless signals to a distance of over
1000 kilometres and he could, standing on the coast, steer a ship at sea.
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MODERNA ALGEBRA IN KVANTNA MEHANIKA
IVAN VIDAV

Po nagelih klasitne fizike lahko enoliéno priredimo vsaki fizikalni koli¢ini
neko realno $tevilo, ki pomeni njeno velikost. Potem rac¢unamo s fizikalnimi
koli¢inami tako, da ratunamo z ustreznimi Stevili. Popolnoma drugace je v
kvantni mehaniki. Tu v sploSnem ni mogoc¢e enoli¢no prirediti Stevil raznim
koli¢inam, kakor so n. pr. koordinate, komponente impulza in energija kakega
sistema. Zato tudi z njimi ne moremo ratunati v navadnem smislu. Rac¢unske
operacije je treba 3ele smiselno uvesti. Ce to storimo, dobimo neko algebrai¢no
strukturo, ki se razlikuje od aritmetike obi¢ajnih $tevil. IzkaZe se, da pridemc
do zelo zanimive in lepe matematitne teorije, do tako imenovane Banachove
algebre z involucijo. Namen tega &lanka je, prikazati glavne znagilnosti te
algebre in njeno povezavo s kvantno mehaniko. Pri izpeljavah se ne bomo
ozirali povsod na matematiéno strogost. '

I. Vpeljava osnovnih racunskih operacij.

Fizikalne kolicine kakega sistema (koordinate, komponente impulza, ener-
gijo itd.) bomo skuSali upodobiti z elementi neke abstraktne mmoZice, ki jo
bomo na kratko imenovali-H. Pri tej upodobitvi bomo zaznamovali fizikalno
koli¢ino in ustrezni element v H kar z isto érko. NaSa naloga bho najprej v H
primerno definirati ra¢unske operacije med elementi. V ta namen bomo vpe-
ljali nekaj splosnih principov.

1. Naj bo X ena izmed fizikalnih koli¢in sistema, ki je v danem trenutku
v dolotenem stanju. Znano je, da vetkratno merjenje te koli¢ine ne da vedno
iste vrednosti®, eprav je sistemn zmerom v istem stanju, temve¢ v splonem
razliéne vrednosti. Naj bodo vrednosti pri » merjenjih a,, @, ..., xn. Tvorimo
sedaj povpredje (x, +x, +...xn)/n in zahtevajmo, da naj eksistira limita
tega povpredja, ée gre Stevilo merjenj preko vsake meje. To naj velja za vsako
fizikalno koli¢ino v vsakem stanju. Limitno vrednost

x=lim(x, +x,+ ... +xn)/n, n—>

bomo imenovali povpreéje kolidine X v danem stanju. Ce upodobimo fizikalne
koli¢ine v mnozico H, pripada vsakemu elementu X v H neko realno Stevilo,
namreé& povprec¢je koligine X. Ce priredimo vsakemu elementu X iz mnoZice H
neko realno Stevilo x, pravimo, da je x funkcional elementa X. To odvisnost
zapiSemo z enatbo x = @(X). Funkcional je torej neka  posploSitev pojma
funkcije. Pri navadni funkciji sta funkcijska vrednost in argument (neodvisna
spremenljivika) realni ali kompleksni Stevili, pri funkcionalu pa je argument
element iz mmnozice H, pripadajota vrednost pa je realno Stevilo. ‘

Imamo torej izrek: Vsakemu stanju sistema ustreza neki funkcional ¢(X),
pri emer pomeni x = @(X) povpredje koli¢ine X v danem stanju. Razliénim
stanjem sistema pripadajo razliéni funkcionali.

Na podlagi zgoraj omenjene zahteve Ze lahko vpeljemo nekatere rat¢unske
operacije med elementi mmozice H. Naj bo X kaka koli¢ina fizikalnega sistema.
Z X2 bomo zaznamowvali koli¢ino, ki jo definiramo na slede¢i na¢in: X? merimo
tako, da merimo koli¢ino X in dobljeno vrednost x, kvadriramo. Torej ima X?

* Tu so miSljena le idealna merjenja, to je merjenja z najveéjo teoretiéno
mozno natancnostjo.



pri istem merjenju vrednost x,2. Ce smo v nekem stanju dobili za X vrednosti
Ty, Xy« . Xny, SO 2,3, 2% ..., 2n? UStrezne vrednosti za X? Tudi tu zahtevajmo,
naj eksistira limita povpredja lim (x,2 + a,2 + ... + xu®)/n, ko gre n—» o, kar
naj velja za vsako koli¢ino in za vsako stanje sistema. To povpreéje je povprecje
elementa X? v danem stanju, torej ¢ (X?). O¢itno velja vedno ¢ (X?) = 0.

Ce naj mnozica H upodobi razmere v kvantnomehani¢nem sistemu, mora
eksistirati ra¢unska operacija, ki priredi vsakemu elementu X iz H kvadrat,
namre¢ element X2, ki seveda spada tudi v H.

Naj bo a realno $tevilo in X fizikalna koli¢ina. Z aX in X + a bomo
zaznamovali koli¢ini, ki ju dobimo takole: aX in X + a merimo hkrati z X. Ce
je a; dobljena vrednost za X, sta ax, in x; + a vrednosti za aX in X + a. O¢itno
je povpretna vrednost elementov aX in X + a enaka ax in a + @, pri ¢emer
pomeni x povpretno vrednost koli¢ine X v danem stanju. Torej velja za vsako
stanje '

paX)=apX) in egX+ta)=¢X) Tea

Nekatere koli¢ine, kakor n.pr. mirovra masa, elektritni naboj itd., pa
ohranijo tudi v kvantni mehaniki znac¢aj Stevil: V vsakem stanju nam da vsaka
meritev isto vrednost. Posebno vazen je tisti element iz H, ki upodobi koli¢ino,
ki ima v vsakem stanju vrednost 1. Ta element bomo imenovali enoto in ga
zaznamowvali na kratko kar z 1. Koli¢ine gornje vrste se upodobijo na elemente
a.1, ki jih bomo zaznamovali z a. V vsakem stanju je ¢ (1) = 1 in bolj splosno
@ (a) = a. Posebej za a = 0 dobimo element 0, to je tisti element iz H, ki ima
v vsakem stanju vrednost nic.

Naj bo X kaka koli¢ina naSega sistema in x ustrezno povpretje v stanju ¢,
torej x = ¢ (X). VaZno wvlogo ima povpre¢na vrednost kvadratov diferenc med x
in posameznimi merjenimi vrednostmi x,, &, ..., xn. To povpreéno vrednost
lahko zapiSemo

1.3 (ei—al=n"1. Xx2—2xn1. X +a? (€5}

V vseh vsotah moramo se$teti od i = 1 do i = n. Ce raste n preko vsake meje,
limitira leva stran proti povpreéni vrednosti elementa (X — x)?. Na desni ima

izraz n—1.2 x% za limito povpreéje elementa X2, vsota n—1.2 x; pa gre proti x.

Torej je v limiti , 5 5 \
P [(X—xP] = ¢ (X?) — [p (X)]*. &y

Postavimo ¢ = [p((X — x)?)]¢. Cim manj$i je ¢ tem natanéneje ima ko-

litina X v danem stanju vrednost x. Rekli bomo, da ima X v stanju ¢ ostre
vrednost x, e je ¢ == 0, torej ¢ (X —x)* = 0. V tem primeru dobimo iz (2)

@ (X?) = [p (X (3

Vsako tako stanje bomo imenovali lastno stanje koli¢ine X, ustrezno povprelje
pa njeno lastno vrednost.

V sploSnem pa velja za vsako stanje ¢ (X?) = [¢ (X)]?, kar pokaZe enacba
(2), ker je tam levia stran pozitivna.

2. Naj bosta X in Y dve fizikalni koli¢ini istega sistema. Ce eksistira
taka koli¢ina Z, da je v vsakem stanju njena povpreéna vrednost vsota po-
vpre¢nih vrednosti koli¢in X in Y, bomo za ustrezne elemente v mnozici H
rekli, da je Z wsota elementov X in Y. V tem primeru bomo zapisali
Z =X + Y. Vidimo torej, da moramo upodobiti fizikalne koli¢ine v tako
mnozico H, v kateri je definirana wvsota. Zato zahtevajmo, da naj pripadc
vsakemu paru X, Y iz H element Z kot vsota. Operacija, ki priredi elemen-

6



toma X, Y vsoto Z, naj ima obicajne lastnosti vsote: namre¢ komutativnost
in asociativnost. Torej velja

A X+Y=YTX )X+ ¥ +2Z2)=X+Y)+Z
Iz gornje definicije vsote dveh fizikalnih koli¢in razvidimo, da je v vsakem
stanju
! PX+Y) =X + o)

Ker smo prej definirali tudi mnoZenje elementov z realnimi Stevili,
vidimo od tod, da tvori mnoZica H tako imenovani linearni vektorski prostor.
To se pravi: elemente iz H lahko med seboj seStevamo, od$tevamo in mnoZimo
s skalarnimi §tevili kakor navadne vektorje. Diferenca je namre¢ takole de-
finirana: X —Y = X + (—1).Y.

Povpretna vrednost v danem stanju pa je linearni funkcional, ker velja

@ (aX + bY) = ap (X) + by (V) NG

za poljubni realni Stevili a in b.
Sedaj je mogoce definirati tako imenovani simetrizirani produkt dveh
elementov. Postavimo namreé

XXY=31[(X+7Y2—(X —Y) ®)

Vse operacifje v oglatem oklepaju na desni smo Ze vpeljali. Simetrizirani pro-
dukt X XY je komutativen: X X Y = Y X X, kar vidimo takoj iz definicije (5).
Ni pa v sploSnem tudi asociativen in iz te definicije ne bi mogli dokazati, da je
distributiven.

V nadaljnjem se bo izkazalo, da je zelo ugodno razSiriti vektorski pro-
stor H, in sicer tako, kakor razSirimo realna S$tevila na kompleksna Stevila.
Naj bosta torej X in Y dva poljubna elementa iz H. Vpeljimo element
Z =X + 1Y, kjer pomeni i imaginarno enoto. Vsi mozni elementi Z tvorijo
kompleksni vektorski prostor, ki ga bomo zaznamovali z B. Vsota dveh elemen-
tov iz B je definirana takole:

Ba) Z, +Z,= (X, +47) + (X, +i¥,) = (X, + X,) + (Y, F V)
Produkt s kompleksnim skalarjem o = o’ + id” pa je
Bb)aZ=(@ +ia" )X +i¥)=aX—a"Y +i(@"X + )

Ce je Z kak element iz B, torej Z = X -+ iY, spada element X —iY tudi
v B. Zaznamujemo ga z Z* in ga imenujemo adjungirani element k Z. O&itno
je adjungiranost dveh elementov vzajemna, torej (Z*)* = Z. Ce je Z* = Z,
je v izrazu Z = X + iY komponenta Y = 0. Tak element, ki je samemu sebi
adjungiran, bomo imenovali hermitski element. Vsi hermitski elementi tvorifjo
ravno prvotni vektorski prostor H. Samo ti pomenijo fizikalne kolit¢ine.

3. Kakor je znano, se da tudi v kvantni mehaniki vsaka koli¢ina dolo¢iti
s poljubno ostrostjo. To se pravi, da za vsak element X eksistira tako stanje
sistema, v katerem je pripadajodi ex = [p((X — x)?)]¢ poljubno majhen ali celo
ni¢. Ni pa zmerom mogoce to dosed¢i za dve koli¢ini X in Y hkrati. Cesto
nastopi namre¢ naslednji primer: Cim ostreje je doloten X, tem mamj ostro
vredrost ima Y, ali, drugace povedano, ¢im manjsi je e, tem vecji je ey, tako
da produkt & ey ne more postati poljubno majhen.

To dejstvo skuSajmo sedaj matematitno izraziti. V vektorski prostor H
vpeljimo Se tretjo algebraitno operacijo, namre¢ mmozenje dveh elementov.
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Pri tem naj bo produkt XY asociativen in distributiven. Ce sta faktorja enaka
Y = X, naj se ta produkt sklada s kvadratom X2, ki smo ga Ze prej vpeljali.
Vzemimo, da smo produkt XY s temi lastnostmi Ze definirali. Simetrizirani
produkt X X Y bo po enaébi (5) s produktom XY v tejle zvezi

X XY =3(XY + YX) (6)

Tu levo stran Z%e poznamo. Produkt XY bi bil zatc znan, ¢e bi imeli e komu-
tator, t.j. diferenco XY —YX. Sedaj pa vzemimo, naj bo matematitni izraz
za zgoraj omenjeno dejstvo, da namre¢ produkt e &y ne postane v splodnem
poljubno majhen, nekomutativnost produkta XY. Narobe naj bo produkt
komutativen, torej XY = YX, kadar se dasta koli¢ini X in Y hkrati meriti
s poljubno ostrostjo.

Komutator C = 3i (XY —YX) naj bo torej tak element v H, da je
njegova povpretna vrednost v wvsakem stanju zmerom absolutno pod ex ey,

S
*= [ OF=g (X —x)).¢ (Y — 1) N

pri éemer sta x = @ (X), ¥y = @ (Y). Tu smo wvzeli pri komutatorju C faktor ¢
zato, ker je potem X2 4+ Y2 + 2C = (X—iY)(X + iY) = Z*Z. Ker je
@ (X —2x)?) = ¢ (X?) —2x* = ¢ (X?), velja tudi ocena

Komutator C izraZa neko fizikalno dejstvo in je zato seveda hermitski element,
- spada torej v H.
Na podlagi enagbe (6) definiramo produkt dveh elementov iz H s ko-
tator]j takole: .
mutatorjem C akole: XYV = X XY —iC

Kakor je razvidno iz te definicije, produkt dveh hermitskih elementov v splos-

nem ni veé¢ element iste vrste, temveé spada v kompleksni prostor B. Le tedaj

je produkt XY hermitski element, ¢e je C = 0, ¢e je torej komutativen:
Produkt dveh poljubnih elementov iz B pa dolo¢imo s predpisom

B Z,Z, = (X, % 1Y )(X, + iY,) = (X, X, —Y,Y,) +i(X,Y, A Y, X,)

Vsi izrazi X,X,, Y,Y,, itd. na desni imajo Ze pomen. Za tako definirano mno-
Yenje maj veljata asociativnostni in distributivnostni zakon:

B d) (Z:Z.)Z; = Z,(Z.Zy)
"Be) (2, +2)Z, =22, %+ Z,Z,, Z{Z,+ Z))=Z,Z,+ Z,Z,

Ce so v kaki mnoZici elementov definirane tri ra¢unske operacije: 1. vsota
dveh elementov X + Y, 2. produkt elementa s skalarnim 3$tevilom aX in
3. produkt XY, pri ¢emer je vsota komutativna in asociativna, oba produkta
pa asociativna in distributivna, pravimo, da tvori taka mnoZica neko algebro.
Ce so skalarni mnoZitelji le realna $tevila, je algebra realna, ¢e dopustamo
tudi kompleksna $tevila za faktorje, je algebra kompleksna. Vidimo torej, da
tvorijo z gornjimi predpisi elementi iz B kompleksno algebro.

Zveza med elementoma Z in adjungiranim Z* je involucija, ker si Z
in Z* vzajemno ustrezata. Ta involucija ima naslednje lastnosti:

T 1 (RZ, + pZ)* = PZ* + wz,*
T 2. (Z,Z,) = Z,*Z.*



o temer se prepri¢amo z lahkim ratunom. Tu pomenita A* in u* konjugirano
kompleksni Stevilh k 4 dn u.

Linearni funkcional ¢ (X), ki pomeni povpreéno wvrednost koli¢ine X
v danem stanju, je bil definiran le za hermitske elemente. Postavimo sedaj
splo$no : .
! P(Z) =X +i¥) = ¢ X +ip(Y)
Brez teZave se prepritamo, da je ¢ (Z) linearen funkcional tudi v kom-
pleksnem prostoru B, torej ¢ (1 Z, + u Z,) = Ap (Z,) + up (Z,) za poljubni kom-
pleksni' $tevili 4 .in u.

Ker je Z*Z = X2 + Y2 + i (XY — YX), je produkt Z*Z zmerom hermitski
element. Nadalje velja ¢ (Z*Z) = @ (X2 + ¢ (Y2 + 2 ¢ (C). Iz ocene (7%) je
razvidno, da je za vsak Z 0 (Z*Z) =0 ®)

Linearni funkcional s to lastnostjo se imenuje pozitiven funkcional.

Tako smo dobili rezultat:

Pojavi v kvantno mehaniénem sistemu se dajo opisati s kompleksno
algebro, v kateri je definirana involucija adjungiranih elementov ustrezajoca
lastnostim J1 in J2. V tej algebri pomenijo le hermitski elementi fizikalne
koli¢ine. Stanja sistema pa so pozitivni funkcionali.

II. Temeljne lastnosti algebre B.

V mnoZici B so definirane tri radunske operacije med elementi: seSte-
vanje, mnoZenje elementov s skalarnim Stevilom in mnoZenje dveh elementov.
Za te operacije smo zahtevali maslednje zakonitosti, ki jih tu Se enkrat mna
kratko ponovimo:

I. Komutativnost in asociativnost vsote:

a) XY —= ¥ X D X+YV+Z=X+(Y+ 2

¢) Eksistira tak element, imenovali ga bomo 0, da je X +0=0+ X za
visak X iz B.

II. Za mnoZenje s skalarnimi $tevili veljajo pravila:

a) (@ + B) X = aX + BX, b) a(X+7Y)=aX + aY

a(BX)=(@pX d1.X=X

III. Produkt pa je asociativen in distributiven:

a) (XY)Z =X ((YZ), b X+YVZ=XZ+YZ X Y+2)=XY+XZ

) (@ X)(8Y) = (af) (XY)

d) Eksistira enota 1, to je tak element, da je 1.X = X.1 =X za vsak
X iz B.

Iz lastnosti I in II sklepamo, da tvorijo elementi mnoZice B kompleksen
vektorski prostor: elemente smemo, kakor mavadne vektorje, poljubno med
seboj sestevati, od$tevati in mnoZiti s kompleksnimi Stevili. (Navadne vektorje
smemo v realnem mmoZiti le z realnimi faktorji). Produkt 1.1 skalarnega
faktorja 2 z enoto 1 smo na kratko zaznamovali kar z 7.



V B eksistira neka delna mmnoZzica H, katere elemente smo imenovali
hermitske. Vsak element iz B se da zapisati v obliki Z = X -+iY, kjer sta X
in Y hermitska elementa. Elementa Z = X + iY in Z* = X —{Y smo imeno-
vali adjungirana. Ker je adjungiranost vzajemna, je prehod od Z na Z* involu-
cija, ki ustreza pogojem

JL AX + puY)*=2#X*+ p*Y* in J2. (XY)* = Y*X*

Enota 1 je hermitski element.

Naj bo A kak element iz B. Tak element B, da je AB == 1, imenujemo
desni inverzni element. Ce pa je CA = 1, imenujemo C levi inverzni element
elementa A. Ako ima A desni in levi inverzni element, sta le-ta med seboj
enaka. Naj bo namre¢ AB =1 in CA = 1. Iz prve enathe dobimo C(AB) = C.
Zaradi asociativnosti je C (AB) = (CA)B = B, ker je CA=1. Od tod sledi
B = C. Ce bi bil tudi D desni inverzni element, bi ravno tako ugotovili, da je
C =D. Tak element, ki je hkrati desni in levi inverzni element kakega
elementa A, imenujemo na kratko inverzni element elementa A in ga zazna-
mujemo z A~ Inverzni element, kadar eksistira, je torej en sam.

Nimajo vsi elementi v B inverznega elementa. N. pr. element 0 je gotovo
brez inverznega, ker je A.0 = 0 za vsak A.

Naj bo A kak element iz B in 2 kompleksno §tevilo. Vsa tista kompleksna
Stevila 4, pri katerih diferenca 1 — A nima inverznega elementa, imenujemo
spekter elementa A.

Lastnosti pozitivnih funkcionelov. Tak linearni funkcional ¢ (Z), da je
o (Z*Z) = 0 za vsak element Z iz B, imenujemo pozitiven funkcional. Zgoraj
smo spoznali, da so stanja sistema pozitivni funkcionali. Naj bo sedaj ¢ (Z)
poljuben pozitivni funkcional. Ker je enota hermitski element, torej 1*.1 = 1,
velja ¢(1) = @(1*.1) = 0. Toda mnikdar ni ¢ (1) =0, ¢e ni ¢ (Z) enak ni¢ za
vsak Z. Postavimo namre¢, da bi bilo ¢ (1) = 0, funkcional ¢ (Z) pa ne bi bil
identiéno enak ni¢. Potem bi gotovo eksistiral tak hermitski element X, da bi
bilo ¢(X) % 0. Ker je ¢ (Z) pozitiven funkcional, bi morali imeti

P(X+ D)) =pX)+21lpX)=0

za vsako realno Stevilo 1. To pa oc¢itno ni mogoce, ker je izraz v sredi gotovo
negativen, ¢e je 1 absolutno dovolj velik in ima nasprotni znak kakor ¢ (X).
Zeto je res ¢ (1) > 0 in vsak pozitiven funkcional, ¢e ga mnoZimo s primernim
faktorjem, lahko tako normiramo, da je ¢ (1) = 1. Normirane pozitivne funk-
¢ionale bomo imenovali stanja.

Vsak pozitiven funkcional ima za hermitske elemente realno vrednost.
Ce je namre¢ X* ==X hermitski element, imamo ¢ (X + 1)) = ¢ (X? +
+ 2 @ (X) + 1. Ker sta izraza ¢ (X + 1)?) in ¢ (X?) pozitivna, torej realni $te-
vili, ima tudi ¢ (X) realno vrednost. Od tod sledi za poljuben Z:

@ (Z2%) = ¢ (X —1iY) = ¢ (X) —ip (Y) = ¢*(2)

Schwarzeva meenacba. Naj bosta X in Y dva poljubna elementa iz B,
u in v pa realni $tevili. Ce je ¢ (Z) pozitiven funkcional, velja ¢@[(uX +
+ vel*Y) * (uX + vel*Y)] = weX*X) + uv[ei*p (X*Y) + e i%p(Y*X)]+
+ 2@ (Y*Y) = 0. Postavimo ¢ (X*X) = A, ¢(X*Y) = B + iC, p(Y*Y) = D, kjer
so A, B, C, D realna stevila. Ker je ¢ (Y*X) = B—iC, se gornja neenacba
sedaj glasi Au?+ 2(Bcosa—Csina)uv + Dv? =0 Ker sta tu w in v po-
ljubna, je kvadratna forma na levi pozitivno definitna. Od tod sledi, da .je
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njena diskriminanta (B cos ¢ — C sin ¢)>— AD =0 za vsak o. Za tgu = —C/B
imamo tedaj B? + C?*= AD. Iz pomena $§tevil A, B, C, D dobimo potem oceno

lp (XY)P= ¢ (XX*)- (Y*Y) ©)

To je Schwarzeva neenatba, ki velja za vsak pozitiven funkcional. Ker
je za stanja ¢ (1) = 1, imamo od tod

lp (X)) = ¢ (X*X) (10)

Ce je ¢ (Z) pozitiven funkcional, je tudi @, (Z) = @ (X*ZX), kjer je X
poljuben element iz B, pozitiven funkcional. Zares velja za vsak Z

$1 (Z*Z) = @ [XXZ*Z) X] = ¢ [(ZX)*(Z2X)] =0

Torej je ¢, (Z) pozitiven funkcional. V posebnem primeru, ko je ¢ (X*X) = 0,
tedaj ¢, (1) = 0, sklepamo po prejSnjem, da je ¢, (Z) = @ (X*ZX) = 0 za vsak Z.

Naj bo A tak hermitski element, da je ¢ (A?) = 0. V tem primeru dobimo
iz (9), da je @ (ZA) = p(AZ) == 0 za vsak element Z iz B. Posebej za Z =1
sledi od tod @ (A) =0, za Z == A®! pa splo$no ¢ (A®) =0, n=1, 2, 3, ...
Element A v tem primeru nima inverznega elementa A—!. Cc namrel vsta-
vimo Z = A—' v @ (ZA) == 0, dobimo ¢ (1) = 0, kar ni res. Ker je lp(ZAD) =
= @ (ZZ%).¢ (A?") = 0, velja tudi @ (ZA?) = 0 za n =1, 2, ... Odtod sklepamo,
da je-@[ZP(A)] = @ (Z)-P (0) za vsak polinom P (A) =a, - a,;A + ...+ @A™

Naj bo sedaj bolj sploSno A kak hermitski element, ¢ (Z) pa njegovc
lastno stanje, torej ¢ ((A—a)?) = 0 ali

¢ (A% = [p (4)]®

kjer je a = ¢ (A). Prav tako kakor zgoraj dokazemo, da je ¢ (ZA) = ¢ (AZ) =
= a.@ (Z) za vsak Z. Diferenca A — a nima inverznega elementa. Zato spada
a k spektru elementa A. Bolj sploSno pa velja

@ [ZP(A)] = @ [(P(A)Z] = P (a) ¢ (Z) 1y

za vsak polinom P (A). Ce bi vpeljali v B razen polinomov tudi druge funkecije
elementa A, bi veljala enatba (11) tudi za take funkcije.

Tak element X iz B, da so $tevila ¢ (X*X) za vsa moZna stanja ¢ navzgor
omejena, imenujemo omejen element. Ce je torej X omejen element, moremo
najti dovolj veliko pozitivno Stevilo M, da je ¢ (X*X) =M za vsake stanje ¢.
V tem primeru eksistira natantna zgornja meja Stevil ¢ (X*X), ki pripadajo
vsem moznim stanjem. Ta meja je seveda odvisna od elementa X. Pozitivni
kvadratni koren natanéne zgornje meje bomo zaznamovali z | X || in ga bomo
imenovali normo omejenega elementa X. Posebno zanimiva je taka algebra,
kjer so vsi elementi omejeni. V tem primeru ima vsak element neko pozitivno
Stevilo za normo. Norma ima tu vlogo absolutne vrednosti pri navadnih Ste-
vilih. Tako algebro imenujemo normirano algebro. Neenacbo (10) lahko sedaj

zapiSemo v obliki 1
lp@ =]z

Naj bo nadalje naSa algebra taka, da za vsak element Z + 0 eksistira vsaj
eno stanje, pri katerem je ¢ (Z) + 0, torej tudi ¢ (Z2*Z) £ 0. Od tod vidimo, da
ima normo ni¢ le element 0, torej || Z || = 0 velja le za Z = 0. Ni teZko dokazati,
da ima norma tele lastnosti:
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N 1) [aX| =lal-| X | (a je poljubno kompleksno $tevilo).
N2 x+Y| = |X|+]Y]

N3 |xY| = |X| Y]

N4 [ XX | =]X|?

Ker smo wpeljali normo, lahko sedaj v algebri B definiramo metriko in
pojem konvergence. Razdalja d dveh elementov X in Y naj bo norma njihove
diference: d = | X —Y |. S tem postane B metri¢en prostor in v njem je de-
finirana topologija. Zaporedje elementov X,, X,, X, ..., bomo rekli, konvergira
proti elementu X, ¢e je po predpisu vsakega pozitivnega Stevila ¢ mogoce
dolotiti tak n,, da je | Xn— X | =¢ za vsak n =mn,. Otitno ustreza konver-
gentno zaporedje naslednjemu pogoju: Za vsak pozitiven ¢ se da dobiti tak =,
da je | Xp4p— Xn || <e za wsak p>0 (Cauchyjev pogoj). V obsegu kom-
pleksnih $tevil je ta pogoj tudi zadosten: zaporedje, ki ustreza Cauchyjevemu
pogoju, je konvergentno, ima torej limito. V naSem primeru pa ni nujno, da
je to res. Bomo pa kljub temu zahtevali, da je wvsako zaporedje, ki ustreza
Cauchyjevemu pogoju, konvergentno; rekli bomo v tem primeru, da je prostor,
ki ga tvorijo vsi elementi algebre B, poln. Tako algebro, v kateri je definirana
norma, ki ustreza pogojem N 1), N 2), N 3) in pri kateri je prestor poln, imenu-
jemo Banachovo algebro. V naSem primeru pa imamo Banachovo algebro z
involucijo, ki zado$¢a pogojem J 1), J2) in N 4). Gelfand in Neumark sta do-
kazala, da se da vsaka taka algebra zvezno upodobiti v heko algebro omejenih
operatorjev Hilbertovega prostora. Pri tej upodobitvi se norma ohranja, adjun-
giranemu elementu pa pripada adjungirani operator. Hermitski elementi pre-
idejo v hermitske operatorje.

To upodobitev dobimo v bistvu takole: Hilbertov prostor je linearni
vektorski prostor, v katerem je definiran skalarni produkt (glej ¢lanek F. Kri-
Zzanita, Linearni operatorji v Hilbertovem prostoru, Obzornik, IV, str. 149).
Algebra B je tudi vektorski prostor, le da ni v njej skalarnega produkta.
Vzemimo kak pozitiven funkcional ¢ (Z) in priredimo elementoma X, Y kom-
pleksno Stevilo (X,Y) = ¢ (Y*X). Takd definirano Stevilo (X, Y) ima v bistvu
vise lastnosti, ki jih zahtevamo od skalarnega produkta. Ce vpeljemo to §tevilo
(X, Y) kot skalarni produkt elementov X in Y, postane B Hilbertov prostor, ki
pa v sploSnem ni poln. Transformacija Z" = AZ, kjer je A kak element iz B,
priredi vsakemu elementu Z element Z'. Ta transformacija je linearna, saj
pripada elementu aX + bY element aX’ + bY’. Ce tolmadimo B kot Hilbertov
prostor z zgoraj vpeljanim skalarnim produktom, je transformacija Z' = AZ
omejen linearni operator v tem Hilbertovem prostoru. Torej pripada vsakemu
elementu A iz B neki omejen operator. S tem smo upodobili algebro B v alge-
bro omejenih operatorjev Hilbertovega prostora.

Ce sta ¢, (Z) in ¢, (Z) stanji sistema, je otitno

?(2)=a¢.(Z) + b9, (2)

tudi neko stanje, ako sta a in b pozitivni Stevili in je a + b = 1. Tak ¢ (2),
ki se da pisati v gornji obliki, kjer ¢, (Z2) + @, (Z) in ab * 0, se imenuje mesano
stanje. V nasprotnem primeru, ko ¢ (Z) ni mogode izraziti v tej obliki, imenu-
jemo stanje ¢isto.

Tu smo nekoliko natanéneje obravnavali tdko algebro z involucijo, ki
ima le omejene elemente. Zal pa v algebri, ki pride v kvantni mehaniki v postev,
niso vsi elementi omejeni. Seveda imajo algebre, ki vsebujejo tudi neomejene
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