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ross-s OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO ..<:.....

OB PRVI OBLETNICI EINSTEINOVE SMRTI
LAVO ČERMELJ

Lani 18. aprila je

umrl v Princetonu (New

Jersey, ZDA) eden največ-

jih genijev, Albert Einstein.

Ko sem tedaj zbiral gra-

divo o njegovem življenju

in delu, sem zapazil prese-

netljivo sorodnost z dru-

gima duševnima velikano-

ma, z Isaacom Newtonom

in Nikolo Teslo. Pri vseh

treh je bila doba velikega

ustvarjanja prav ozko od-

merjena.

Pri Issacu Newtonu

so, čeprav je dosegel vi-

soko starost 85 let, vsa

njegova epohalna dela:

utemeljitev sodobne meha-

nike s tremi osnovnimi za-

koni, ustvaritev nebesne

mehanike na osnovi zakona

o splošni gravitaciji, razlaga bele svetlobe kot sestavljene iz vseh spektralnih

barv ter izum infinitezimalnega računa, nastala v letih 1665—1667, ki jih je

zaradi razsajajoče kuge prebil v svojem kraju Woolsthrope.

Tudi pri Nikoli Tesli je bila doba velikih ustvaritev zajeta v pičlo deset-

letje: Misel o vrtilnem magnetnem polju je nastala v njem l. 1882 in že leta

1888 je lahko pokazal prvi trifazni motor v pogonu. Niti štiri leta pozneje

je izvajal svoje znamenite poskuse z visokofrekvenčnim? in visokonapetostnimi

tokovi, a že leta 1893 je v njem popolnoma dozorel načrt za brezžični prenos

električne energijje. V naslednjih letih (in teh ni bilo malo, saj je Tesla dosegel

starost 87 let), je sicer še ustvaril marsikaj, kar je vzbudilo splošno pozornost,

toda to je bilo le medel odmev prvih velikih odkritij.

Podobno je tudi Albert Einstein, ki je dočakal starost 76 let, svoja osnovna

dela, s katerimi je naravnost zrevolucioniral fiziko in človeško mišljenje,

objavil v enem samem desetletju. Leta 1905 so izšle njegove tri znamenite

razpreve: teorija brownskega gibanja, fotonska teorija svetlobe in (specialna)

relativnostna teorija, a le deset let pozneje (1916) je nastala njegova splošna

teorija gravitacije. Zato naj zadostuje za prikaz njegovega dela in njegove

veličine, če se omejimo na tu omenjene razprave.

Teorija brownskega gibanja. Leta 1827 je botanik Robert Brown opazil,

da se pelodna zrnca cvetlice Clarkia pulchella, suspendirana v vodi, brez pre-
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slanka gibajo. Pozneje so dognali, da velja to tudi za pelod drugih rastlin in

sploh za majhna telesca, plavajoča v poljubnih tekočinah. Ugotovili so, da je to

gibanje sicer odvisno od viskoznosti, ne pa od kemijskega sestava tekočine, v ka-
teri so delci suspendirani, in prav tako neodvisno od kemijske sestave samih

delcev, pač pa da variira z mjihovo velikostjo. Že leta 1863 je Christian Wiener

izrazil domnevo, da izvira to gibanje morda od trkov suspendiranih delcev

in tekočinskih molekul.

Da je bila ta domneva upravičena, sta jasno dokazala A. 'Finstein in

M. Smoluchowski. Einstein je poenostavil Boltzmannovo teorijo o neurejenem

gibanju plinskih molekul ter je l. 1905 prenesel to metodo tudi na proučevanje
brownskega gibanja. Zaključil je, da je mogoče določiti vrednost Boltzmannove
konstante k z merjenjem povprečnega kvadrata razdalje, ki jo v odmerjenem
času prepotujejo suspendirani vidni delci, na katere udarjajo molekule tekočine.
Ustrezna merjenja je kmalu nato resnično napravil Jean Perrin ter tako potrdil
veljavo Einsteinove teorije in hkrati izmeril konstanto k in s tem določil tudi
Loschmidtovo število (Ni, — R/k).

Fotonska teorija svetlobe. Že od konca osemdesetih let preteklega stoletja
je bilo znano, da kovine, obsevane s svetlobo primerno kratke valovne dolžine
(primerno visoke frekvence), izsevajo elektrone. Pri tem pojavu, ki je znan
kot fotoelektrični efekt, pa je presenečalo, da mora frekvenca svetlobe presegati

neko minimalno mejo, kije odvisna od izbrane kovine. Še bolj čudno pa se je
zdelo, da raste kinetična energija posameznih izsevanih elektronov linearno
s frekvenco uporabljene svetlobe, medtem ko ni nič odvisna od osvetljenosti
kovine. S povečano osvetljenostjo se sicer poveča število izločenih elektronov,
ne pa njihova energija. NE

Povsem zadovoljivo razlago tega pojava je podal Einstein s svojo fotonsko
teorijo svetlobe iz 1. 1905. Izhajal je od hipoteze, ki jo je pet let prej postavil
Max Planck za razlago svetlobnega sevanja. Po tej hipotezi materija ne izseva
in vpija svetlobno energijo v poljubnih količinah, temveč samo v določenih
enotah ali kvantih, ki so sorazmerni s frekvenco izsevane oziroma vpite sve-
flobe. Sorazmernostni faktor je neka univerzalna stalnica, ki nosi po Plancku
ime Planckova stalnica. Einstein je to Planckovo misel razpredel in pred-
postavljal, da svetlobna energija ni kvantizirana samo pri izsevanju in vpijanju,
temveč da je kvantnost njena splošna lastnost. Svetlobna energija je združena
v majhnih enotah ali svetlobnih atomih. Za te se je udomačil izraz fotoni.

Vsak foton predstavlja energijo, ki je enaka zmnožku frekvence ustrezne

svetlobe in Planckove stalnice (hy). Ako vpije kovina foton, se del njegove

energije (w) iztrosi za izločanje elektrona iz kovine, ostali del pa odpade na

kinetično energijo, s katero izleti elektron: hv <— w - $ mov?.

Merjenja so pokazala, da Einsteinov obrazec resnično ustreza pojavom

in da se vrednost v njem navedene stalnice h ujema z vrednostjo, ki jo je

navedel Planck.

Leta 1911 je Einstein uporabil kvantno teorijo tudi za razlago pojava,
da pojema specifična toplota trdnih snovi proti nič, kadar se bližamo absolutni

ničli. Dokončno razlago tega pojava na osnovi kvantne teorije je podal P. Debye.

Pomen Einsteinove fotonske teorije svetlobe pa ni toliko v uspešni razlagi

nekaterih konkretnih fizikalnih pojavov kakor v osnovni wisli, ki je danes

splošno priznana v fiziki, da ima namreč svetloba dvojen značaj: enkrat se
nam pojavlja kot valovanje, drugič pa kot hitro leteča telesca.

Za svoje uspešno delo na področju kvantne teorije je Einstein leta 1922

prejel Nobelovo nagrado. Glede njegove relativnostne teorije, ki je bila prav
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tako revolucionarna in ki je po svetu vzbudila celo večjo senzacijo, si pa komi-

sija, ki podeluje te nagrade, ni bila na jasnem, ali je to resnično kako »odkritje«.

Kvantna mehanika se je v nadaljnjem poteku razvila v bohotno valovno

mehaniko, ki je znala uspešno razlagati zelo mnoge pojave v mikrokozmu,

t. j. v svetu atomov. Za ta svet pa je bilo treba opustiti v makrokozmu splošno

priznani princip determiniranosti in uvesti indeterminizem. Na tej poti pa

Einstein ni mogel in ni maral slediti novi teoriji. Zanj je bila vsa fizika trdno

osnovana na determinizmu. Zato je videl v kvantni mehaniki, ki ji je sam

postavil temelje, le neko prehodno, čeprav hevristično zelo pomembno fazo.

(Specialna) relativnostna teorija. Einstein sam je vsekakor imel relativ-

nostno teorijo za svoje glavno delo. V Newtonovi mehaniki imajo vse enačbe

enako obliko v vseh sistemih, ki se premikajo drug nasproti drugemu premo-

črtno in enakomerno (inercialni sistemi); za pretvorbo enačb iz enega sistema

v drugega veljajo znane Newtonove transformacije. Težave pa so nastale pri

opisovanju elektromagnetnih pojavov. Poizkusi so kazali, da tudi takim po-

javom ustrezajo enaki opisi v različnih inercialnih sistemih; toda Maxwellove

enačbe spremenijo svojo obliko pri uporabi Newtonovih transformacij. Posebne

preglavice je delal zlasti rezultat Michelsonovega poskusa za ugotovitev gibanja

nasproti etru. Za razlago tega nesoglasja je nastala specialna hipoteza o skrče-

nju dimenzij v smeri gibanja in Lorentz je predlagal namesto Newtonovih

nove, po njem imenovane transformacije. To nesoglasje pa je odpravil šele

Einstein s svojo relativnostno teorijo, ki jo je kakor obe drugi že imenovani

teoriji objavil l. 1905.

Einstein je pri tem izhajal iz principa, da morajo tudi enačbe elektro-

dinamike ohraniti svojo obliko v vseh sistemih, v katerih veljajo enačbe

Newtonove mehanike. Hitrost svetlobe v praznem prostoru je po tem principu

v vseh sistemih enaka. Ta princip je Einstein imenoval princip relativnosti

in odtod ima njegova teorija svoje ime. Ko je deset let pozneje objavil splošno

relativnostno teorijo, so za razlikovanje to prvotno teorijo imenovali »spe-

cialno relativnostno teorijo«. j

Z relativnostno teorijo je Einstein prvi dal optiki v premikajočih se

medijih zadovoljivo obliko. Hkrati pa je odpravil iz sveta hipotetični eter, ki je

bil sicer koristen za razlago elektromagnetnega valovanja, a je drugače delal

fizikom prav hude preglavice.

Relativnostna teorija je bila plodovita tudi glede mehanskih pojavov

ter je odkrila marsikaj, kar bi sicer v Newtonovi mehaniki in pri uporabi

Newtonovih transformacij ostalo prikrito. Tako je Einstein iz svoje teorije

zaključil, da z rastočo kinetično energijo raste tudi masa gibajočega se delca,

in še več, da je namreč sploh energija telesa sorazmerna z njegovo maso, pri

čemer je sorazmernostni faktor kvadrat svetlobne hitrosti: E — mc?,

Praktična korist tega odkritja je pregnala vse pomisleke, ki so se v za-

četku uveljavljali proti novi teoriji. Na osnovi Einsteinove relacije med
energijo in maso je zgrajen ves nauk o transformacijah atomskih jeder. Vsa

jedrska fizika sloni na njej in najbolj zgovorni dokaz za njeno veljavnost je

sproščenje silne jedrske energije v atomskih bombah in jedrskih reaktorjih.

Einstein je s svojo teorijo odkril pot do tega lahko rečemo neizčrpnega vira.

energije, ki lahko prinese človeku blaginjo in srečo. Njemu, ki je bil v srcu

prepričan pacifist, pa je bilo usojeno, da je s svojo avtoriteto vplival na.

odločujoče državne faktorje, da so se izrekli za uporabo te energije tudi.

v pogubne namene.
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Splošna relativnostna teorija. V Einsteinu je že ob ustvaritvi specialne

relativnostne teorije lebdela misel, ali se ne more v njej vsebovani princip

relativnosti raztegniti na poljubne koordinatne sisteme. Tej misli se je pri-

družila še druga. Ali se ne bi dala gravitacija, ki po Newtonovem nauku deluje

z neskončno hitrostjo na razdaljo, nadomestiti s čim drugim, manj mističnim.

Pot do rešitve mu je pokazalo dejstvo, da je masa telesa, merjena po njegovi

vztrajnosti in po njegovi teži, enaka. To enakost vztrajnostne in težnostne

mase je Einstein postavil za princip. Po tem, principu ne bi bilo mogoče ločiti

učinke težnosti od učinkov pospeševanega gibanja.

Za teorijo, ki jo je zgradil s teh vidikov, je potreboval poseben matema-

tični aparat in tega je našel v Riemannovi geometriji, ki sta jo v ta namen

primerno priredila Ricci in Levi-Civita.

Gravitacijo je Einstein nadomestil s strukturo štiridimenzionalnega kon-

tinua: prostor — čas. Gibanje telesa v takem kontinuu je določeno po ustreznih

»geodetskih črtah«. Za mehanske pojave v zemeljskem merilu ni praktično

nobene razlike med zaključki Einsteinove in Newtonove teorije. Zaradi tega

nima splošna relativnostna teorija tiste dokazovalne moči kakor specialna.

Pač pa so razne, čeprav silno majhne razlike v astronomskem merilu. Po New-

tonovih zakonih se n. pr. mora gibati planet okoli Sonca po idealni elipsi, po

Einsteinovi teoriji pa se ta elipsa počasi suče okoli Sonca. Resnično so že prej

ugotovili tak premik perihela pri Merkurju. Einsteinova teorija je prinesla

razlago za to gibanje in po njej določena vrednost premika se dobro ujema

z opazovanjem. Drugi dokaz je prav tako z opazovanjem: ugotovljeni odklon

svetlobnih žarkov, kadar gredo mimo telesa z veliko maso, kakršno je n. pr.

Sonce. Dalje zahteva Einsteinova teorija, da se spektralne črte pri svetlobi,

ki izvira z mesta, kjer je težnost posebno jjaka, premaknjene proti rdečemu

koncu spektra. Resnično so ugotovili tak premik pri temnem spremljevalcu

Sirija, ki ima izredno veliko gostoto.

Einsteinova splošna relativnostna teorija je omogočila tudi odgovor na

razna kozmološka vprašanja, ki bi sicer ostala dalje odprta, tako vprašanje

o velikosti vesoljstva in o njegovi celotni masi.

V Einsteinovi splošni relativnostni teoriji so, kakor rečeno, težnostni pojavi

izraženi z geometrično strukturo Riemannovega štiridimenzionalnega kontinua.

V njej pa nimajo pravega mesta elektromagnetni pojavi. Zaradi tega ni manj-

kalo poskusov razširiti splošno relativnostno teorijo tako, da bi bili tudi elektro-

magnetni pojavi prikazani kot posledica metričnega značaja tega kontinua ter

da bi bila s tem vzpostavljena zveza med njimi im težnostnimi pojavi. Tudi

Einstein sam se je neumorno ukvarjal s tem problemom v poznejših letih

in prav do ikonca svojega življenja, posebno še, ker je pričakoval, da bo v novo

teorijo zajel tudi vse pojave v mikrokozmu in s tem odpravil v tem področju

sedaj veljavni indeterminizem.

Zadnji njegov spis o tem problemu so objavili konec marca letos. Ali

vsebuje res rešitev tega vprašanja in da-li prinaša pravo nadaljnjo posplošitev

splošne relativnostne teorije in ne samo zgolj neko matematično preobrazbo

te teorije in Maxwellove teorije za nekakšen formalni skupni prikaz? O tem

nimamo dames še nobenega glasu. Spričo matematične formulacije nove teorije,

ki je, kakor pravijo, dostopna le silno ozkemu krogu izbrancev, in spričo dejstva,

da bo nova teorija verjetno dopuščala še manj eksperimentalnih dokazov

kakor splošna relativnostna teorija, bomo morali še delj časa čakati na odgovor.

Če bo pozitiven, bi seveda v začetku tega članka omenjena primerjava z New-

tonom in Teslo postala brezpredmetna.
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SPEKTRALNA TEORIJA LINEARNIH OPERATORJEV

V HILBERTOVEM PROSTORU

FRANCE KRIŽANIČ

Prostor z neskončno mnogo razsežnostmi je prvi uvedel David Hilbert

pri obravnavanju linearnih integralskih enačb. Svoj prvi korak v ta prostor

usmerimo po njegovi sledi: Zgradimo si geometrijo tega prostora po analogiji

s končno razsežnim prostorom!

1. Linearni vektorski prostori. V n-razsežnem Evklidovem prostoru je

lega točke določena z n-torico števil — krajevnim vektorjem v izbranem kar-

tezijskem soredju. V prostoru z neomejenim številom razsežnosti bomo določili

vektor z neskončnim zaporedjem števil:

x — (X,, o, Xg SOD),

" od katerega pa bomo zahtevali, da imej konvergentno vrsto:

|x,RP tla,Ptla, PA...

(Če dopuščamo za komponente le realna števila, je to realen prostor; če pa

smejo biti komponente kompleksna števila, je prostor kompleksen. Tu bomo

obravnavali kompleksni prostor.)

S tako določenimi elementi računamo kakor z vektorji v končno raz-

sežnem prostoru. Definiramo vsoto dveh elementov x in y:

X EU — (€, T Vy a t Va ...)

in produkt elementa x s skalarnim številom a:

ax <— (0%,, d£,, Ax, ...)

Elementi se pri tem računanju vedejo, kakor zahtevajo znani zakoni:

zakon o zarneni členov, zakon o združevanju členov, zakona o zameni in zdru-

ževanju skalarnih faktorjev v produktu, pa še oba razčlenitvena zakona:

a (x -E y) — ax t ay; (a --B) x — ar t Bx

ki vodita računanje, kadar množimo vsoto dveh vektorjev s skalarjem,.ali pa

množimo vektor z vsoto skalarjev.

V prostoru je element 0 tisti element, ki ima vse komponente enake 0.

Tedaj velja pri vsakem elementu x: x ft 0 — x, pa tudi 0.x — 0. (V zadnji

enačbi ije prva ničla znak za skalarni nič, druga ničla pa je element nič prostora.)

Vsakemu elementu x priredimo nasproten element —a:-<(—1)x in

določimo razliko dveh elementov: x — y — x -H (— v), ki se vede prav: kakor

razlika števil.

Tako definirani prostor je' linearen prostor. Linearna kombinacija po-

ljubnih n elementov je zopet element prostora. Pravimo, da je n-torica elemen-

tov linearno neodvisna, če ni nobena linearna kombinacija teh elementov

enaka 0, razen trivijalne kombinacije, ki ima vse koeficiente enake 0. Maksi-

malno število linearno neodvisnih elementov je razsežnost prostora. V ne-

skončno razsežnem prostoru lahko najdemo poljubno mnogo linearno neodvisnih

elementov.
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Uvedimo še binarno operacijo: skalarni produkt dveh vektorjev, ki priredi
dvojici vektorjev x in y skalarno število:

(x, y) <9, J %,Y, taji, bt...

Skalarni produkt je distributiven v obeh faktorjih, ni pa v splošnem komuta-
tiven, saj je očitno:

(v, x) — (x, v)

Skalarni produkt dveh enakih faktonjev je pozitivno število; njegov koren
imenujemo normo elementa x in jo označimo:

|e|<— , v"

Iz definicije skalarnega produkta sledi nekaj važnih lastnosti norme. Tu
sta predvsem neenačbi:

Ce, VI S lIzi-liyl, izt yi Slaliyll

prva Sechwarzeva in druga Cauchyjeva. Elementa x in v imenujemo ortogo-
nalna, če je njun skalarni produkt enak 0. Za ortogonalne elemente velja
Pitagorov izrek:

le tyl?< [z Pe yi

Tako normirani prostor je metrijski prostor. Razdaljo dveh elementov
definiramo z normo njune razlike:

d(z, v < |x—yl

Definirajmo še limito zaporedja elementov:

x0, 40), 46), ,,,

Pravimo, da to zaporedje komvergira k elementu x, če lahko najdemo po
predpisu še tako majhnega pozitivnega števila s dovolj pozen člen ax), da je
vsak nadaljnji člen zaporedja od elementa x oddaljen za manj kot c:

| z—«W| Sea n —N

Zaporedje imenujemo v sebi konvergentno, če zadošča Chauchyjevemu
pogoju, ki zahteva, da po predpisu poljubno majhnega pozitivnega števila s
najdemo tak dovolj pozen člen zaporedja, da je razdalja poljubnih dveh
nadaljnjih členov manjša od e.

V Hilbertovem prostoru je Chauchyjev pogoj potreben in zadosten za
konvergenco zaporedja. V splošnem pa lahko trdimo le, da je ta pogoj za kon-
vergenco zaporedja potreben. Prostor, v katerem je ta pogoj tudi zadosten,
imenujemo poln prostor. V polnem, prostoru je vsako v sebi konvergentno
zaporedje tudi konvergentno — limitira k določenemu elementu prostora.

Hilbertov prostor je torej poln prostor.

Oglejmo si sedaj tisto množico elementov, ki imajo le končno mnogo
od 0 različnih komponent, vsaka komponenta pa je kompleksno število a -- i$,
kjer sta obe komponenti a in 6 racionalni števili, Množica takih elementov je
očitno števna. Uvideli pa bomo, da je ta množica v prostoru povsod gosta. To se
pravi, da leži v vsaki okolici poljubnega elementa x vsaj en element te mno-
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žice. Izberimo poljuben element x in predpišimo poljubno majhno pozitivno

število s! Uvideti hočemo, da 'je v omenjeni množici tak element z:

z — (Z, Za --4 Zn—i, 0, 0, 0, ...)

ki je oddaljen od x za manj kot <. Kvadrat razdalje obeh elementov je enak:

| x —zla <|x, —z, Pt... | eni— zni Pt Ž | ai

V vrsti na desni seštevamo po indeksu i od n v neskončnost. Ker je vrsta kon-

vergentna, lahko določimo tako velik n, da je njena vrednost vedno manjša

ali kvečjemu enaka e?/n, komponente elementa z pa izberemo tako, da je:

| x; — zi PS e/n. To je mogoče, ker je množica kompleksnih števil z racio-

nalnima komponentama na kompleksni ravnini povsod gosta. Torej je za tak z

|| x —z || S s. S tem je naša trditev dokazana.

V Hilbertovem prostoru smo našli števno množico, ki je povsod gosta.

Tak prostor imenujemo separabilen.

2. Prostor funkcij, ki imajo integrabilen kvadrat. Druga pot v prostor

z neskončno mnogo razsežnostmi nas bo vodila preko kvantne mehanike. Kla-

sična mehanika določa stanje sistema, ki ima n prostostnih stopenj, s točko v 2 n

dimenzionalnem faznem prostoru. Iz komponent tega elementa — generalizi-

ranih koordinat g,, dx .-., dn in prirejenih impulzov p,, P2, ..-, Pn — sklepa

o nadaljnji usodi sistema in računa vrednosti, ki jih imajo določene fizikalne

količine sistema v danem stanju.

Sistem z n prostostnimi stopnjami, ki ga obravnava kvantna mehanika,

pa opišemo s funkcijo n spremenljivk: g(g,, dn .-. dn), ki jo normiramo

k S arOni $5... Sle (gi, do... dm? da, da,...dan—l

Tako vidimo, da se usoda kvantnomehanskega sistema zapisuje v prostoru

vseh funkcij g (g), ki imajo konvergenten integral:

df co

o Jle(9 "da

(n-torico g,, ga, ..., dn označimo kar s g, element prostora dg,, dg. ...ddn

pa z dd).

Ta prostor je tudi linearen, kajti vsaka linearna kombinacija njegovih

elementov je spet element prostora. Ker lahko najdemo v njem polj ubno mnogo

linearno neodvisnih elementov, je njegova razsežnost neskončna. Element 0 je

funkcija, ki je identično enaka 0.

V tem prostoru definiramo skalarni produkt dveh elementov:

co

(e, v) < fe (9 v (d) da
—oo

in kakor prej normo elementa:

lel< (o, V"

Dve funkciji imenujemo ortogonalni, če je njun skalarni produkt enak 0.

Iz lastnosti integrala sledita za normo spet Schwarzova in Cauchyjeva neenačba

ter Pitagorov izrek.

Sistem funkcij g,, €x $w -.. je normiran in ortogonalen, če so norme vseh

elementov enake 1, poljubna dva elementa sistema pa sta med seboj ortogonalna.
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Vsaki funkciji y najdemo v izbranem ortogonalnem normiranem sistemu
Fourierove koeficiente:

ak — (v, x)

in tvorimo pripadajočo Fourierovo vrsto:

v-a,Y,ba,g,t...

Fourierovi koeficienti zadoščajo Besselovi neenačbi:

Xlakl?S |v?
Sistem normiranih ortogonalnih funkcij je zaključen, če velja za vsako

funkcijo w Parsevalova enačba:

xlal'<[v|P
Parsevalovo enačbo lahko razširimo na dve funkciji pg in y s Fouriero-

vimi koeficienti ax in bx:

Ž a; bi — (g, v)

Važen je Fischer-Rieszov izrek: Naj bo zaporedje števil a,, a,, ... ka-
kršnokoli, da je le vrsta | a, |? -- | a, P --... konvergentna, vedno je mogoče najti
funkcijo y, ki ima ta števila za Fourierove koeficiente v danem zaključenem
sistemu normiranih ortogonalnih funkcij; njena norma pa je določena s Parse-
valovo enačbo.

3. Abstraktni Hilbertov prostor. Oba obravnavana prostora sta na videz
povsem različna. Elemente obeh pa je mogoče med seboj tako prirediti, da sta
izomorfna: vse operacije na elementih enega prostora se zrcalijo na prirejenih
elementih v drugem prostoru.

Vsaki funkciji priredimo zaporedje njenih Fourierovih koeficientov. Tedaj
preide vsota dveh funkcij v vrsto pripadajočih dveh zaporedij, produkt funkcije
s številom se pa odrazi kot produkt ustreznega zaporedja s tem številom.
Parsevalova enačba nam pove, da se ohranja skalarni produkt dveh elementov:
ortogonalni elementi preidejo torej spet v ortogonalne elemente, dva pripada-
joča si elementa imata enaki normi.

Fischer Rieszov izrek nam omogoča, da vsakemu zaporedju s konvergentno
vrsto kvadratov absolutnih vrednosti priredimo neko funkcijo z integrabilnim
kvadratom in ta prirejenost je spet taka, da sta oba prostora v vseh operacijah
izomorfna.

Oba prostora se torej ne ločita bistveno med seboj. Oba sta realizaciji
enega in istega abstraktnega prostora, ki ga imenujemo Hilbertov prostor.
Hilbertov prostor definiramo kot množico elementov, ki zadoščajo petim
aksiomom:

A) Hilbertov prostor je linearen prostor. V tem prostonu sta torej defini-
rana vsota dveh elementov in produkt elementa s skalarjem. (Če dopuščamo
kot skalarne množitelje le realna števila, je prostor realen, pri dovoljenih kom-
pleksnih množiteljih pa govorimo o kompleksnem Hilbertovem prostoru.) Obe
operaciji zadoščata zakonom:

lLxatyeyta 5. a(c -E y) — az tay
2. ct (yu tz) <(xe ty tz 6. (a - 8) x — ax f px

3. a (84)— (Ba) x 7. IZzatye<atz sledi y —z.

4. rca
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Definiramo še element 0 in razliko dveh elementov. Vsaka linearna kom-

binacija elementov:

x GA, X) At... E Z, x)

je spet element prostora. Če je vsaka linearna kombinacija danih n elementov

različna od 0 (z izjemo trivijalne kombinacije), pravimo, da.so ti elementi

linearno neodvisni.

B) Dvema elementoma: x in y pripada določeno kompleksno število —

njun skalarni produkt, ki ga označimo z (x, y) in ima tele lastnosti:

l. (wo) 3. (e ta", y) < (x, v t (e", v
2. (x, x) Z0, (x, x) <Oleza <0. 4. (ar, v) <a(x; v)

S pojmi, ki jih uvajata prva dva aksioma, moremo definirati normo

elementa, ki ima vse prej navedene lastnosti, ortogonalnost dveh elementov

in njuno razdaljo. Definiramo tudi konvergenco zaporedja elementov.

V prostoru s končno mnogo razsežnostmi ne moremo najti poljubno mnogo

linearno neodvisnih elementov. Največje število linearno neodvisnih elementov

je razsežnost prostora. V Hilbertovem prostoru to število ni omejeno in velja

naslednji aksiom:

C) V prostoru je mogoče najti poljubno mnogo linearno neodvisnih

elementov.

V končno razsežnem prostoru pa velja aksiom

Cn) Največje število linearno neodvisnih elementov je n: Zadnja dva

aksioma pa sta:

D) Hilbertov prostor je poln.

E) Hilbertov prostor je separabilen. (Torej eksistira števna množica ele-

mentov, ki je v prostoru povsod gosta.)

Aksiom C sravzaprav ni postavljen tako svobodno, kakor sta bila

aksioma A in B. Prva aksioma nas že privedeta na križpotje: ali C ali C".

Odtod naprej pa tečeta poti povsem različno: če se odločimo za.C", sta D in E

že izreka, ki ju je mogoče dokazati na osnovi prvih treh aksiomov, odločitev

za C pa nam pušča v tem pogledu popolno svobodo. Da ohranimo podobnost

z Evklidovim prostorom, privzamemo D in E kot samostojna in od ostalih ne-

odvisna aksioma. Zgradba aksiomatike je torej nekako takale:

4. Podprostori. V Hilbertovem prostoru lahko definiramo zaprte množice

elementov. Element x je stekališče dane množice, če lahko popredpisu vsa-

kega c najdem v množici neki element y, ki zadošča pogoju: | x — v| S.

Množica, ki vsebuje vsa svoja stekališča, je zaprta množica.
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K dani množici elementov privzemimo vse možne linearne kombinacije
njenih elementov. Tako dobljeno množico imenujemo linearno lupino prvotne
množice. V končno razmernem prostoru je taka linearna lupina zaprta, v Hil-

bertovem prostoru pa to ni vedno tako. Privzemimo k tej lupini še vsa njena
stekališča, pa dobimo zaprto linearno lupino prvotne množice.

Tako smo dobili množico elementov, ki vsebuje vse možne linearne kom-

binacije svojih elementov in vsa njihova stekališča. Taka množica je spet neki
Hilbertov prostor, ker zadošča vsem petim aksiomom. Imenujemo jo podprostor
prvotnega prostora. Trivijalna primera podprostorov sta ves prostor in prazna

množica. V navadnem prostoru so primeri takih podprostorov premice in
ravnine.

Če sta dva podprostora taka, da je vsak element prvega podprostora orto-
gonalen na vsak element drugega podprostora, ju imenujemo ortogonalna pod-
prostora. Vsota dveh podprostorov je množica vseh elementov z, ki jih lahko
pišemo v obliki vsote: z — x "" y, kjer je prvi člen x element prvega podpro-
stora, drugi člen y pa leži v drugem podprostoru.

Naj bo $, podprostor Hilbertovega prostora $). Tedaj je vsak element
prostora mogoče zapisati v obliki:

—ytz

kjer je y element podprostora $,, element z pa je na ta podprostor ortogona-
len. Element wy imenujemo projekcijo elementa x na podprostor $,. Vsi elementi
z pa tvorijo podprostor, ki je ortogonalen podprostoru $,; označimo ga s
$ — $, in prostor $ je vsota dveh ortogonalnih podprostorov:

$-95,t (5— 9)
Vsoto podprostorov razširimo na poljubno mnogo členov, pa tudi na vrsto

s števno mnogo členi. Posebno važen je primer, ko lahko razčlenimo prostor
na same enorazsežne, med seboj ortogonalne podprostore:

$S<-8$,t$.t...

Vsak tak podprostor $5x lahko smatramo za zaprto linearno hipino mno-
žice, ki vsebuje en sam element xx z normo enako l. To je element enote v tem
prostoru. Elementi enote vseh podprostorov gornje vsote: x,, x,, x,,... tvorijo

ortogonalen normiran sistem elementov, ki je tudi zaključen; edini element, ki

je ortogonalen na vse elemente sistema, je element 0. Lahko je dokazati, da je
v separabilnem prostoru tak sistem kvečjemu števen.

Vsak element v podprostoru $$x lahko pišemo v obliki ax xx in vsak

element Hilbertovega prostora:

x — Ži ak Tk

Pitagorov izrek da enačbo zaključenosti:

(ee sla?
Podprostor $5, je del podprostora $5,, če je vsak element podprostora S,

tudi element podprostora $,. Produkt ali presek dveh podprostorov je mno-

žica vseh podprostoroma skupnih elementov. Očitno je presek dveh podprosto-
rov spet podprostor. .

9. Operatorji v Hilbertovem prostoru. Operator A v Hilbertovem pro-
storu je zakon, ki priredi vsakemu elementu x določen element y:

y — Ax
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Operator A je distributiven, če velja:

A (x - y — Ax t Ay

in omejen, če je mogoče najti tako pozitivno število N, da je pri vsakem

elementu x:

| Axl SNIxil

Najmanjše tako število imenujemo normo operatorja A in zapišemo || A |:

| Ax|SKALI zil

Operator, ki je hkrati distnibutiven in omejen, je linearni operator. Vsak

linearni operator je zvezen: če konvergira zaporedje elementov x,, x,, 4;,...

k elementu x, stremi zaporedje Ar,, Ar,, Ax;,... k elementu Ax.

V končno razsežnem prostoru pripada vsakemu linearnemu operatorju

določena matrika: komponente elementa Ax se linearno izražajo s komponen-

tami transformiranega elementa x. V Hilbertovem prostoru neskončnih zapore-

dij se komponente elementa, ki ga dosežemo z operatorjem, prav tako linearno

izražajo s komponentami elementa, na katerem smo udejstvili operator: opera-

torju pripada v tem primeru neskončna matrika. Seveda ne predstavlja vsaka

matrika linearnega operatorja; elementi matrike morajo zadoščati določenim

pogojem, da je operator omejen.

Naj bosta x in y dva poljubna elementa; tedaj je skalarni produkt (Ax, v)

operatorju A prirejena bilinearna forma; (Ax, x) pa je operatorju A prirejena

kvadratna forma. h

Operatorja A in B sta si adjungirana, če velja pri vsakem paru elementov

x in y: (Ax, v) — (x, By). Vsakemu linearnemu operatorju A pripada en sam

adjungiran operator, ki ga označimo z A":

(Ax, y) — (x, A" y)

Operator A" je spremljevalec operatorja A. Če je A — A", je A hermitski

operator ali operator samotar. Spremljevalko matrike A z elementi A;x dobimo

tako, da matriko zrcalimo preko glavne diagonale in vsak člen matrike na-

domestimo s konjugirano kompleksno vrednostjo. Torej je A";x — Aki. Matrika

samotarka je matrika, ki zadošča pogojem: Ari — 4AjKk. Elementi na glavni dia-

gonali so torej pri hermitski matriki realni.

Kvadratna forma, ki pripada hermitskemu operatorju, ima pri vsakem

elementu x realno vrednost. Oceniti jo moremo z neenačbo:

m | x || S (Ax;x) SM [sli

števili m in M sta meji operatorja A in njegova nonma je enaka večjemu od

števil |m| in !M|.

Dvema. operatorjema priredimo vsoto in produkt. Vsota dveh operatorjev

A - Be operator, ki je določen s pogojem:

(A - B)x — Ax t Bx
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Produkt dveh operatorjev BA je operator, ki ga dobimo, če uporabimo
najprej operator A, nato pa udejstvimo še operator B:

BAx — B(A«)

Vsota dveh operatorjev je komutativna in asociativna, produkt pa je
v splošnem le asociativen, komutativen pa ne. Veljata pa razčlenitvena zakona:

A.(B £C)— AB £AC, (A £B).C— AC BC.

Definirati moremo tudi zaporedje operatorjev in njegovo limito. Zapo-
redje operatorjev A,, A,, ... konvergira k operatorju A, če pri vsakem ele-
mentu x konvergira zaporedje elementov A,r, A,x,... k elementu Ax.

Poiščimo sedaj danemu operatorju A obratne operatorje; to so operatorji,
ki zadoščajo vsaj enemu od obeh pogojev:

BA—<E; AC<E

kjer je E identiteta: Ex — x.

B je levi, C pa jje desni obratni operator operatorja A. V končno razsežnih
prostorih nas iskanje privede na razpotje:

1. Operator A ima en in en sam obratni operator, ki je hkrati levi in
desni obratni operator; označimo ga A—!. (AA— — A—A — E).

2. Operator A nima obratnega operatorja.

V Hilbertovem prostoru pa morejo nastopiti primeri, ki nimajo analogije
v končnih prostorih. Kar štiri možnosti-so:

1. Operator A ima en sam omejen obratni operator A—!. |

2. Operator A ima neskončno mnogo neomejenih levih obratnih operator-
jev in nima obratnega operatorja z desne strami.

3. Operator A ima neskončno mnogo neomejenih desnih obratnih opera-
torjev in nima obratnega operatorja z leve strani.

4. Operator A nima obratnih operatorjev.

6. Projektorji. Naj bo $, določen podprostor Hilbertovega prostora $.
Tedaj moremo vsakemu elementu x prirediti njegovo projekcijo v podprostor
$.: v. Operator P, ki priredi elementu x njegovo projekcijo v podprostor $,:

y — Px

je projektor v podprostor $,. Projektor je linearen operator z normo.enako 1.
Je hermitski operator in zadošča pogoju P? — P. Pa tudi obratno je res: vsak
hermitski operator, ki zadošča pogoju .P? — P, je projektor v določeni pod-
prostor, ki ga tvorijo vsi elementi y — Px, ko preteče x ves Hilbertov prostor.

Dva projektorja P, in P, imenujemo ortogonalna, če sta pripadajoča pod-
prostora med seboj ortogonalna; tedaj moremo pisati P,P, — 0. (Operator 0
priredi vsakemu elementu prostora element 0.)

Vsota dveh projektorjev je spet projektor tedaj in le tedaj, če sta pro-
jektorja ortogonalna. V tem primeru pripada vsoti projektorjev vsota pod-
prostorov, ki pripadata členoma vsote.

Produkt dveh projektorjev je spet projektor, če je komutativen. PP UBE—
— P,P, je projektor na presek podprostorov, ki pripadata njegovim faktorjem.

Projektor P, je del projektorja P, (P, SP,), če je P, P, — P,. Ta pogoj
pa je izpolnjen tedaj in le tedaj, če je podprostor $, del podprostora 9...
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Limita zaporedja projektorjev je spet projektor. Uvideti moremo, da je

vsako monotono zaporedje projektorjev: P, < P,<P,< ... vedno konver-

gentno.

7. Lastne vrednosti in lastni elementi operatorja. Osnovna naloga, s ka-

tero se bomo ubadali odslej, je reševanje homogene enačbe:

Ax — 4x

kjer je A določeni operator, x je iskani element Hilbertovega prostora, A pa je

kompleksni parameter. Vrednosti parametra 2, pri katerih je enačba rešljiva,

so lastne vrednosti operatorja A, pripadajoče rešitve pa so njegovi lastni

elementi.

Geometrijska vsebina problema je očitna: Iščemo tiste smeri v prostoru,

ki jih operator A ohranja: operator A pomnoži svoj lastni vektor s pripadajočo

lastno vrednostjo.

Reševanje homogene enačbe pa je tudi temeljni problem kvantne me-

hanike. Rekli smo že, da kvantna mehanika opiše stanje sistema z neko normi-

rano funkcijo — elementom Hilbertovega prostora, vsaki fizikalni količini pa

priredi določen operator. Iz lastnosti tega operatorja spozna vse, kar more

zvedeti o dani fizikalni količini. Troje jo zanima pri tem:

1. Vrednosti, ki jih more zavzeti dana količina, in stanja, v katerih lahko

te vrednosti izmerimo. Pri tem razglablja tudi, ali je mogoča absolutno točna

meritev ali pa samo meritev z določeno natančnostjo.

2: Verjetnost, da leži vrednost količine na določenem intervalu.

3. Povprečna vrednost količine v danem stanju g.

Odgovor na prvo vprašanje najde vprav z reševanjem navedene homogene

enačbe. Za primer izberimo materijsko točko s tremi prostostnimi stopnjami.

Klasična mehanika opiše stanje te točke s krajevnim vektorjem g in impul-

zom p, energijo pa za vsako stanje izračuna po formuli: U — pp/2m - V (g),

kjer je V (a) potencialna energija točke v legi g.

Kvantna mehanika opiše stanje točke s funkcijo p(g), energiji U pa

priredi operator .H (Hamiltonov operator), ki ga dobi iz klasičnega izraza za

energijo tako, da nadomesti impulz p z operatorjem (h/2 zi) V:

H — (hi/8a? m) A V (8)

Schrodingerjeva enačba:

Hy < Up

da tedaj lastne vrednosti in lastne funkcije energije. Lastne funkcije energije

predstavljajo stacionarna stanja sistema — stanja, v katerih moremo energijo

meriti, lastne vrednosti energije pa so vprav vrednosti energije v teh stanjih.

Homogeno enačbo pišemo v obliki:

(A —2E) x <0

(E je identični operator). Ta enačba je rešljiva samo trivijalno, kadar ima

operator A — ZE omejen obratni operator:

R(i, A) — (A—1E)—'

Operator R(A, A), ki je funkcija parametra 2, imenujemo resolvento opera-

torja A. Množico točk na kompleksni ravnini (4), v katerih resolventa ni

regularna (ni omejen operator), imenujemo spekter operatorja A. Očitno: so vse

157



lastne vrednosti operatorja A člani njegovega spektra. Spekter pa more poleg
lastnih vrednosti obsegati še druge točke. Lastne vrednosti, pri katerih je
rešljiva homogena enačba netrivijalno, so tiste točke, v katerih (A — ZE) nima
obratnega operatorja, spekter pa more obsegati še točke, kjer ima operator
A — 2E le leve ali le desne neomejene obratne operatorje. Množico vseh lastnih
vrednosti imenujemo diskretni del spektra, ostanek pa zvezni del spektra.

Odslej se bomo omejili na obravnavanje hermitskih operatorjev. Lahko
je uvideti, da so vse lastne vrednosti hermitskega operatorja realne, prav tako
pa tudi, da so lastne funkcije, ki pripadajo različnim lastnim vrednostim, med
seboj ortogonalne. Isti lastni vrednosti pa lahko pripada več linearno neodvisnih
lastnih funkcij. Tedaj tudi vsaka linearna kombinacija teh funkcij pripada
isti lastni vrednosti. Vse lastne rešitve, ki pripadajo isti lastni vrednosti 2,
tvorijo neki podprostor, ki ga imenujemo lastni vrednosti 2 pripadajoči lastni
prostor operatorja A. Razsežnost podprostora je večkratnost lastne vrednosti.
Lastna vrednost, ki ima večkratnost večjo od 1, je izprijena lastna vrednost.
Vsi lastni prostori operatorja A so med seboj ortogonalni.

Spekter hermitskega operatorja leži na realni osi ravnine (2) med obema
mejama operatorja.

8. Spektralna razčlenitev operatorja. V končno razsežnem prostoru se
matrika A prav preprosto izrazi s svojimi lastnimi vrednostmi in projektorji
v lastne podprostore. Poglejmo najprej, kaj napravi matrika A z vektorjem x,
ki leži v lastnem podprostoru S: ( $x naj ustreza lastni vrednosti %). Element x
je po definiciji rešitev enačbe Ax — fre, ki nam pove, da matrika A vektor x
samo 4x-krat poveča. V kaj preide pod vplivom. transformacije A poljubni
element prostora, pa uvidimo takole: Najprej poiščemo projekcije elementa x
na lastne podprostore in element x zapišemo kot vsoto: x — PrrbPat...-
t P,u. Za posamezne projekcije velja: A (P,x) — 2x Pxr, sliko elementa x pa
dobimo z vsoto Ax — 2,P,x 1, P,e -... Ap Pot.

Hermitsko matriko A moremo pisati kot linearno kombinacijo projektorjev
v njene lastne prostore, koeficienti pa so ustrezne lastne vrednosti:

A—AP,tA,P,-...S ha Pa

Vsota vseh lastnih projektorjev je identiteta: P, -- P;,t...-P,<— E. To
vsoto imenujemo operatorju A ustrezajočo razčlenitev enote.

Vsoto, v katero smo razčlenili matriko A, pa moremo zapisati tudi kot
Stieltjesov integral po stopničasti funkciji % (1), ki je definirana takole:

€ (d)-0 <A,

€ ()<P, tP,t... £Py;. dr DAK bja

€ ()—- E 4 zl

(Lastne vrednosti 2x pri tem uredimo po velikosti, tako da je: m — 1, <2, <
KC... < l, — M. Matriko A zapišemo tedaj takole:

dn M - co
A— (1400) — [246() — [146 (0) .

Matriko % (4) imenujemo spektralno funkcijo matrike A.
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Podobno je mogoče izraziti tudi vsak hermitski operator v Hilbertovem

prostoru. Dakazati se da, da pripada vsakemu hermitskemu operatorju neka

razčlenitev enote, torej spektralna funkcija % (4), s temile lastnostmi:

%(1) je projektor.

(1) se spreminja le med obema mejama operatorja A:m in M, pri

A C m je 5(4) — 0, pri 2 — M pa je € (4) —

% (1) je monotono naraščajoča funkcija: $ (4) Z % (v), če je 1> x.

% (2) je z desne zvezna: $ (2 - 0) — 6(4).

Operator A izrazimo spet kot Stieltjesov integral parametra 2 po spek-

tralni funkciji $(4). Funkcija % (2) vobče ni več stopničasta, s svojim vedenjem
do argumenta 2 pa lepo določa razprostiranje spektra. Tole velja:

"Točke, ki leže na intervalih, kjer se %(2) ne spreminja, so regularne.
Množica vseh regularnih točk je torej odprta, spekter pa je zaprta množica

točk. Točke, kjer se %(2) zvezno spreminja, tvorijo zvezni del spektra; točke,

kjer doživi (4) skok, so lastne vrednosti operatorja 7 (4) in skok %(4)— 5(1—0)

je projektor v lastni prostor, ki pripada lastni vrednosti 2.

Vsi lastni prostori so med seboj ortogonalni, v vsakem uvedemo normiran

ortogonalni sistem elementov in tako dobimo normiran ortogonalni sistem

elementov v Hilbertovem prostoru x,, %., 43, ... Ta sistem je gotovo končen ali

pa kvečjemu števen, ker je prostor separabilen. Torej je tudi lastnih vrednosti

hermitskega operatorja le števno mnogo. Vsota vseh lastnih podprostorov je

neki podprostor, projektor nanj pa je enak vsoti vseh skokov spektralne

funkcije:

P<Ž[EW0—%0—0]

Če je sistem ortogonalnih in normiranih lastnih elementov zaključen, je
vsota vseh lastnih podprostorov ves Hilbertov. prostor in projektor P je

identiteta:

x [EBM—<EU—0]—E

Spektralna funkcija je v tem primeru stopničasta, operator A ima: pa čist

diskreten spekter.

Naj bo spet x,, £,, £3,... normiran in ortogonalen sistem lastnih elemen-

tov operatorja A s čistim diskretnim spektrom. Tedaj moremo (zaradi zaključe-

nosti sistema) vsak element x prostora razviti v Fourierovo vrsto:

x—<a,x, ka,a, tr...

Bilinearna forma (Ax, y) in kvadratna forma (Ax, x) se prav preprosto izražata

s Fourterovimi koeficienti elementov x in y. Naj bo:

y —b,x, bb,xa,t...

Najprej poiščemo element, v katerega preide vektor x pod vplivom opera-

torja A. Ker je Axx — 2x xx, dobimo takoj:

Ax — 2,a,x, PAa,da,aab...

nato pa obe formi: i

(Ax, y) < 21,a,b, b2,a,b,t...

(Ax, x) — 2,|a,|? -2,|a, Rt...
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Z rešitvijo lastnega problema smo v primeru, ko ima operator A čist
diskreten spekter; prevedli pripadajočo kvadratno formo na vsoto samih
kvadratov.

Primer čistega zveznega spektra zahteva posebno obdelavo, saj nima
analogije v navadnem prostoru. Sredstva teorije realnih funkcij, ki jih zahteva
obravnava tega primera, pa presegajo meje našega članka. Če pa ima operator
mešan spekter, moremo razčleniti Hilbertov prostor v dva med seboj ortogo-
nalna podprostora: $ — $ - 5". V prvem ima operator A čist diskreten
spekter, v drugem pa ima zvezen spekter...

9. Spektralna razčlenitev in kvantna mehanika. Na koncu skušajmo od-
govoriti na vprašanja, ki nam jih je zastavila kvantna mehanika. Odgovore

podajmo v obratnem vrstnem redu:

Povprečno vrednost količine Z z operatorjem A v stanju g izračuna
kvantna mehanika po pravilu:

< A> — (Ap, €)

Verjetnost, da bo ležala vrednost izmerjene količine na intervalu A, ko je
sistem v stanju g, pa določa izraz:

w<(p, A GO9G<|A Be

kjer je A 6(Z) prirastek spektralne funkcije $(4) operatorja A na intervalu A.
Obe pravili nam pomagata odgovoriti tudi na prvo vprašanje. Merjenje do-
ločene količine na kvantno-mehanskem sistemu je bistven poseg v stanje
sistema. Da to uvidimo, se vprašajmo po verjetnosti, da ima dana količina
v stanju pg točno določeno vrednost 4". Po definiciji je: w — (pg, A Z") 9),
kjer je sedaj A %(4") skok %(4) v točki 3". Tako vidimo, da je ta verjetnost
različna od 0 le v točkah, kjer je spektralna funkcija nezvezna, torej samo pri
lastnih vrednostih operatorja A : 4" — 2x. Tedaj pa je skok spektralne funkcije
vprav projektor v lastni prostor; verjetnost, ki jo moremo pisati v tem primeru
w — (g, Pre), je v lastnih stanjih enaka l. V lastnih stanjih lahko izmerimo
vrednost količine popolnoma natančno. Količina, katere operator ima čist
diskreten spekter, je tedaj vedno natančno merljiva. Meritev količine prevede
sistem v lastno stanje in z meritvijo izmerimo lastno vrednost količine v tem
stanju.

Kako pa je s količino, ki ima mešan spekter? Hilbertov prostor razstavimo
v dva ortogonalna podprostora $5' -- $"; v prvem ima operator čist diskreten
spekter, v drugem pa čist zvezen spekter. Verjetnost, s katero moremo izvesti
eksaktno meritev, je u <— (g, P' 9), kjer je P' projektor v podprostor $'. Ta
verjetnost pa je manjšaod 1 in eksaktna meritev ni več možna v vsakem
primeru. |

V našem članku smo obravnavali le omejene operatorje, operatorji
kvantne mehanike pa so v veliki meri neomejeni. Spektralna teorija takih
operatorjev se ne razlikuje bistveno od spektralne teorije omejenih operatorjev.

Zahteva le nekaj več priprav, zato smo se ji na tem mestu morali odpovedati.
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FEROELEKTRIKI

PETER GOSAR

Običajni dielektriki se šele v električnem polju polarizirajo. V kristalih

teh dielektrikov so pozitivni in negativni naboji tako razporejeni, da ni samo

prostorsko povprečje naboja, ampak tudi rezultirajoči dipolni moment kristala

enak 0. Šele pod vplivom zunanjega polja se pozitivni in negativni naboji raz-

maknejo na tak način, da dobi kristal dipolni moment. Prostorski gostoti

nastalega . dipolnega momenta pravimo polarizacija P in je, kot znano,

P — a,(e—1E, kjer je s dielektričnost snovi, E pa električna poljska jakost.

Pri teh snoveh je polarizacija premo sorazmerna E, ker je dielektričnost ne-

odvisna od poljske jakosti.

D Ba

Sl. 1. Idealna perovskitska kristalna struktura. Sliki 1 in 2 sta iz knjige A. von Hippel,

Dielectrics and Waves.

V naravi najdemo tudi kristale, ki so že sami od sebe polarizirani, tudi

če ni zunanjega električnega polja. Govorimo o spontani polarizaciji. Smer

spontane polarizacije se v takih kristalih ujema s smerjo glavne simetrijske

kristalne osi. Samo z močnim zunanjim poljem lahko smer spontane polariza-

cije obrnemo za 180?. Polje, ki je za to potrebno, je pri nekaterih kristalih,

n. pr. pri turmalinu, tako veliko, da nastopi prej preboj skozi kristal, kot da bi

se spontana polarizacija preorientirala. Pri drugih dielektrikih te vrste je pa

mogoče z zunanjim poljem obrniti smer spontane polarizacije. Tem dielektrikom

so vzdeli ime feroelektriki.

Najbolj znani feroelektriki so: Seignettova sol NaK (C,H,O,).-4 H,O v tem-

peraturnem intervalu od 255%—297' K, kalijev dihidrofosfat KH,PO, pri tempe-

raturah pod 123" K, barijev titanat BaTiO, pod 391" K ter razni drugi kristali,

ki imajo perovskitsko" in podobno ilmenitsko"" kristalno strukturo. Feroelek-

triki s perovskitsko kristalno strukturo so BaTiO,, PbTiO,, KTaO,, NaTaO,,

KNbO;, NaNbO,, NaCbO,, KCbO,. Feroelektrika z ilmenitsko kristalno struk-

turo pa sta LiTaO, in LiCbO,;,. Tudi WO, s kristalno sirukturo, ki sliči pe-

rovskitski kristalni strukturi, je feroelektrik.

Feroelektriki imajo marsikatere električne lastnosti, ki so analogne

magnetnim lastnostim feromagnetnih snovi. Od tod so tudi dobili svoje ime,

saj sicer z železom nimajo ničesar opraviti. Mi si bomo ogledali te lastnosti

na barijevem titanatu, ker je ta praktično najvažnejši feroelektrik in imajo

% po mineralu perovskitu (CaTiOs3)

"s po mineralu ilmenitu (FeTiOs)

11 
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ostali važni feroelektniki enako ali podobno kristalno strukturo. Perovskitsko

kristalno strukturo kaže sl. 1.

Če opazujemo večji kristal barijevega titanata s polarizacijskim mikro-

skopom, vidimo, da je pri sobni temperaturi razdeljen na več področij (1, 2).

Izkaže se, da so to področja spontane polarizacije v različne smeri, ki so med

seboj pravokotne. Področja spontane polarizacije ustrezajo Weissovim obsegom,

ki jih poznamo iz magnetizma. Razlika je v tem, da so tu obsegi mnogo večji,

Odstranjeno polje E—0. E < — 2000 V/cm

Sl. 2 Vpliv električnega polja na velikost posameznih obsegov pri kristalu

barijevega titanata.

reda velikosti 0,1:mm, tako da jih je prav lahko opazovati z mikroskopom.

Spontana polarizacija pri sobni temperaturi je 16.10—5 As/cm?, To je velika

vrednost, saj bi tolikšno polarizacijo v praznem prostoru dobili šele pri poljski

jakosti 2.108 V/cem. V zunanjem električnem polju se delež obsegov, orientiranih

v smer polja, povečuje na račun obsegov, orientiranih v nasprotno smer. To

nastane deloma z rastjo obsegov, ki so pravilno orientirani, deloma pa s pre-

orientacijo polarizacije celega obsega v pravilno smer. Oboje lahko lepo opazu-

jemo z mikroskopom, če je vzorec med kondenzatorskima ploščama. Glej sl. 2!

Koercitivna poljska jakost za spremembo polarizacije iz ene smeri v drugo

je reda velikosti 105 V/cm. Odvisna je od nečistoč in nepravilnosti v kristalni
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mreži. V polju nekaj tisoč voltov na em lahko torej dosežemo, da bo ves kristal

polariziran v eno smer. Po odstranitvi polja kristal običajno razpade nazaj

v področja različnih smeri polarizacije.

Na meji posameznega obsega se pojavi polarizacijski naboj s površinsko

gostoto o — P cos asin a. Tu pomeni a kot med normalo na mejno ploskev in

smerjo spontane polarizacije. Če bi ostali ti polarizacijski naboji na mejah

obsegov med seboj nekompenzirani, bi bila energija nastalih elektrostatičnih

polj zelo velika. V resnici so pa polarizacijski naboji skoraj popolnoma kom-

penzirani. Mejne ravnine med posameznimi obsegi namreč oklepajo kot pri-

bližno 45? s smerjo polarizacije na eni in drugi strani mejne ploskve. S tem je

kot x med smerjo polarizacije in normalo na mejno ploskev za oba sosednja

Sl. 3. Razpad kristala barijevega titanata na obsege. Slike 3 do 7 so iz knjige

C. Kittel, Introduction to Solid State Physics.

obsega enak 459. Polarizacijska naboja dveh sosednjih obsegov sta torej enaka,

toda nasprotnega znaka in se kompenzirata. Shematsko ponazoritev razdelitve

kristala barijevega titanata na posamezne obsege vidimo na sl. 3. Puščice kažejo

20.10s/km?
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SI. 4. Potek spontane polarizacije v kristalu barijevega titanata v odvisnosti
od temperature.

smer spontane polarizacije. Razpad kristala na obsege nastane navadno tako,

da se najprej pojavi na robu kristala ozek klin, ki je drugače polariziran kot

ostali del kristala. Mejne ploskve klina oklepajo približno kot 45?) z osjo

kristala. Velikost klina s premikanjem mejnih ravnifi hitro narašča, tako da

ostrina klina kmalu doseže nasprotno mejno ploskev kristala. Premikanje

mejnih ravnin se še nadaljuje, dokler se ne doseže primerno ravnotežje med

velikostmi posameznih obsegov. |

Spontano polarizacijo opazujemo pri temperaturah pod Curiejevo tem-

peraturo 391? K. Pri tej temperaturi polarizacijski obsegi izginejo in postane

kristal električno izotropen. Nad Curiejevo temperaturo kristalizira barijev
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titanat kubično. Pri 391% K nastopi spontana polarizacija v smeri ene izmed treh
osi kubne strukture. Jakost polarizacije je tem večja, čim dlje smo od
Curiejeve temperature in se pri 80? C že zelo približa vrednosti nasičenja (3).
Potek spontane polarizacije v odvisnosti od temperature podaja sl. 4. Pri Cu-
riejevi temperatuni se spremeni tudi kristalna struktura. Titanat preide iz
kubičnega kristalnega sestava v tetragonalni sestav z osjo v smeri spontane
polarizacije. V resnici gre le za majhno podaljšanje kristala v smeri polarizacije
ter za skrčitev v prečni smeri, kar lahko smatramo za pojav elektrostrikcije
v močnem lastnem notranjem polju (4). Kajti razmerje med dolžinama robov
osnovne celice kristalne mreže se spreminja točno sorazmerno s kvadratom
spontane polarizacije, kar jasno kaže na pojav elektrostrikcije. Razmerje med

dolžino daljšega robu c in krajšega robu a je pri 0?C 1,010 (c < 4,027 A,

a — 3,986 A).

A

4,03

N— —

O

4p2 AS

N
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,——|
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Sl. 5. Temperaturna odvisnost dolžine robov c in a osnovne celice kristalne mreže
pri barijevem titanatu.

Temperaturna odvisnost dolžin robov c in a je razvidna iz sl. 5 (5). Na tej
sliki je narisan tudi temperaturni potek dolžine robu a, osnovne celice kubne
kristalne strukture barijevega titanata za temperature nad Curiejevo točko, za
temperature pod to točko pa vidimo iz volumna osnovne celice izračunano
dolžino robu kocke, ki bi imela isti volumen. Iz teh dveh krivulj sklepamo na
nezvezno spremembo temperaturnega razteznostnega koeficienta pri Curiejevi
temperaturi. K

Če zasledujemo temperaturni potek spontane polarizacije pri barijevem
titanatu v smeri glavne osi kristala, opazimo pri 0?C znatno zmanjšanje
polarizacije. Še nadaljnje zmanjšanje polarizacije se pojavi v bližini tempera-
ture — 80% C. Tema dvema temperaturama ustrezata tudi majhni spremembi

v kristalni strukturi. Iz razmerja polarizacij nad in pod mejnima tempera-

turama lahko sklepamo, da se je pri 0) C smer polarizacije spremenila od smeri

glavne osi v smer ploskovne diagonale mejne ploskve kristala. Pri — 80)C

se pa smer polarizacije orientira vzdolž telesne diagonale kristala. Zaradi

elektrostrikcije v teh smereh slede ustrezne spremembe v kristalni strukturi.

Barijev titanat kristalizira med 0% C in —80?C ortorombsko, pod —80'C pa
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trigonalno. Iz sl. 4 je tudi razvidno, da lahko nastopi pri mejnih temperaturah

znatna zakasnitev prehoda iz enega kristalnega sestava v drugi.

Barijev titanat je predvsem zanimiv zaradi svojih dielektričnih lastnosti.

Dielektričnost je odvisna od jakosti polja, temperature, od smeri v kristalu

(če imamo opraviti z enojnim kristalom), in končno tudi od predzgodovine.

Pri močnih poljih postanejo tudi polikristalinični vzorci električno anizotropni.

Nadalje nastopijo tu histerezni pojavi čisto analogno, kot to poznamo pri
feromagnetikih. —

Najprej si oglejmo dielektričnost monokristala, ki je spontano polariziran

v smeri glavne osi c. Tu se pokaže, da zveza med vektorjema D in E ni na-
vadna skalarna, ampak tenzorska. Vektor D nima več iste smeri kot vektor E

in je zato dielektričnost tenzorska količina. Glavne osi tenzorja dielektričnosti

se ujemajo z glavnimi osmi kristala. Dielektričnost je nadalje odvisna tudi od

jakosti polja. Na sl. 6 je pokazan temperaturni potek dielektričnosti mono-

kristala barijevega titanata v smeri osi c in a. Meritve so narejene pri šibkih

poljih, kjer odvisnost od jakosti polja še ne pride do izraza. Dielektričnost s,

10-10?
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Sl. 6. Temperaturni potek dielektričnosti monokristala barijevega titanata
v smeri osi c in a.

v smeri pravokotno na smer spontane polarizacije je mnogo večja kot dielek-

tričnost e, v smeri spontane polarizacije. To se zdi na prvi pogled čudno, vendar

se nam bo pozneje razjasnilo. s, je izredno velik. Pri 0? C doseže <, okoli 6000,

nato pa z rastočo temperaturo pada proti vrednosti okoli 3500 pri 809 C; od tod

naprej pa zopet zelo hitro narašča in doseže svoj maksimum. pri Curiejevi

temperaturi T«, in sicer okoli 10 000. <, za smer osi c pa na.vsem intervalu

od 0" C pa do Curiejeve temperature raste in je pri tej temperaturi že enak z;.

Nad Curiejevo temperaturo je kristal izotropen in je torej ec — s,. Tu dielektrič-

nost s temperaturo pada po Curiejevem zakonu e < C/(T—T«. Na sl. 6 po-

novno zasledimo zakasnitev prehodov iz enega kristalnega sestava v drugi pri

mejnih temperaturah 0% C in — 80'C, če kristal segrevamo oziroma ohlajamo.

V praksi imamo običajno opraviti s polikristalinično keramiko iz bari-

jevega titanata (6). Taka keramika je na zunaj seveda električno izotropna,

ker so vse orientacije posameznih spontano polariziranih kristalčkov in obsegov

v snovi enako verjetne. Tudi pri polikristaliničnih vzorcih velja Curie-Weissov

zakon nad Curiejevo temperaturo. Pod to temperaturo do približno 65" C se

dielektričnost za šibka polja podreja podobnemu zakonu, samo da je tu kon-
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stanta C polovico manjša. Pri močnejših poljih keramika iz barijevega titanata
ni več električno izotropna. Z močnim poljem namreč dosežemo preorientacijo
spontane polarizacije. Pri takem dielektriku, ki je v močnem zunanjem polju,

je diferencialna dielektričnost IE za smer zunanjega električnega polja E
0

znatno manjša kot za smer pravokotno na polje.

Pri močnejših poljih ne narašča vektor D z rastočim, poljem E le zaradi
povečanja polarizacije v smeri polja v posameznih pravilno orientiranih obsegih
ter zmanjšanja polarizacije v nasprotno orientiranih, ampak tudi zaradi rasti
pravilno polariziranih obsegov na račun nepravilno polariziranih. Meje med
posameznimi obsegi se pod vplivom polja premikajo. Poleg tega nastopi tudi
preorientacija polarizacije v posameznih obsegih, če zunanje polje premaga
koercitivno poljsko jakost. To je čisto podobno kot pri feromagnetikih. Razlika
je le v tem, da je tu prvi delež, namreč sprememba polarizacije v posameznih
obsegih pod wplivom polja, zelo velik, česar pri feromagnetikih skoraj ni.
Zaradi nezvezne preorientacije polarizacije v močnem električnem polju zveza
med vektorjem D in poljsko jakostjo E ni enolična. Kot pri feromagnetikih

E

2000]

1500;

1000;

500;

(o)

10? 10" 10" 10? — 10"Hz

Sl. 7. Frekvenčna odvisnost dielektričnosti keramike iz barijevega titanata.

dobimo tudi tu histerezno krivuljo. V močnem izmeničnem polju se dielektrik

zaradi tega greje. Tudi pri šibkem izmeničnem električnem polju mastopijo

izgube, čeprav so na splošno majhne. Pravi vzrok za te izgube menda še ni

znan. J. C. Slater je predlagal razlago, češ da so izgube posledica zvočnega

nihanja kristalov v izmeničnem polju. Energija zvočnega valovanja, ki nastane

zaradi krčenja in širjenja kristalov v električnem polju, se deloma oddaja

v okolico, deloma pa pretvarja v toploto. Drugi zopet razlagajo, da so izgube

posledica vztrajnosti pri gibanju meja med obsegi v izmeničnem polju. Zna-

čilno je, da nad Curiejevo temperaturo padejo v čistem, materialu izgube
skoraj na nič. |

Dielektričnost barijevega titanata je pri šibkih poljih, kjer še ni histerezne

zanke, skoraj neodvisna od frekvence do 108 Hz. Potek dielektričnosti keramike

iz barijevega titanata v odvisnosti od frekvence vidimo na sl. 7.

Za prakso zelo važna lastnost barijevega titanata in sploh feroelektrikov

je njihov zelo veliki piezoelektrični efekt. Žal je odvisen zelo močno od tem-'
perature.

Za zaključek naj omenim še optično dvolomnost feroelektričnih kristalov.

%
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Podali smo glavne lastnosti feroelektrikov. Preostane nam fizikalna raz-

laga teh pojavov. Pojasniti moramo, zakaj pride pri barijevem titanatu ter

drugih dielektrikih, ki imajo isto ali podobno kristalno strukturo, do spontane

polarizacije. Perovskitska in ilmenitska kristalna struktura sta namreč prav

ugodni za nastop spontane polarizacije. Na to kaže tudi dejstvo, da je dielek-

tričnost cele vrste titanatov, ki niso feroelektrični, n. pr. magnezijevega, kalci-

jevega in stroncijevega titanata, zelo velika. Tudi dielektričnost rutila (TiO,),

katerega kristalna struktura sliči na perovskitsko, je velika (7). Nadalje bomo

odgovorili na vprašanje, zakaj je pri teh feroelektrikih dielektričnost tako

velika im v toliki meri odvisna od smeri v kristalu. Razpravljali bomo tudi

o temperaturni odvisnosti dielektričnosti, itd.

Za razumevanje teh pojavov moramo najprej pogledati, kakšen vpliv ima

električno polje na navaden dielektrik. Ker je pri titanatih vezava med po-

sameznimi atomi v kristalu v glavnem ionskega tipa, vzemimo tudi za navadni

dielektrik kak ionski kristal, n. pr. natrijev klorid NaCl. V polju se kristal

polarizira in je njegova polarizacija P enaka vsoti vseh induciranih dipolnih

momentov v enoti prostornine kristalne mreže. Če je N;število icnov i-te vrste

v enoti prostornine kristala in pi njihov inducirani dipolni moment, je torej

P — Nj; pi. Tu seštevamo po vseh vrstah ionov. Inducirani dipolni moment pi

je sorazmeren lokalnemu polju na mestu i-tega iona. Pod lokalnim poljem

razumemo tisto polje, ki ga dobimo na mestu nekega iona, če poleg zunanjega

električnega polja upoštevamo še polje, ki ga povzroče na tem mestu inducirani

dipolni momenti pi vseh ostalih ionov. Če označimo lokalno polje za i-ti ion z E;,

je pi — ai E;. Sorazmerna konstanta aj se imenuje polarizirnost iona tipa i.

Lokalno polje izračunamo iz lege posameznih ionov v kristalni mreži ter med-

sebojnih razdalj, saj je polje dipola znano (8). Jasno je, da je lokalno polje

dipolov (če ni kakih drugih komplikacij, kot bomo pozneje videli) sorazmerno

polarizaciji P. Torej je E; < E 4 lP, kjer je pri danem kristalu konstanta 2;

za vsako vrsto ionov drugačna. Ker je nadalje P — z,(e— 1)E, velja

P<e,(E—bE<ŽNaEtr X Nj ai hi P

ali

To je Clausius-Mossottijeva enačba. Faktor 2; je pri izotropni razdelitvi induci-

ranih dipolov okoli iona i in pri navadni kubični mreži enak Y«,, a; pa dobimo

iz meritev.

Polarizirnost a; sestoji iz dveh delov, iz elektronske polarizirnosti de in

ionske polanizirnosti cion. Elektronska polarizirnost izvira iz deformacije elek-

tronskega oblaka v ionu pod vplivom zunanjega polja, tako da se težišče

pozitivnih in negativnih nabojev premakne. lonska polarizirnost pa je posledica

premika iona iz mirovne lege. V ionsko polarizirnost je vštet poleg navadnega

dipolnega momenta, ki nastane zaradi premika iona kot celote, tudi delež

k dipolnemu imomentu, ki nastane zaradi deformacije elektronskega oblaka

v ionu ob premiku ioma iz mirovne lege. Če namreč v kristalu premaknemo

neki ion iz mirovne lege, dobimo'na tistem mestu dipolni moment, ki je enak

produktu iz naboja iona in premika iz mirovne lege. V resnici se nastali dipolni

moment nekoliko razlikuje od tako dobljene vrednosti, ker se ob premiku
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deformira tudi elektronski oblak iona zaradi vpliva sosednjih ionov, ki ovirajo
prost premik. Tako moramo k zgoraj izračunanemu dipolnemu momentu pri-
šteti še dodatni dipolni moment, ki je posledica deformacije elektronskega
oblaka.

| Obe vrsti polarizirnosti je :v kristalu lahko ločiti, ker je frekvenčna
odvisnost za dej druga kot za cjon. Pri frekvencah okoli 10'5 Hz, n. pr. pri elektro-
magnetnem valovanju vidne svetlobe, pride v poštev samo elektronska polari-
zirnost, ker ioni tako visokim frekvencam ne morejo slediti. Mejna frekvenca
za ionsko polarizirnost je podana z maksimalno lastno frekvenco nihanja iona
v kristalni mreži. Kot prvi približek lahko vzamemo, da je ion vezan na mirovno
lego s silo F, ki je sorazmerna odmiku iz mirovne lege. Torej F— —k.r. Naj-
višja frekvenca nihanja iona okoli mirovne lege je tedaj o - (k/m)?, če je m
masa iona. Najbolj enostaven primer nihanja kristalne mreže s to frekvenco
je elastično valovanje, ki se širi v neko smer in ima valovno dolžino 2 a, kjer
je a razdalja med dvema sosednjima atomoma kristalne mreže. Hitrosti elastič-
nega valovanja so nekaj tisoč metrov na sekundo. To da za frekvenco nihanja
ionov kristalne mreže okoli 10 Hz. To je tudi maksimalna frekvenca nihanja,
ki jo ima ion. Z zasledovanjem frekvenčne odvisnosti dielektrične konstante
torej lahko ločimo elektronsko in ionsko polarizirnost. Ti dve polarizirnosti
sta istega reda velikosti in n. pr. pri natrijevem kloridu skoraj enaki. Ionska
polarizirnost je precej natančno določena s konstanto k, ker je dipolni moment
zaradi premika iona v polju za razdaljo x enak e.x -- e?.E/k, ali a;en — e?/k.

Iz Clausius Mossottiljeve enačbe vidimo, da dobimo pri dielektriku veliko
dielektričnost v primeru, če je vsota X Nja; 2; blizu vrednosti 1. Pri natrijevem
kloridu z dielektričnostjo 5,62 je ta vsota 0,606, torej še daleč od 1. Kadar
bi dosegla ta vsota 1, bi dobili neskončno veliko dielektričnost, oziroma spon-
tano polarizacijo dielektrika. V tem primeru govorimo o dielektrični katastrofi,
ali 44/3 katastrofi, ker je v starem merskem sistemu ta vsota za navaden
kubični kristal enaka 1, če je X N; a; — (4 7/3)—1.

'Do neskončne polarizacije jasno ne pride, ker inducirani dipolni moment
pri zelo velikih notranjih poljih ni več linearno sorazmeren polju, tako. da
dobimo manjši dipolni moment, kot bi sklepali iz polarizirnosti pri šibkih
poljih. Pri dielektrični katastrofi postane notranje polje, ki ga povzroče induci-
rani dipoli, tako močno, da že samo vzdržuje polarizacijo brez prisotnosti
zunanjega polja. Kristal se spontano polarizira. Primer za to imamo ravno
pri feroelektrikih.

Oglejmo si razmere pri barijevem titanatu! V osnovni celici kristalne
mreže barijevega titanata je v centru kocke (a <— 4A) štirivalentni titanov
ion Ti?", Na ogljiščih so dvovalentni barijevi ioni Ba??. V središčih stramskih
ploskev pa leže dvovalentni kisikovi ioni O'"—. Dimenzije kristalne mreže so
v glavnem določene z dotikom, ionov Ba?" in O'— in ne z dotikom ionov T't
ter O?—, ker je štirikrat nabiti pozitivni titanov ion razmeroma majhen. Od tod
sklepamo, da ima ion Tit" v perovskitski kristalni strukturi precej prostora
za gibanje in bo zato njegova ionska polarizirnost velika.

Da poiščemo vzroke dielektrične katastrofe pri barijevem titanatu, mo-
ramo izračunati lokalna polja na mestih posameznih ionov kristalne mreže.
Zunanje polje naj ima smer enega izmed robov osnovne celice kristalne mreže.
Lokalno polje E (Ba) na mestu izbranega iona Baž?t sestoji iz zunanjega polja E
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ter polj, ki jih povzroče na tem. mestu inducirani dipolni momenti ostalih

ionov Ba??, Tit" in O?—. Jasno je, da so ta dodatna polja sorazmerna velikosti

induciranih dipolnih momentov posameznih vrst ionov in s tem njihovemu

deležu k celotni polarizaciji P. Če označimo s P (Ba), P (Ti)... delež posamez-

nih vrst ionov k polarizaciji P, je torej

E (Ba) — E - g,, P(Ba) £ g,, P(Ti) £ g,sP(0) £t ga, P(0")

in analogno

E (Ti) — E - ga, P(Ba) - g,. P (Ti) £ gaaP(O0) t aaP(0")

E(0) — E $ g,, P (Ba) £ g;a P4Ti) t gasP(O) guP(0")

EGO") < E - g, P(Baj £ g,, P4(Ti) - gaaP(O) t ga P(0")

lone O?— smo ločili v dve vrsti, v ione O' na premicah, ki gredo v smeri

polja skozi ione Ti4", ostali ioni O?— so pa O". Sorazmernostne faktorje gik

je možno razmeroma enostavno izračunati, ker so poznane razdalje in lega

posameznih ionov v kristalni mreži. Osnova za račun je polje električnega

dipola, pri tem pa še privzamemo, da se smeri induciranih dipolov ujemajo

s smerjo zunanjega polja. Če tvorijo istoimenski ioni, ki obdajajo izbrani:ion,

popolno kubično mrežo, je za tako razporeditev faktor gik enak Lorentzovemu

faktorju Ye:,. V našem primeru velja to za ione Ba"? in Ti4". Za ione O?—

pa ne več. Z računom dobimo naslednje vrednosti za faktorje gik:

di — doo — sa — ia — dm — S čo

d;s — da — (1 — 2,069). c,

das — dsa — (l—7,181).4 ac,

da, — dy — (1—3,591) .be,

za — Jus < dy — dua — (l—2,069).4 z,

da — (1—1,035).J c,

Iz teh faktorjev vidimo, da je izredno močan sklop med ioni Ti!" in O'

in je zato notranje polje na mestu teh ionov približno 8-krat močnejše, kot bi

ga dobili z običajnim Lorentzovim faktorjem 4:,. V vsoti Ž Nia; A; je faktor

A; za ione Tit" in O' mnogo večji kot za ostale ione. Ker je elektronska polari-

zirnost ionov O?— velika, ionska polarizirnost ionov Ti". pa znatna, postane

razumljivo, da bi mogla gornja vsota doseči in prekoračiti vrednost l ter bi

nastopila dielektrična katastrofa. Gornji račun za notranje polje v kristalu

barijevega titanata je napravil J. C. Slater (9). Na osnovi tako dobljenih vred-

nosti za faktorje 2; je nato J. C. Slater izračunal izlenačbe X N; a; 2; — 1, kakšna

bi morala biti ionska polarizirnost iona Ti?" za nastop dielektrične katastrofe

pri predpostavki, da imajo ostali ioni samo elektronsko polirizirnost, njihova

ionska polarizirnost pa je 0. Ker je elektronska polarizirnost ionov O?—, Bt?,

Ti!" znana, dobimo s takim računom za potrebno ionsko polarizirnost iona

Ti4" vrednost 1,06.10—4 Asm? V—!, Ta vrednost pade v običajni velikostni red

polarizirnosti ionov. S tem je vzrok za nastop dielektrične katastrofe razjasnjen.
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Resnična ionska polarizirnost iona Tit" je v resnici manjša, ker moramo

računati s tem, da imajo tudi ostali ioni upoštevanja vredno ionsko polarizirnost.

Tu je potrebno poudariti tudi precejšnji vpliv ionov Ba?" na notranje

polje pri ionih O' ter na nastop dielektrične katastrofe (10). Ioni Ba?" znatno

zmanjšujejo notranje polje pri ionih O', kot je to razvidno iz vrednosti koefi-

cienta g,s,;in s tem tudi inducirani dipolni moment ionov O'. To seveda ovira

nastop spontane polarizacije. Nadalje pa ioni Ba?" v veliki meri odločujejo

o ionski polarizirnosti ionov O'. Čim močnejša je vez med ioni Ba?f in O', tem

manjša je gibljivost ionov O' in s tem tudi njihova ionska polarizirnost.

Vpliv te vezi na feroelektrične lastnosti lepo vidimo, če primerjamo različne

titanate. Vez med ionom na mestu iona Ba?" v perovskitski kristalni strukturi

in ionom O' pri različnih titanatih je podobna vezi pri ustreznem oksidu, n. pr.

barijevem oksidu BaO, ker so medatomske razdalje skoraj iste v obeh primerih.

Čim močnejša je ta vez, tem manj verjetno jje, da je tisti titanat feroelektrik.
Kot mero za moč vezi lahko vzamemo temperaturo tališča. Pri svinčevem

vksidu PbO je tališče (888' C) najnižje, zato je svinčev titanat PbTiO, fero-

elektrik s precej visoko Curiejevo temperaturo (490? C). Barijev oksid BaO

ima že višje tališče (1923? C) in je zato Curiejeva temperatura nižja (118? C).

eri stroncijevem oksidu je vez še močnejša (tališče 2430' C). Temperaturni

potek dielektričnosti stroncijevega titanata SrTiO, je takšen, kot da bi imel

Curiejevo temperaturo pod absolutno ničlo. Stroncijev titanat ni več fero-

elektrik. Nadaljnja titanata, kalcijev CaTiO, in magnezijev MgTiO,, sta že zelo

daleč od tega, da bi bila feroelektrika. (Temperaturi tališča kalcijevega oksida

CaO in magnezijevega oksida MgO sta 2572? C, oziroma 2500?—2800' C.)

Velikost dielektničnosti pri feroelektrikih si najlaže razložimo s Clausius-
Mossottijevo enačbo, čeprav tu ne drži več točno. Dielektričnost je tako velika,

ker je vsota X N; a; 4; blizu 1.

Kristal se zaradi notranje elektrostrikcije raztegne v smeri polarizacije,

v pravokotni smeri se pa skrči. Zato je medsebojni vpliv od zunanjega polja

induciranih dipolov v smeri polarizacije manjši kot v pravokotni smeri. Torej

je dielektričnost v prvem primeru manjša kot v drugem. S tem smo razložili

električno anizotropnost kristala. To je tudi vzrok za optično dvolomnost.

Temperaturni potek dielektričnosti nad Curiejevo temperaturo lahko izra-

čunamo iz Clausius-Mossottijeve enačbe. Pri iCuriejevi temperaturi je

X N;a; his: 1. Če temperaturo povišujemo, se ta izraz manjša, ker se zaradi
raztezanja kristalne mreže gostota ionov N; manjša in ker se tudi ionska

polarizirnost z raztezanjem kristala spreminja. Za razlago hitrega pojemanja

dielektričnosti z rastočo temperaturo se zdi, da je treba privzeti, da ionska

polarizirnost ionov Ti?" in O?— z rastočo medsebojno razdaljo pada. To si

razlagamo na ta način, da vezi v kristalu z raztezanjem ikristala izgubljajo

ionski značaj in postajajo vedno bolj kovalentne. Elektroni, ki sodelujejo pri

kovalentni vezavi, pripadajo v časovnem povprečju enako obema atomoma

vezi in s tem, zmanjšujejo ionski naboj ionov kristalne mreže. S tem se pa

seveda zmanjšuje njihova ionska polarizirnost. Ob prvem približku smemo

pisati, da je nad Curiejevo temperaturo X Ni aj; <1—k(T—T), kjer je k

konstanta. Če to vstavimo v Clausius-Mossottijevo enačbo, vidimo, da je v okolici
Curiejeve temperature T, dielektričnost podana z izrazom s—1 -: e —- C/ (T—TS.

Konstanta C je reda velikosti 105. S podobno izpeljavo dobimo analogen

zakon za temperaturni potek dielektričnosti pod temperaturo T«. Tam dobimo

e -< C/2 (T, —T). Od tod vidimo, da imajo feroelektriki pod Curiejevo tempera-
turo pozitiven temperaturni koeficient, nad to temperaturo pa negativen.
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Obratni spiezoelektrični efekt in s tem, tudi piezoelektrični efekt si

razlagamo pri feroelektrikih kot spremembo notranje elektrostrikcijev zunanjem

električnem polju. Elektrostrikcija je, kot vemo, sorazmerna kvadratu polja,

v našem primeru motranjega polja ali, kar je ekvivalentno, kvadratu polari-
zacije P. Razteg robu c v osnovni celici kristalne mreže je torej 4 c — KP",

kjer je K sorazmernostna konstanta. Ta razteg je pri barijevem titanatu pri-

bližno 1/100 dolžine. Za toliko je dolžina robu c daljša od dolžine robu a.

V zunanjem polju se kristal še bolj raztegne. Dodatni razteg je d(4c) —

-— 2 KPAP, kjer je povečanje polarizacije dP — c,c E. Torej d(4c)-<2 KPec,E —

— konst. E. Ta efekt je, kot vidimo, premo sorazmeren poljski jakosti kot pri

običajnem piezoelektričnem efektu. Sorazmernostna konstanta je precej večja

kot pri kremenjaku. Konstanta je tako velika zaradi velike spontane polariza-

cije P in dielektričnosti s. Vzrok temperaturni odvisnosti tega piezoelektrič-

nega efekta najdemo v temperaturni odvisnosti ein P.
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POPRAVEK

Pri odgovoru na vprašanje o centrifugalni verižnici v letošnji prvil številki

sta v tekstu pod sliko 2 (str. 46) zamenjani obe krivulji. V resnici je črtkana

krivulja sinusna, polna krivulja za predstavlja funkcijo sinus amplitudinis.
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NOVICE

OMEGATRON

lone z različnim, specifičnim nabojem (e/m) lahko ločimo tako, da pošljemo
ionski curek skozi primerno kombinacijo stalnega električnega in magnetnega
polja. Po tem načinu delujejo: Mattauch-Herzogov masni spektrograf, Nierov
masni spektrometer, trohotron in podobne naprave. Drugi način pa je, da
z visokofrekvenčnimi električnimi polji sortiramo monoenergijske ione po nji-
hovi hitrosti (Bennettov radiofrekvenčni masni spektrometer).

S tema dvema načinoma pa nikakor niso še izčrpane vse možnosti. Tudi
ciklotron se da uporabiti kot masni spektrometer. Ima namreč to lastnost, da
prižene do tarče samo tiste ione, katerih specifični naboj je primeren za dano
magnetno poljsko gostoto in dano pospeševalno frekvenco. Leta 1939 sta Alvarez
in Cornog s 60 palčnim kalifornijskim ciklotronom odkrila lahki izotop helija
(He?) in določila, da je njegova izotopska koncentracija v podzemeljskem heliju
manjša kot 10—"9%. Za masno spektrometrijo je seveda čisto nepotrebno, da bi
delec s ciklotronom pospeševali do visokih energij. Zato so posebej za ta namen
zgradili nekakšen miniaturni in nekoliko modificirani ciklotron, tako imenovani
omegatron (1949, Hipple, Sommer, Thomas). Največji premer poti je tu
samo 2 cm.

Delovanje ciklotrona in omegatrona je zasnovano na magnetnem resonanč-
nem principu. Mislimo si, da se nabiti delec z maso m in nabojem e giblje
v homogenem magnetnem polju s hitrostjo v pravokotno na magnetno polje.
Pri tem opiše delec krožnico s polmerom r. Newtonov zakon pove za ta primer:
Bev -— mv'/r. Sledi: w — v/r — (e/m)B. Če to še delimo z 2, dobimo tako
imenovano ciklotronsko frekvenco, ki je določena z magnetno poljsko gostoto B
in specifičnim nabojem delca. Ta frekvenca je konstantna in neodvisna od
hitrosti delca, torej od radija poti, seveda pri pogoju, da so poljska gostota,
naboj in masa konstantni. Iz navedene enačbe še sledi, da je radij krožnice
sorazmeren hitrosti. Končno sledi za masno spektrometrijo najvažnejši za-
ključek: Razmerje e/m merimo lahko tako, da izmerimo frekvenco kroženja
v znanem magnetnem polju.

Pri ciklotronu sta med poloma elektromagneta v vakuumski komori na-
meščeni dve votli elektrodi z obliko črke D, kot kaže slika 1. Ti dve elektrodi
sestavljata kondenzator resonančnega kroga močnega visokofrekvenčnega se-
neratorja. Ionski izvor, ki daje protone, devterone ali druge delce, je nameščen
na sredi med obema elektrodama. Protone, ki pridejo iz tega izvora ob
trenutku, ko je električno polje obrnjeno v eno smer, potegne polje v tisto
stran. Pri tem prejmejo energijo eU, če je U napetost, ki jo ioni prepotujejo.
Znotraj elektrod ni električnega polja; zato gre delec dalje z nespremenjeno
hitrostjo po polkrogu. Če je frekvenca generatorja enaka ciklotronski frekvenci
delca, se je v času T/2 polje med elektrodama obrnilo in je delec potem ponovno
pospešen. Dalje sledijo prehodi delca preko medelektrodnega prostora vedno
pri taki smeri električnega polja, da delec venomer prejema energijo in se
potem giblje znotraj elektrod po polkrogih z vedno večjim radijem vse dotlej,
dokler jih posebna elektroda na robu vakuumske komore ne izvleče iz magnet-
nega polja.

Omegatron je enostavnejši. Votli elektrodi ciklotrona zamenjata dve
paralelni plošči, na kateri je pritisnjena: visokofrekvenčna napetost. Delec je
sedaj ves čas v homogenem električnem in v homogenem magnetnem polju.
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Poti delcev, katerih ciklotronska frekvenca se ujema s frekvenco električnega

polja, so Arhimedove spirale. Delec tedaj ves čas prejema energijo od elektnič-

nega polja. V tem je bistveni razloček med ciklotronom in omegatronom.

V ciklotronu se ne pospešujejo samo delci, katerih masa ustreza zgoraj navede-

nemu pogoju, ampak tudi tako imenovane višje harmonične mase, to je delci

s trikratno, petkratno, sedemkratno ... maso. Ciklotronska frekvenca teh delcev

je enaka tretjini, petini, sedmini... frekvence pospeševalne napetosti. Delec

preživi 3, 5 ali 7... polovičnih nihajnih časov v votlini, kjer ni električnega

polja. To mu nič ne škoduje, ker pride v polje vedno spet o pravem času, ko je

polje tako obrnjeno, da ga pospeši. Pri omegatronu je drugače. Omegatron

ne more pospeševati višjih harmoničnih mas, ker je delec v njem ves čas

v homogenem električnem polju, ki niha sinusno.

KURJAVA VISOKOFREKVENČNI
NJ PLOŠČI

ELEKTRODI 0
Lj UI

—- ENOSMERNI
OJAČEVALNIK

Sl. 1. Poti delcev v Sl. 2. Poenostavljena slika omegatrona. Magnetno

ciklotronu. . polje ima smer od desne proti levi. Slika je vzeta

iz članka (3) (J. Appl. Phys.).

Slika 2 kaže princip omegatrona. Levo je elektronska brizgalka (kakor pri

katodni cevi), ki vbnizgava elektrone v smeri magnetnega polja B. Elektroni

s trki ionizirajo plin, ki je v omegatronu. Izmenično električno polje v omega-

tronu je homogenizirano s serijo obrobnih elektrod. Na spodnji plošči je od-

prtina za sprejemno elektrodo, tako imenovani kolektor. Tok ionov, ki prihajajo

na kolektor, merimo z enosmernim ojačevalnikom.

Gibanje iona v omegatronu je določeno z naslednjima enačbama:

mi — eE cos ot t eBy in mij — —eBit,

pri čemer ima električna poljska jakost (E cos vw t) smer osi x, magnetna poljska

gostota B pa smer osi z. Zanima nas resonančni: primer, ko se frekvenca gene-

ratorja ujema s ciklotronsko frekvenco, tako da je v — (e/m)B. Z vpeljavo

kompleksne spremenljivke z — x - iy ter količine a — (e/m)E se enačbi združita

v eno samo nl unih
u tiou <acosot.

Splošno rešitev te enačbe ni težko dobiti:"

u — A t Bečiot 4 i(a/2 0) teči:t — (a/4 v") etist,

Konstanti A in B določimo iz začetnih pogojev.

4 Glej I. Vidav: Višja matematika II, str. 345, zgled 2.
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Za ion, ki je v času t — 0 (torej v času največje poljske jakosti) v izhodi-
šču (u, — 0) in katerega začetna hitrost je nič (u, — 0), dobimo na primer:

vu — (ia/2 0) te—iet — (i a/2 co?) sin o t.

Prvi člen opisuje neko »kroženje«, pri katerem, raste radij sorazmerno
s časom (torej tudi sorazmerno s številom obhodov). To pa je v resnici gibanje
po Arhimedovi spirali. Drugi člen opisuje dodatno sinusno nihanje v smeri
električnega polja. Ker amplituda tega nihanja ne raste, ga že po nekaj obhodih
lahko zanemarimo v primeru s prvim gibanjem. Kadar pride ion iz izhodišča
v nekem drugem trenutku in če njegova začetna hitrost ni enaka nič, je rezultat

Y

p'

šk

z
vw

Š

me L 1 L L l Hi v 1 1 l >M

ie poi miki tna
SI, 2a. Omegatron, zgrajen Sl. 3. Dublet H2>—D, posnet z omegatronom. Pri tem
na Inštitutu Jožef Stefan dubletu je Am (15,45 £ 0,08)-107' masnih enot.

v Ljubljani. Isti dublet sta merila z masnim spektrometrom z
dvojno fokusacijo Roberts in Nier in dobila
4m < (15,49'£ 0,06).107' M. EH. Slika je vzeta iz

članka (1) (Phys. Rev.).

nekoliko bolj zapleten. Zaradi začetne hitrosti pride zraven še en člen, ki bi
sam zase predstavljal kroženje po stalnem krogu. Radij tega kroga je majhen,
če začetna hitrost ni prevelika.

Kadar se frekvenca, s katero niha električna poljska jakost, ne ujema
natančno s ciklotronsko frekvenco iona, gibanje ni več takšno kot v resonanci.
Nekaj časa gre ion približno po spirali, potem pa pade iz resonance. Energija
in z njo radij poti zato ne moreta zrasti preko neke meje. Če je ta meja
premajhna, ion ne pride do kolektonja in ga zato ne zaznamo. To se da vse
izračunati in tako končno ugotovimo, kako ostra je resonanca in od česa je
ostrina resonance odvisna.

Ostrino resonance opišemo z relativno širino resonančne konice, to je
s kvocientom 24(w/w. Diferenca Aw/2x pove, za koliko najmanj se mora
frekvenca električnega polja razlikovati od ciklotronske frekvence ionov, da
ravno noben iom ne pride več do kolektorja. Recipročna relativna ostrina re-
sonance, to je kvocient R — 0/2 A v predstavlja ločljivost omegatrona. Račun
pokaže, da je

R — r w?/2 a — reB?/2 Em.
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Pri tem je r razdalja kolektorja od ionskega izvira. Če je t čas, ki ga potrebuje

ion do kolektorja, in je N celotno število obhodov, velja o t — 2N x. Iz izraza

za Arhimedovo spiralo dobimo, da je r < |u(t)| — at/2 0. Potem pa sledi:

N — o?r/aa— 2R/a.

Povprečna dolžina posameznega obhoda je 45(0 - 24xr) — zar. Celotna dolžina

poti resonančnega iona je torej

L<Nar<—2hkr.

Zadnji podatki povedo marsikaj, kar je važno za konstrukcijo: omegatrona

kot tudi za merjenje z njim. Ločljivost raste s kvadratom magnetne poljske

gostote, je obratno sorazmerna masi iona in električni poljski jakosti. To po-

meni, da je za ločljivost ugodnejše, če je pot ionov daljša. Zato pa so potem

zahteve po dobrem vakuumu strožje.

Masne spektre lahko snemamo na dva načina: s spreminj anjem frekvence

električnega polja ali pa s spreminjanjem magnetne poljske gostote. Navadno

se uporablja zadnji način. Pri dosedanjih izvedbah običajno uporabljajo: mag-

netno poljsko gostoto 0,5 Vs/m? ter efektivno visokofrekvenčno napetost 0,05 V.

Vakuum je okrog 5.10—'imm Hg. Dosežena je bila ločljivost 30 000, kar se lepo

vidi iz slike dubleta H,— D (sl. 3). Razen za natančno merjenje mas se v zad-

njem času uporablja omegatron tudi za merjenje tesnosti v tehniki visokega

vakuuma, v kemiji pa ga rabijo za analizo zmesi ogljikovodikov.
| Janez Dekleva
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MAGNETNI OHLAJEVALNI STROJ

Za vzdrževanje nizkih temperatur uporabljamo kopeli tekočega helija,

kjer s hitrim črpanjem helijevih par pridemo približno do 1? K. Dosti niže na

ta način ni mogoče priti, ker postane parni tlak helija pri nižjih temperaturah

tako majhen, da je izhlapevanje prepočasno.

Zato so prišli na misel, da bi za vzdrževanje zelo nizkih temperatur upo-

rabili adiabatno razmagnetenje (1). Z enkratnim adiabatnim. razmagnetenjem

lahko snov močno ohladimo. Ne moremo pa dosežene nizke temperature stalno

vzdrževati, ker se zaradi toplotnega vpliva okolice snov zopet segreje. Za stalno

vzdrževanje temperatur dosti pod 1% K potrebujemo ohlajevalni stroj, ki ponav-

lja neko magnetno krožno spremembo (2). Shemo takega stroja kaže slika 1.

Idealizirana krožna sprememba tega stroja je analogna kot pri Carnotovem

stroju in obsega naslednje štiri faze (sl. 2): '

a) Paramagnetno snov izotermno namagnetimo poe poti 1—2. Oddamo

toploto odvajamo preko odprtega stikala S, v rezervoar T,. Stikalo S, je tedaj

zaprto.

175


