~—
—
—
~
N
N
=
R 3
~
Ny
\ A
Ny
N,
N
N
N
\\\
N\
N
N
W\

\

N\
\\\\
W\

’o,ul\
'.I‘\

s n,
2L\
4

/f :
| / ’y?
e / \\‘\-.\\\\
‘ /¢ g ,%0,°
“m‘“““m:‘\‘@.\\.:“..sﬂﬂ
wm.o 0000000¢000®
T XX KRKKARARAN

@00“‘\\\

’0@0

¢

o

&

° :
‘g'ﬁég"'ﬁ

% LJUBLJANA

® s,
"...
@

.'.G.

2@
'&

"?'Q

/14

)

AN

44

11

i

¢
ve¥og o QQQQQ:'
I““AOA‘AihQ-Q.é

%
W



VSEBINA

Clanl\(i: .

Relaksacijske metode pri numeri¢nem obravnavanju linearnih

enacb. Diferencialne enacbe (A. KuhelJ) 7 A N A I £

O prastevilih (I. Vidav) , . S e AR [

Jedro (E. Fermi, prev. S. Detom) B TN DTS |

Magnetni spineli (B. Zega) D R AL L S 7
Novice: :

Pravilni sedemnajsterokotnik (N. Pn]atelj) ot tw S w2198

Pozitronij (S. Kandare) 3 T R A i |

Negativni pritisk v tekoc¢inah (M R1bar1c) B T 1.
Novi instrumenti:

Pisalni instrument za diagrame X-Y (D. Jamnik) . . . . 187
VpraSanja . . . . . . . . i . . . . . . 188
Poskusi: )

Termodifuzija (I. Kuscer in D. Leskovsek) . - ¢ . 189

Pripomba k ¢lanku o modelu katodne cevi (M. Vakselj) . v - 192
Iz naSih Sol:

Nekaj misli o tehniki predavanja (Br) . . . . . . 196

Influen¢ni stroj (A. M) . v el w "y e, ¥. . 198

Uc¢ni nacrt oddelka za fiziko na TVS P I 198

Delo v predmetnem aktivu matematikov in lelkOV v L]ubljam

. Vvletu 1951-52 (M. Klop¢iceva) . i Taeas o« 200

Ob stoletnici ljubljanske realke (S Breskvar) o s 201

Ob¢ni zbor Drustva matematikov in f1z1kov (N. Benkov1c) . 203
Nove knjige TR - e D o S L N SR
Odgovort' o' T Sl sl BE L S Tl s Wt w s ow e g 208

Iz uprave

> V letu 1953 bo imel Obzornik 6 Stevilk po 32 strani. Naro¢nina bo
250 din. Bralce prosimo, da nam ostanejo zvesti in da pridobe Se kakega
novega naro¢nika. Potrudili se bomo, da bo revua 1zha]a1a redne]e, na-
ro¢niki pa naj &imprej poravnajo zaostalo naro¢nino in narocnino za
‘1. 1953, da ne bo nepotrebnih stroskov zaradi opominjanja. Kdor Zeli po-
‘ravnatl naro¢nino v dveh obrokih, mora placati 20.— din ve¢ za bancne
‘strogke. — V 1. 1951 so izéle 4 3tevilke, v 1. 1952 pa 5 $tevilk. Na zalogi
imamo 2., 3., 4. stev. I."letnika za 120 din in vse Stevilke II. letnika za
250 din. Naroéajte s pla¢ilom po &ek. poloZnici na Dru§tvo matematikov
. vin fizjkov LRS, Ljubljana, &ek. ra¢. st. 604-T-207 ali pa na Drustvo mate-
matikov in fizikov LRS, Ljubljana, p. p. 253.
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:,Eg’l‘g 1; Obzoenile za matematilko in ﬁz{.kﬂ ?T )51‘1,1945;

RELAKSACIJSKE METODE PRI NUMERICNEM OBRAVNA-
VAN]JU LINEARNIH ENACB. DIFERENCIALNE ENACBE

A. Kuhelj

1. Splo3no. Relaksacijske metode, ki so se kot posebno preprosta-
vrsta iteracijskega postopka najprej uveljavile pri numeri¢nem obravna-
vanju linearnih algebrai¢nih enacb (glej prvi del tega sestavka v Obzor-
niku za mat. in fiziko I/4, str. 121—132), so razmeroma hitro osvojile tudi
nekatera druga podro¢ja numeri¢nega raunanja; prav posebno pa so se
s primernimi izpopolnitvami obnesle pri robnih problemih navadnih in
parcialnih diferencialnih enacb in pri dolo¢anju lastnih vrednosti in lastnih
funkcij. V naslednjem si ho¢emo ogledati v glavnih potezah potek nekaj
takih ra¢unov in jih pojasniti s preprostim primerom, ki je klasi¢nim
metodam le tezko dostopen. Pri tem bomo vzeli, da je relaksacijsko
obravnavanje algebrai¢nih enatb v glavnem znano; toda ker gre pri
vecini diferencialnih ena¢b samo za najbolj preproste sisteme, ni po-
znavanje prvega dela tega sestavka niti neobhodno potrebno. Zato bomo
tudi oStevilcenje enach, slik in tabel tega dela izvedli brez ozira na
omenjeni ¢lanek.

Pri relaksacijskem reSevanju diferencialnih enac¢bh nas zanimajo
vrednosti funkcije samo v dolo¢enih posameznih tockah, ki tvorijo pri
eni neodvisni spremenljivki ekvidistantne tocke na §tevilski premici, pri
dveh neodvisnih spremenljivkah pa pravilno ravninsko mrezo. Pri prehodu
k trem neodvisnim spremenljivkam i§¢emo seveda funkcijske vrednosti
v tockah pravilne prostorske mreze, ki pa jih je zelo tezko razmestiti
Vv ravnini papirja v tako ugodni obliki, da bi S§lo tudi tu raunanje tako
preprosto od rok kakor v prejsnjih primerih. Zato so se zaceli baviti
z uporabo relaksacijskih metod pri diferencialnih enacbah s tremi ne-
odvisnimi spremenljivkami razmeroma pozno (lit. 5) in se v naSem kratkem
¢lanku ne moremo podrobneje ukvarjati z njimi. .

2. Diferenc¢ni izrazi za odvode. Relaksacijsko obravnavanje diferen-
cialnih enac¢b spada torej med diferentne metode, kjer nadomestimo
odvode funkcij z diferencami. Pri funkcijah ene neodvisne spremen-
ljivke pridemo do wuporabnih izrazov za odvode, n. pr. iz Newton-
Stirlingove interpolacijske formule (gl. n. pr. njeno izvajanje v znanem
Whittaker-Robinsonovem delu, lit. 9, str. 33—34 in 39).

() ... £(x) = f(x + uaf=1, + uéio—l—% 8 1, + ”(L;-—” 8 f, +

L Gl V IR C it | [ i 9
!

ut (@ —1) (" —4)

= it e e
6! -
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v kateri so 6™ f, centralne diference n-tega reda pri sodih n, medtem ko
pomeni ta znak pri lihih n aritmeti¢no sredino centralnih diferenc nad in
pod nié. Najhitreje pregledamo pomen diferenc iz naslednje znane sheme,
kjer so v prvem stolpcu vpisane vrednosti- neodvisne spremenljivke
X, =X,—20q Xy = Xo— 0, Xo, X; = X, + a... v drugem ustrezne vred-
nosti funkcije, v tretjem prve centralne diference itd.

X g [

)

@ ... x I, 6fj=i——f 8f, =0f,—01i, 63ij1»a4f0...
xi f B B =8y —0
P L e :

¢e Se dodamo, da je 622~ f, = 3 (6%2—1 f., + 22— f,). Pri pozneje na-
vedenih konénih izrazih za odvode (gl. enacbe 3) moramo seveda vse
diference nadomestiti z ustreznimi funkcijskimi vrednostmi, ker za te
nam navsezadnje gre.
V ‘enatbi (1) smo nadomestili neodvisno spremenljivko x z vsoto
%, + ua, kjer sta x, in a konstanti. Odvod funkcije f po x dobimo torej
s tem, da pomnozimo odvod f po u $e z odvodom u po X, t. j.z 1/a, ker je
e
a

Ce to napravimo z izrazom (1) in vzamemo nato u =0, dobimo za za-
poredne odvode funkcije f po x v tocki X, naslednje enacbe (gl. Whit-
taker-Robinson, slovstvo 9, str. 60)

| - 1
af’(xo)séio—-—égéafo-l— Lo L osp ot = 8 fp—...

30 140 630
1 1 1 1
2 () = 0% fo — = Ot Byt — 8% fg— —— 8 fy + —— 8 f—. ..
a’*f” (%) °"12°7° .90 *. 560 - 3150 ’
() = 8 o — & F S fy o § , + .
T T T 190 0 3024 °
a*f1V (x,) = 6* f s Lo sog
o 6 240 - ° 7560
1 13
ast(xo)_—_—_ésfo——-g(s'rlfQ'*‘»magfo-;...
(levI(Xo) =56f0— l 0° fo +E 61’0£0__—' e
4 240
p il 5
a7.fVII(X()) = 67 IO —_— E 69 fo+ ..
1

QT = 8 fy— 2 8 ho ..

Pri funkcijah dveh spremenljivk si moramo totke mreze, v katerih
is¢emo funkcijske vrednosti, izbrati tako, da imajo vse enakovredno lego.
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Ce torej zvezemo vsako totko imreze z najbliZnjimi to¢kami okoli nje in
oznaCimo z N Stevilo zveznic, ki izhajajo iz .ene toc¢ke, mora biti kot med
dvema sosednjima zveznicama dan z enac¢bo a = 2z/N. Ce pa na drugi
strani ozna¢imo s k Stevilo stranic pravilnih mnogokotnikov, ki jih tvo-
rijo vse take zveznice, dobimo znano enatbo k * (m—a) = 2xn.* Z elimi-
nacijo kota a iz obeh enac¢b dobimo zvezo med k in'N
e
1 + 1 1

N &k 2
in zato pridejo teoreti¢no v postev naslednji liki

N =3, k=06 (Sesterokotniki)
N =4, k=4 (kvadrati)
¢ N =26, k=3 (trikotniki).

Ker pa moramo navadno zaceti pri relaksacijski metodi z zelo grobimi
mrezami, naletimo pri prehodu k finejsi razdelitvi na teZave, e si iz-
beremo za izhodi$ce Sesterokotni$ko mrezo; zato pride v praksi v poStev
samo kvadratna in trikotna mrezZa, to je: funkcijske vrednosti bomo iskali
samo v tockah, ki tvorijo v ravnini kvadrate ali pa enakostrani¢ne tri-
kotnike. Katera od obeh variant pride v danem primeru najbolj v postev,
je odvisno v veliki meri od oblike obmo¢ja. Ce so dane vrednosti
funkcije, njeni odvodi ali kaj podobnega na obodu takega obmoc¢ja, da
pade veliko tolk trikotne mreze na obod ali v njegovo blizino, tedaj
bomo izbrali trikotno mrezo, v vseh drugih primerih pa delamo raje
s kvadratno mrezo, ki je v nekem smislu najbolj preprosta.

a) Nadomestitev Laplaceovega izraza z diferencami. Pri kvadratni
mrezi dobimo aproksiracije za parcialne odvode in njihove kombinacije
na zelo preprost nadin s tem,
da nadomestimo odvode po eni y
ali drugi neodvisni spremen- I
ljivki * z- diferencami vzdolZz
ustreznih toCk nase mreZze. Ker
zenemo gostoto mreze ved- : =
no tako dale¢, da postanejo
visje diference zelo majhne, se,
zadovoljimo pri nadomestitvi
odvodov z diferencami wvedno
kar s prvo aproksimacijo in do-
bimo n. pr. za drugi odvod
P*f[ax® v to€ki x, (sl. 1)

1
a® \ x>
— fl—“ fo— (fo_—"ia) = f;+f3_ 21,

™~
>

S
v
Q
<
<

)on By =8} —d1y =

[Totke v okolici x, smo sedaj
zaradi ravninske mreZe oznadcili SL.1. Ravninska mre?a totk.

.. ¥ Ce bi zveznice ne tvorile pravilnih likov, bi dobili pri poznejii prevedbi
dxferepcmlmh_ enatb v diferenéne za razne toke mreze drugacne algebraitne enacbe.
kar bi numeri¢no radunanje znatno zamotalo.
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drugace kakor v tabeli (2); prejSnjo tocko —1 smo tu oznacili s 3 in
namesto f, smo zato zapisali f;; vse ostale oznatbe v zadnji enacbi pa
ustrezajo popolnoma shemi (2)]. Za Laplaceov izraz v to¢ki x, dobimo
torej v prvi aproksimaciji diferenco®

, il B A |
... @;+ggr4un~;m+n+n+u~4m
ali tudi
: a1
... (Mn~§[ﬁ§m~n]

¢e pomeni N §tevilo ¢rt, ki izhajajo iz wsake tocke mreZe (v naSem pri-
meru je N=4), in Ce je

(2] e E)=f+L+h+1

vsota vseh vrednosti funkcije v tistih toc¢kah mreZze, ki so najblize tocki
Xo, Vo (Vv nasem primeru — sl. 1 — so to to¢ke 1, 2, 3 in 4). Enacbi (4)
oz. (4') nista seveda popolnoma to¢ni, toda izraz na desni se od pravilne
vrednosti Laplaceovega izraza razlikuje le za clene, ki so sorazmerni
Cetrtim in vigjim diferencam funkcijskih vrednosti.

Enacbo (4") smemo uporabiti kot aproksimacijo za vrednost Laplaceo-
vega izraza tudi v primeru, da nadomestimo kvadratno mreZo tock s tri-
kotno ali Sesterokotno. Ce namre¢ vzamemo neznano funkcijo v obliki
polinoma Kartezijevih koordinat, jo smemo po prehodu k ravninskim
polarnim koordinatam

x=r(;os¢, y=rsing
pisati v obliki

®)... f=A, () + 'El[An(r)cos ne + B,(r) sin ¢]
n=

kjer so koeficienti Ay(r), Aq(r) in B,(r) polinomi koordinate r, ki ne vse-
bujejo niZjih potenc kakor r® (Dokaz poteka zelo preprosto: z uvedbo
polarnih koordinat preide vsak ¢len awx*y' v obliko au r**1'cos ¥ ¢sin lg.
Potence cos ¢ in sin ¢ pa se dajo z obrazci, ki sledijo iz uporabe binom-
skega izreka na obe znani enatbi cosp=1% (el 4. e %) in sing=
= % (€'Y — e7%), izraziti z linearnimi izrazi, v katerih se pojavijo cosinusi
in sinusi mnogokratnikov kota ¢ do k¢ oz. do'Il¢. Na ta nacin nastanejo
iz zgoraj navedenih produktov ¢&leni, ki vsebujejo poleg faktorja a*! -rk*1
e sinuse in cosinuse mnogokratnikov kota ¢ do najve¢ (k+I)¢; Ce zdru-
7imo vse Clene z istim faktorjem cos n @ oz. sinn ¢, bomo' dobili o¢itno
v njih samo n-to in vi§je potence od r. Pogled na obliko izrazov za cosk @
in sin! ¢ (gl. n. pr. I. Vidav, Vis§ja matematika I, str. 456) nas dalje pouci,
- da so eksponenti potenc r v ¢lenih A,(r) in By(r) vsi soda ali pa vsi liha
Stevila.) -

Za vsoto vrednosti funkcije f v N med seboj enako oddaljenih tockah
kroga z radijem a okrog tocke r = 0 sledi iz (6) najprej izraz

* Indeks o za oklepajem pomeni, da moramo vzeti za izraz v oklepaju tisto
vrednost, ki jo zavzame v tocki x = xo0, y = yo.
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-4 JR E(I) = N"A,la) + Z_':{[An(a) cos nd -+ By(a)sin nal-

‘[1 4+ cosnf + cos2nf + ...+ cos (N—1) ng]l+
+ [—Au(a) sin na + By(a) cos nal *[sin nf +
~+sin2nf + ...+ sin (N—1) nf]}

kjer pomeni a polarno koordinato prve tocke na krogu f=2a|N pa kot
med radljema k dvema sosednjima tockama naSe mreZe. Za vsoti v dru-
gem in Cetrtem oglatem oklepaju pa veljata znani formuli
sin % cos Al —21) np
S;=1+ cosnf+ cos2nb+ ...+ cos (N—1) n8= =
" sin p
2

in
sin Nng sin (N—1) np
—=sinnf +sin2nf + ... +sin (N—1) nf= 2 e
| sin 4

ki jih dobimo, ¢e najprej pomnozimo obe strani gornjih enacb s sin %
in razvijemo nastale produkte v vsote oz. razlike goniometri¢nih funkcij
mnogokratnikov zgornjih kotov. Toda vsoti S, in S, sta veinoma ni¢,
ker je N6=N'2xn/[N=2 = in je zato en faktor v Stevcu ni¢. Samo tedaj,
kadar je tudi imenovalec ni¢, ali kadar je nfj2=jz (j=1, 2, ...), moramo
dolo¢iti vrednosti vsot po 'Hospitalovem pravilu in dobimo z okraj$avo
x=npfl2
sin Nx'cos (N — 1)x

S, = lim ST —
X—jn sin X
_Jim N cos Nx cos (N —1) x— (N —1) sin Nx'sin (N — 1)x
X—>j7T COs X
__ Ncos Njrcos (N—1)jn

=N
Cos jm

medtem ko je S, tudi v tem primeru ni¢, ker dobi Stevec pri odvajanju
v obeh sumandih faktor sin Njz oz. (N—1)j&w. Ce torej na$o izhodno
enatbo (x) delimo z N, dobimo (prvi primer, da ni S, enak ni¢, je pri
np2=wm ali #=2a/n, t. j. n= N; ostali primeri pa se pojavijo pri mnogo-
kratnikih te vrednosti!) '

1
o E (f) = A,(a) + A (a) cos Na 4 A,n{a) cos2 Na + ...
~+ Bn (a) sin Na 4+ Byn (a) sin2 Na . . .
Toda v An(a) in By (a) se ne pojavi a v nizjih potencah kakor v N-ti; pri

dovolj majhnem a smemo zato vse Clene na desni strani zadnje enacbe
zanemariti razen A,(a) in dobimo

@ ... %Em A (@
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Za Laplaceov izraz v polarnih koordinatah dobimo, kakor znano, iz
nastavka (6) najprej obliko
2 !1 1 2 ’
a2t N 1, A
or*  roir r’i’ r
’ 2
By o1 B,) sin nlp]
ol

& ’” N’l] n2 2
+ 2 [(A e - A;) cos np + (B'n+

n=I T T

Toda ker so A, in B, polinomi s potencami, ki rastejo za 2 od n dalje
(n je celo pozitivno stevilo), ker je

L4
&r . lder o _
s R e r=nn—1)r24nr2—npr2=0
e dr.  t

in ker postane tudi

n+2p 1 n+2p 2 )
dz;;z e d'r'c—i;" e % R =(n+2p) (n+2p—1) 24
+ (Il + 9 p) fotep—2 n? - -2 —

=[(n+2p)(n+ Zp— 1+ 1) —n?] "+2—2 =4 p(n + p) r+2»—2

ni¢ za r—0, nam na desni strani enacbe za Af ostaneta samo prva dva ¢lena

(Af)=lim Af = lim (A”o & %)

r—0 r—0

Ker velja za A,(r) nastavek
(XX) o Ar)=co,+c,r®*+ e, r*+...
sledi AhHo=4c,
Analogno dobimo
A*H,=2"4c; AN, =246 ¢, .-

in za A,(r) po enachi (xx) smemo pisati

4

I‘2 I : ré
A) =1o+ 5 Bo s @0+ s (%0
ali zaradi (7) in ¢e vzamemo r=a
1 a2 » a4 ac
@ 3O — o Bt (B e (e

Ce zanemarimo zaradi malega a na desni strani enabe (8) vse c¢lene razen
prvega, dobimo res enacbo (4) neodvisno od tega, ali je mreZa tock
trikotna, kvadratna ali Sesterokotna: Ce pa ho&emo, smemo pri trikotni
mrezi, ki je najgostejSa, upostevati na desni strani enacbe (8) prva dva
sumanda, od katerih pa izraz (A*f), lahko izrazimo z niZjimi odvodi, &e
uporabimo enac¢bo (8) na funkcijo Af namesto na f in &e upostevamo
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sedaj na desni strani samo en ¢len. Tako dobimo ocitno namesto (8)
enacbo

1 a®
Bt 2 ~ — (A2
20— @n, =% @,

in enacba (8) z dvema c¢lenoma na desni se da pisati

—z(f)-_f—— [Ah, (A Ji=2 {(Ai)o—{— l: 3 (41— Af)o—|}

ali tudi kon¢no za N = 6

1 a’ 1
9)... — - 2 () —f=— [3 (Af — ZAf]
©) S S O—f=1- BN+ 3
p) Diferenéna oblika dtugih izrazov. Kakor znano, igra Laplaceov
izraz skoraj v vseh diferencialnih enacbah zelo vazno vlogo. V teoriji
elasticnosti pa je Se bolj vazen dvakrat uporabljeni Laplaceov operator
na funkcijo f . . .
U e
Ixt ax*ay* oyt

za katerega dobimo pri kvadratm mrezi (za lego tock gl. sl. 1) naslednji
pnbhzm 1zraz

(A2 ), ~ —ﬂmf_8m+g+g+m+2wy+h+ﬁp+Fm+
+ Fi + Fu + Fu + Fw]
ki sledi iz enacbe (4), ¢e upostevamo, da je A% f= 4 (Af).

3. Prevedba Poissonove enacbe v sistem algebraic¢nih enach. Prevedba
diferencialnih enacb v sisteme algebrai¢nih, ki omogocajo relaksacijsko
obravnavanje, je zelo preprosta. V obmocju, za katerega i§¢emo neznano
funkcijo f, si izberemo primerno regularno mrezo tock, tako da pade na
mejo obmocja ¢im ve¢ mreZnih tock. Za vse toCke mreze, kjer funkcije f
ne poznamo, nadomestimo diferencialno enacbo z ustrezno algebraicno,
v kateri so vsi odvodi nadomes¢eni z diferenénimi izrazi. Tako dobimo
za neznane vrednosti funkcije v mreznih toCkah toliko algebrai¢nih enacb,
kolikor imamo neznank, in vse enacbe so linearne, ¢e je tudi prvotna
diferencialna enacba linearna. Da nam ni treba pri fizikalnih problemih
paziti na dimenzije posameznih ¢lenov oz. faktorjev, vpeljemo navadno
v diferencialno enacbo s primerno pretvorbo same koli¢ine brez dimenzij
in nadomestimo Sele potem novo enacbo s sistemom algebrai¢nih enach.

Ce pomeni n. pr. f vzbotitev elasti¢ne membrane. ki je podvrZena
vsestransko delujoci natezni sili T na enoto dolzine in na katere povrsino
vpliva pritisk p, potem velja — kakor znano — Poissonova diferencialna
enacba

o) ... Y
T

v kateri imata oba ¢lena na levi strani dimenzijo recipro¢ne dolzine.
Z uvedbo ¢istih Stevil
X ="— y 'y —_— - _— =
L I o L
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kjer pomeni L neko dolo¢eno dolzino (n. pr. premer membrane), preide
enacba (9) v

@) ... AF+Z=0
kjer je tudi koli¢ina

2 Lp
9 )L o Z=—=
©") =

Cisto Stevilo.

Ce piSemo sedaj v enacbi (9) za f= f/L radi enostavnosti kar znova
zopet f, jo v smislu gornjih izvajanj nadomestimo z diferencnimi
enacbami

2
E(i)—N'.fo—l—aZ'N'Z(,ZO za N=3 in 4
N
(10) ... oziroma
S () —6f + 62 [z,
N 4

I SE’ 4

SR é AZ),] =0 za N=6

ki morajo biti izpolnjene v vseh to¢kah mreze znotraj obmoc¢ja, v katerem
iS¢emo funkcijo f.

4. Relaksacijsko obravnavanje diferencnih enacb za prvi robni pro-
blem. Diferen¢ne enacbe za funkcijske vrednosti [pri Poissonovi enacbi
torej enega od sistemov enacb (10)] resimo nato z relaksacijsko metodo.
Pri tem moramo pripomniti, da ne nudi iskanje funkcijskih vrednosti z
relaksacijo nobenih posebnih prednosti, ¢e gre za tzv. problem zaéetnih
vrednosti, ki se n. pr. navadno pojavlja pri diferencialnih enac¢bah 2. reda
hiperboli¢nega tipa. Pri tej vrsti nalog je predpisana vrednost funkcije
in njenega prvega odvoda na dolocenem odseku odprte ¢rte (n. pr. vzdolz
odseka abscisne osi) in je treba iz tega pogoja dolociti funkcijo v od-
visnosti od obeh neodvisnih spremenljivk. Pa¢ pa se je relaksacijsko
obravnavanje diferencialnih enacb zelo vpeljalo pri tzv. problemih robnih
vrednosti, kjer predpiSemo pri enacbah 2.reda vzdolz ene ali ve¢ skle-
njenih ¢&rt, ki tvorijo rob obmoc¢ja, samé funkcijske vrednosti- (prvi robni
problem), ali samo vrednosti odvoda v smeri normale (drugi robni pro-
blem), ali pa kombinacijo funkcije in njenega odvoda (tretji ali mesSani
robni problem). Taki problemi se pojavijo n. pr. pri diferencialnih ena¢bah
2. reda elipti¢nega tipa; pri njih se najlaze dajo priblizno dolo¢iti funkcij-
ske vrednosti za vse toCke v sredi obmoc¢ja z diferen¢nimi enacbami
oblike (10). Ce se omejimo na prvi robni problem (potem so nam torej
dane vrednosti funkcije po celem robu obmoc¢ja) in ¢e vzamemo za raz-
daljo mreznih toCk a polovicno dolzino ali Sirino obmoc¢ja (katera je pac¢
manjsa), potem nam dajo enacbe (10) Ze priblizne funkcijske vrednosti
v eni ali ve¢ tock v sredini. S pribliznimi vrednostmi za tocke sredi
obmocja dolo¢imo nato priblizno tudi funkcijo v nadaljnjih tockah, ce
mrezno dolZino a skrajSamo. Z zmanjSanjem mrezne dolzine in s sprotnim
popravljanjem funkcijskih vrednosti v mreznih tockah se vedno bolj
bliZamo pravilnemu poteku funkcije. Ra¢unanje prekinemo, ¢im se nam
po celem obmo¢ju menjajo vrednosti funkcije tako malo, da smemo spre-
membe zanemariti. Kdaj smemo prekiniti nadaljnje ra¢unanje, je odvisno
seveda od Zelene natancnosti; pri fizikalnih problemih pa je natanénost
rezultatov navadno omejena Ze z natancnostjo nasih meritev.
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Glede relaksacijskega postopka pri reSevanju algebrai¢nih enacb smo
podali najvaznejSa navodila Ze v prvem delu razprave. V primeru re-
laksacijskega obravnavanja Poissonove enacbe pa so ustrezne diferen¢ne
enacbe tako preproste, da se da ves racun izvesti zelo pregledno. Kakor
re¢eno, nam enacbe tipa (10) sluzijo za izra¢unanje priblizne vrednosti f,
v srednji tocki, toda zaradi nenatanc¢nih vrednosti. funkcije f v okolisnih
toc¢kah [ki se pojavijo v izrazu 1% (f)] in zaradi velikih mreznih dolzin a

nastanejo v srednjih tockah napake. Pri prehodu k finej$i mrezi niso
enacbe tipa (10) tam vec za vse tocke izpolnjene; namesto ni¢ je leva
stran enacbe (10) sedaj enaka neki koli¢ini r, ki jo ho¢emo imenovati
ostanek (R. V. Southwell jo imenuje »residual«). Ce si predstavljamo na-
pisane enacbe (10) za vse tocke mreze, vidimo takoj, kako vpliva spre-
memba funkcijske vrednosti v neki tocki na ostanek v njej in v sosednjih
toc¢kah. Ker je sprememba vrednosti v diferen¢ni enacbi (10) za lastno
to¢ko pomnozena z —N, se pri spremembi funkcije za enoto spremeni
ostanek na tistem mestu za —3, —4 in —6 pri Sesterokotni, kvadratni oz.
trikotni mrezi; v enac¢bah za najblizje to¢ke pride v postev sprememba
funkeije s faktorjem ena in ostanki se zato tudi spremenijo za enoto.
Tabele »enotnih operacij« so torej za vse tocke enake in se dajo v nazorni
obliki podati tako, kakor kazZe sl. 2.

Kakor pri splo$nih linearnih algebrai¢nih enatbah spremenimo tudi
tu pri navadni relaksacijski metodi vrednost funkcije samo v tisti tocki,
ki ima najveéji ostanek (posamicna -relaksacija). Nevarnosti, da ta po-
stopek v primeru ostankov z enakim predznakom le pocasi konvergira,

a)

Sl.2 a—c. Enotne operacije:

a) za Sesterokotno (N = 3)
b) za kvadratno (N = 4)’
¢) za trikotno mrezo (N = 6)
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se izognemo s hiperkompenzacijo, t. j. popravek v tocki z najveéjim °
ostankom vzamemo po velikosti tako velik, da ni novi ostanek enak ni¢,
temved menja svoj predznak. Ostanke z istim predznakom odpravimo
hitro tudi z relaksacijo v bloku, kjer korigiramo funkcijske vrednosti
v vel tockah nekega sklenjenega obmocja istoCasno za enako koli¢ino.
Kako je treba v tem primeru spremeniti ostanke, ¢e se menjajo funk-
cijske vrednosti za enoto, se da lahko pregledati in je za primer kvadratne
mreZe navedeno Vv sl. 3. Korekturo pri relaksaciji v bloku dobimo na ta
nac¢in, da delimo vsoto
vseh ostankov znotraj do-
lo¢enega obmocja z vsoto
vseh njegovih enotnih
operacij. Poleg relaksacije
v bloku so znane Se druge
vrste skupinskih relaksa-
cij, ki pa se rabijo le redko
in jih zato ne bomo upo-
Stevali.

Relaksacijo v bloku
moremo uc¢inkovito upora-
biti, kadar izrac¢unamo z
velikimi mreZnimi razda-
ljami a samo nekaj funk-
cijskih vrednosti iz vred-
nosti na robu, medtem ko
vrednosti v ostalih tockah
goste mreze volimo po-
ljubno. V takem primeru
imajo navadno ostanki v
: _ vseh tockah nekega dolo-

SL. 3. Enotne operacije za relaksacijo v bloku. tenega obmodja isti pred-

) znak in z blo¢no relaksa-

cijo doseZemo, da se prvi¢ velikost ostankov znatno zmanjsa, in drugié,

da se njihovi predznaki spreminjajo od ene toc¢ke do druge. Tako spre-

menjeni ostanki se dajo nato s posami¢no relaksacijo hitro zmanjsati na

neznatne vrednosti. Za izvezbanega racunarja je ta pot navadno naj-

hitrejSa, medtem ko je za zacetnika bolj priporocljivo prehajati postopoma

k vedno gostejsi mreZi in pri vsakem koraku rac¢unati vse popravke in
ostanke. '

Da ne pride pri ra¢unanju do grobih napak, moramo dosledno za
vsako tocko mreZe pisati zaCetne vrednosti funkcij in popravke na eni
(navadno na levi), ostanke pa na drugi (desni) strani to¢ke. Pri prehodu
k finejsi mrezi je najbolje izraunati vse ostanke znova, ker se zaradi
uporabe funkcijskih razlik (namesto funkcijskih vrednosti) ra¢unske na-
pake ne izravnajo same po sebi. Preprost racunski stroj za Stiri osnovne
operacije nam pri takem delu zelo koristi; v sploSnem pa je relaksacijska
metoda sredstvo za reveze, ker jo morejo za silo uporabljati tudi taki,
ki imajo na razpolago samo svincnik in papir.

5. Drugi robni pogoji in ostale naloge. Kadar imamo predpisan pri
Poissonovi diferencialni enabi po celem robu odvod neznane funkcije f
v smeri normale, ne moremo racunati pribliZznih vrednosti funkcije v no-

-
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tranjih to¢kah na prejsnji nacin, ker funkcije same na robu ne poznamo.
Matemati¢no najbolj elegantna pot za resitev tega problema je pa¢ ona,
ki nadomesti funkcijo f z vsoto f = g + ¥, tako-da funkcija g (x, y) za-
doi¢a Poissonovi diferencialni enacbi (9'), robnim pogojem pa ne. Tako
funkcijo najdemo brez tezav za vse prakti¢no vazne vrste funkcij Z; e je
n. pr. Z=Z,= konst., smemo vzeti

g(x,y) =Z, (x* + v’)[2

Funkcija % mora potem zaradi diferencialne enacbe (9") zado$¢ati ocitno
Laplaceovi enacbi

(1) , AP =0

in je torej harmoni¢na funkcua na robu pa ima ta funkcua predplsano
vrednost odvoda v smeri normale, ker sledi iz

o _ %y a2

on on n
seveda

v
ar)... e 1 T

on an- on

in sta nam oba Clena na desni znana.

Kakor znano, eksistira potem k ¥ konjugirana harmoni¢na funkcija ¢,
ki je zaradi znanih Cauchy-Riemannovih enacb
v 7
(12) ... L R
X Jdy Jy IxX

do konstante natan¢no doloena s funkcijo ¥. Na robu obmocja pa je
zaradi razSirjene prve Cauchy-Riemannove diferencialne enacbe

4
(1257, @ L3
‘ 28 on
(ta sledi zelo preprosto iz slike 3a
dp__d¢ dx  dpdy
s dx ds 2y ds
= 4 *cos o + 29 sin o =
X y
¥ JES
= — - 'cosa— — ‘sina=
Iy X 7 "
Sl.3a. Zveza med odvodi
— g d_y & d_X L g) 5 konjugiranih funkeij.
dy dn 9xdn In
z robnim pogojem (11°) predpisan odvod funkcije ¢ v smeri robnega loka;
Ce torej fiksiramo v poljubni toc¢ki roba vrednost funkcije ¢ na ¢, jo

dolo¢imo za ves obod z 1ntegrac1Jo izraza i ds in vrednosti v notranjosti

se dajo racunati na prej opisani nacin.
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Cim imamo dolo¢ene vrednosti funkcije ¢ po celem obmoé&ju, nam
Cauchy-Riemannovi enac¢bi (12) omogocata tudi doloc¢iti priblizne vred-
nosti funkcije ¥. V ta namen si izberemo vrednost funkcije ¥ v eni tocki
mwreze poljubno (pri drugem robnem problemu je funkcija ¥ doloCena
samo do poljubne aditivne konstante), nadomestimo enacbe (12) za vse
toctke mreZe z ustreznimi diferen¢nimi enac¢bami in dolo¢imo iz njih vred-
nosti funkcije ¥ po celem obmocju.

Pri racunanju funkcije ¥ iz vrednosti za konjugirano funkcijo ¢ se
pojavi zaradi pribliZnega racunanja znatilna tezava: ¢e gremo od tocke,
kjer smo vrednost funkcije ¥ izbrali, po dveh razli¢nih poteh v neko drugo
to¢ko, bomo dobili za ¥ v novi to¢ki dve razli¢ni vrednosti. Zato moramo
seveda vzeti za funkcijsko vrednost v ostalih toékah povpreéje vrednosti,
ki smo jih dobili po dveh pribliZzno enakopravnih najblizjih poteh; po
potrebi pa moremo tudi vzeti prve vrednosti v okolici to¢ke z dano vred-
nostjo funkcije ¥ samo kot priblizke in jih popraviti v skladu z ena¢bo (10).
Ko opravimo to nalogo za vso okolico prve tocke, gremo postopoma
naprej. Kot konc¢no kontrolo imamo $e moznost, dolo¢iti na robu odvod
izraCtunane funkcije v smeri notranje normale in ga primerjati s predpisa-
nimi vrednostmi.

Z uvedbo konjugirane funkcije se da obravnavati tudi poseben primer
tretjega robnega pogoja, da so namre¢ na enem delu oboda predpisane
vrednosti funkcije, na drugem delu pa vrednosti normalnega odvoda. Z
relaksacijsko metodo moremo nadalje obravnavati problem refrakcije,
kjer je na ¢rti pri prehodu iz enega obmocja v drugo dana linearna relacija
med normalnima odvodoma na eni in drugi strani ¢rte (magnetna polja,
pretakanja vode skozi porozne plasti itd.). Dalje se da na ta nacin
obravnavati konformno preslikavanje zunanjosti ali notranjosti enkrat
sklenjene krivulje (n.pr. krilnega profila, raznih nosilcev in pod.) na
zunanjost ali notranjsS¢ino kroga. Tudi problemi, kjer oblika roba ni ne-

" posredno podana (iztok tekocin), se dajo brez posebnih teZav reSiti z re-
laksacijsko metodo. Dalje so obravnavali R. V. Southwell in njegovi so-
delavci tudi Ze integracijo bolj splosnih enacb elipti¢nega ali elipti¢nim
podobnega tipa, kakor n.pr. biharmoni¢no diferencialno enacbo, dalje
probleme lastnih vrednosti in lastnih funkcij za diferencialne enacbe z eno
in dvema neodvisnima spremenljivkama in v najnovejSem ¢asu so se
lotili tudi enacb paraboli¢nega tipa (slovstvo 6).

Za zakljucek naj omenimo, da se da drugi robni problem pri Poisso-
novi enacbi resiti z veliko natanénostjo neposredno; zaradi pomanjkanja
prostora pa se ne moremo zadrzati pri tem vpraSanju, ki je dokaj obSirno
opisano v drugi knjigi R. V. Southwella (slovstvo 2).

6. Zgled. Kot zgled hotemo obravnavati nalogo, ki je drugim me-
todam skoraj nedostopna, medtem ko se da z relaksacijsko metodo raz-
meroma hitro resiti. Seveda moramo pri tem dostaviti, da je oblika
obmodja posebno pripravna za relaksacijo in da bi pri drugih oblikah ne
prisli tako hitro do cilja. Gre za numeri¢no doloc¢itev kapacitivnosti na
enoto dolzine za kondenzator, ki ga sestavljata dve dolgi koncentri¢ni
prizmi kvadratnega preseka s stranicama 2 in 4. Kakor znano, gre pri tem
za dolocitev potenciala v obmoc¢ju med obema oblogama, ¢e damo n. pr.
notranji oblogi potencial 1, zunanji pa ni¢. Naloga je vzeta iz znanega
dela: H. Jeffreys-B. S. Jeffreys: Methods of Mathematical Physics, Cam-
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