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b V letu 1953 bo imel Obzornik 6 številk po 32 strani. Naročnina bo

250 din. Bralce prosimo, da nam ostanejo zvesti in da pridobe še kakega.

novega naročnika. Potrudili se bomo, da bo revija izhajala redneje, na-

ročniki pa naj čimprej poravnajo zaostalo naročnino in naročnino za
-

'1. 1953, da ne bo nepotrebnih stroškov zaradi opominjanja. Kdor želi po-

.avnati naročnino w dveh obrokih, mora plačati 20.— din več za bančne
"stroške. — V 1. 1951 so izšle 4 številke, v 1. 1952 pa 5 številk. Na zalogi
imamo 2., 3., 4. štev. I.letnika za 120 din in vse številke IL. letnika za

250 din. Naročajte s plačilom po ček. položnici na Društvo matematikov
« vin fizikov LRS, Ljubljana, ček. rač. št. 604-T-207 ali pa na Društvo mate-
matikov in fizikov LRS, Ljubljana, p. p. 253.
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tero Ik Cbzernik za matematike in fiziko une

RELAKSACIJSKE METODE PRI NUMERIČNEM OBRAVNA.

VANJU LINEARNIH ENAČB. DIFERENCIALNE ENAČBE

A. Kuhelj

1. Splošno. Relaksacijske metode, ki so se kot posebno preprosta

vrsta iteracijskega postopka najprej uveljavile pri numeričnem obravna-

vanju linearnih algebraičnih enačb (glej prvi del tega sestavka v Obzor-

niku za mat. in fiziko 1/4, str. 121—132), so razmeroma hitro osvojile tudi

nekatera druga področja numeričnega računanja; prav posebno pa so se

s primernimi izpopolnitvami obnesle pri robnih problemih navadnih in

parcialnih diferencialnih enačb in pri določanju lastnih vrednosti in lastnih

funkcij. V naslednjem si hočemo ogledati v glavnih potezah potek nekaj

takih računov in jih pojasniti s preprostim primerom, ki je klasičnim

metodam le težko dostopen. Pri tem bomo vzeli, da je relaksacijsko

obravnavanje algebraičnih enačb v glavnem znano; toda ker gre pri

večini diferencialnih enačb samo za najbolj preproste sisteme, ni po-

znavanje prvega dela tega sestavka niti neobhodno potrebno. Zato bomo

tudi oštevilčenje enačb, slik in tabel tega dela izvedli brez ozira na

omenjeni članek.

Pri relaksacijskem reševanju diferencialnih enačb nas zanimajo

vrednosti funkcije samo v določenih posameznih točkah, ki tvorijo pri

eni neodvisni spremenljivki ekvidistantne točke na številski premici, pri

dveh neodvisnih spremenljivkah pa pravilno ravninsko mrežo. Pri prehodu

k trem neodvisnim spremenljivkam iščemo seveda funkcijske vrednosti

v točkah pravilne prostorske mreže, ki pa jih je zelo težko razmestiti

v ravnini papirja v tako ugodni obliki, da bi šlo tudi tu računanje tako

preprosto od rok kakor v prejšnjih primerih. Zato so se začeli baviti

z uporabo relaksacijskih metod pri diferencialnih enačbah s tremi ne-

odvisnimi spremenljivkami razmeroma pozno (lit. 5) in se v našem kratkem

članku ne moremo podrobneje ukvarjati z njimi..

2. Diferenčni izrazi za odvode. Relaksacijsko obravnavanje diferen-

cialnih enačb spada torej med diferenčne metode, kjer nadomestimo

odvode funkcij z diferencami. Pri funkcijah ene neodvisne spremen-

ljivke pridemo do uporabnih izrazov za odvode, n. pr. iz Newton-

Stirlingove interpolacijske formule (gl. n. pr. njeno izvajanje v znanem

Whittaker-Robinsonovem delu, lit. 9, str. 33—34 in 39).

2 2

(1) ... (x) < f(x, -uaj—5t, udi, 7 d?i,-- o oš f,--

De 2 2 "SLI DEN

PEU ap E Na B goje

2 (o, 2

6!
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v kateri so d/ f, centralne diference n-tega reda pri sodih n, medtem ko

pomeni ta znak pri lihih n aritmetično sredino centralnih diferenc nad in

pod nič. Najhitreje pregledamo pomen diferenc iz naslednje znane sheme,

kjer so v prvem stolpcu vpisane vrednosti: neodvisne spremenljivke

X.5 — X, — 24, Xa — X, —A, X,, X, — X, --a..., v drugem ustrezne vred-

nosti funkcije, v tretjem prve centralne diference itd.

SA dis

zeja m : "GE, 5d, —6I4

(2)... x db ei aj 81, —či,—8čt, za oi

o la ru ig O, Leda -
S pr dijstoi ; ;

če še dodamo, da je d?n—!f, — 3(d?"—! f..- d?n—! f,). Pri pozneje na-

vedenih končnih izrazih za odvode (gl. enačbe 3) moramo seveda vse

diference nadomestiti z ustreznimi funkcijskimi vrednostmi, ker za te

nam navsezadnje gre.

V enačbi (1) smo nadomestili neodvisno spremenljivko x z vsoto

x, ua, kjer sta x, in a konstanti. Odvod funkcije f po x dobimo torej

s tem, da pomnožimo odvod f po u še z odvodom u po x, t.j. z 1/a, ker je

Ti uče

a

Če to napravimo z izrazom (1) in vzamemo nato u <0, dobimo za za-

poredne odvode funkcije f po x v točki x, naslednje enačbe (gl. Whit-

taker-Robinson, slovstvo 9, str. 60)

ca 1 1 1
EINI NI ea
ne OE ARIJA 630 "OU.

1 1 1 1
opi) dije Et, KIME—
4) i2'0% '.80%. 560 -": 3150 8 ''

PEČE:

4 120. 3024

dEY(x) —čit 8, k 8, ek
ZE 6 240." 7560

1 13
A JE A a ked"(x) (O 3 je 144 o

1 18:
SEYI(x,) — 684, — — ščit, bk — 606, —...
ugtii A ae a o

dPUm) <8, — Z iet...

AŠIVNI(g) — d$ f, — s df...

Pri funkcijah dveh spremenljivk si moramo točke' mreže, v katerih

iščemo funkcijske vrednosti, izbrati tako, da imajo vse enakovredno lego.

146



Če torej zvežemo vsako točko mreže z najbližnjimi točkami okoli nje in

označimo z N število zveznic, ki izhajajo iz.ene točke, mora biti kot med

dvema sosednjima zveznicama dan z enačbo a < 2a/N, Če. pa na drugi
strani označimo s k število stranic pravilnih mnogokotnikov, ki jih tvo-

rijo vse take zveznice, dobimo znano enačbo k ' (z— a) < 24." 7 elimi-
nacijo kota a iz obeh enačb dobimo zvezo med k in-N

1,1 1
k Se ME

Nauk ei 2

in zato pridejo teoretično v poštev naslednji liki

N — 3, k —6 (šesterokotniki)

N —4, k —4 (kvadrati)

M N —6, k —3 (trikotniki).

Ker pa moramo navadno začeti pri relaksacijski metodi z zelo grobimi

mrežami, naletimo pri prehodu k finejši razdelitvi na težave, če si iz-

beremo za izhodišče šesterokotniško mrežo; zato pride v praksi v poštev

samo kvadratna in trikotna mreža, to je: funkcijske vrednosti bomo iskali

samo v točkah, ki tvorijo v ravnini kvadrate ali pa enakostranične tri-

kotnike. Katera od obeh variant pride v danem primeru najbolj v poštev,

je odvisno v veliki meri od oblike območja. Če so dane vrednosti
funkcije, njeni odvodi ali kaj podobnega na obodu takega območja, da

pade veliko točk trikotne mreže na obod ali v njegovo bližino, tedaj
bomo izbrali trikotno mrežo, v vseh drugih primerih pa delamo raje

s kvadratno mrežo, ki je v nekem smislu najbolj preprosta.

a) Nadomestitev Laplaceovega izraza z diferencami. Pri kvadratni

mreži dobimo aproksiracije za parcialne odvode in njihove kombinacije
na zelo preprost način s tem,

da nadomestimo odvode po eni |?
ali drugi neodvisni spremen-

ljivki ' z: diferencami vzdolž

ustreznih točk naše mreže. Ker

ženemo gostoto mreže ved- 5 2 A

no tako daleč, da postanejo Sie

višje diference zelo majhne, se,

zadovoljimo pri nadomestitvi

odvodov z diferencami vedno

kar s prvo aproksimacijo in do-

bimo n. pr. za drugi odvod

9?t[)x? v točki x, (sl: 1)

dl ( 24
a? V 3x?

— b— fo— (fo—t) — ttiy—2 h

Ri

Ri v» [7 ne ko

) 8", — ot, —i, —

[Točke v okolici x, smo sedaj
zaradi ravninske mreže označili Sl.i. Ravninska mreža točk.

., " Če bi zveznice ne tvorile pravilnih likov, bi dobili pri poznejši prevedbi
diferencialnih enačb v diferenčne za razne točke mreže drugačne algebraične enačbe.
kar bi numerično računanje znatno zamotalo.
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drugače kakor v tabeli (2); prejšnjo točko —1 smo tu označili s 3 in

namesto £., smo zato zapisali f,; vse ostale označbe wv zadnji enačbi pa

ustrezajo popolnoma shemi (2)]. Za Laplaceov izraz v točki x, dobimo

torej v prvi aproksimaciji diferenco"

, PE, PENO 1
(4... (gat ga) 60: vu ab tbhthtkh—Ah)

ali tudi

h J4[1lCE (Ab, z lež 051]

če pomeni N število črt, ki izhajajo iz vsake točke mreže (v našem pri-
meru je N —4), in če je

(5) ... z (bob tLEhEA

vsota vseh vrednosti funkcije v tistih točkah mreže, ki so najbliže točki

Xo Yo (V našem primeru — sl. 1 — so to točke 1, 2, 3 in 4). Enačbi (4)

oz. (4) nista seveda popolnoma točni, toda izraz na desni se od pravilne

vrednosti Laplaceovega izraza razlikuje le za člene, ki so sorazmerni

četrtim in višjim diferencam funkcijskih vrednosti.

Enačbo (4) smemo uporabiti kot aproksimacijo za vrednost Laplaceo-

vega izraza tudi v primeru, da nadomestimo kvadratno mrežo točk s tri-

kotno ali šesterokotno. Če namreč vzamemo neznano funkcijo v obliki
polinoma Kartezijevih koordinat, jo smemo po prehodu k ravninskim

polarnim koordinatam

x —ICcOoSgy, y<—rsingy

pisati v obliki

(6)... i—A,(I0- Ž LAx(r)cos ng -- B,(r) sin g]

kjer so koeficienti A,(r), An(r) in B,(r) polinomi koordinate r, ki ne vse-

bujejo nižjih potenc kakor r". (Dokaz poteka zelo preprosto: z uvedbo

polarnih koordinat preide vsak člen axx"y! v obliko ak r""! cos K grsin !y.
Potence cos g in sin g pa se dajo z obrazci, ki sledijo iz uporabe binom-

skega izreka na obe znani enačbi cosyp —ž(e?? Je") in sin 9g —

— E, (e$" — erif), izraziti z linearnimi izrazi, v katerih se pojavijo cosinusi
in sinusi mnogokratnikov kota g do kg oz. do'Iy. Na ta način nastanejo

iz zgoraj navedenih produktov členi, ki vsebujejo poleg faktorja a" 'rst!
še sinuse in cosinuse mnogokratnikov kota g do največ (k--)9y; če zdru-
žimo vse člene z istim faktorjem cos n Y oz. sinn 9, bomo' dobili očitno

v njih samo n-to in višje potence od r. Pogled na obliko izrazov za cosk p
in sin! g (gl. n. pr. I. Vidav, Višja matematika I, str. 456) nas dalje pouči,

> da so eksponenti potenc r v členih A,(r) in B,(r) vsi soda ali pa vsi liha

števila.) "

Za vsoto vrednosti funkcije f v N med seboj enako oddaljenih točkah

kroga z radijem a okrog točke r — 0 sledi iz (6) najprej izraz

%' Indeks o za oklepajem pomeni, da moramo vzeti za izraz v oklepaju tisto

vrednost, ki jo zavzame v točki x < xo, y < yo.
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(x)... x(b —NAla -- Ž(LA,(a) cos na -- B,(a)sin na]:

'[1 -- cos nf -- cos2nB --...-- cos(N— 1) n6]--

-- [—Ay(a)'sin na -- B,(a) cos na]' [sin nf --

- sin2nf --... --sin(N— 1) n6]

kjer pomeni a polarno koordinato prve točke na krogu, B — 2a/N pa kot
med radijema k dvema sosednjima točkama naše mreže. Za vsoti v dru-

gem in četrtem oglatem oklepaju pa veljata znani formuli

NnB oe (N—1) ng
2

sin
2

S,— 1 - cos nf -- cos2n4--...--cos (N—1) na —

sin ji
2

in

sin dnb sin UI z
S, — sin nB -- sin2n8 -...-- sin(N — 1) no — s ———

sin me

ki jih dobimo, če najprej pomnožimo obe strani gornjih enačb s sin bi
in razvijemo nastale produkte v vsote oz. razlike goniometričnih funkcij

mnogokratnikov zgornjih kotov. Toda vsoti S, in S, sta večinoma nič,

ker je NP —N'2ajN —24 in je zato en faktor v števcu nič. Samo tedaj,

kadar je tudi imenovalec nič, ali kadar je nf/2 — ja (j <1, 2,....), moramo

določiti vrednosti vsot po YHospitalovem pravilu in dobimo z okrajšavo
x — np

sin Nx'cos(N —1)x
S, — lim z —

x>jia sin X

— jim "95. Nx cos(N —) x —(N —1) sin Nxrsin(N — 1)x
x>jm cos X

— N cos Nja cos (N — 1)ja
cos ja

medtem ko je S, tudi v tem primeru nič, ker dobi števec pri odvajanju

v obeh sumandih faktor sin Njz oz. (N — 1)j. Če torej našo izhodno
enačbo (x) delimo z N, dobimo (prvi primer, da ni S, enak nič, je pri

npj2 —a ali B—2a/n, t. j. n—N,; ostali primeri pa se pojavijo pri mnogo-
kratnikih te vrednosti!)

1
ivi x (i) — A,(a) -- An (a) cos Na -- A,x (a) cos2 Na --...

-E Bx (a) sin Na -- B,xv (a) sin2Na --....

Toda v An(a) in By (a) se ne pojavi a v nižjih potencah kakor v N-ti; pri

dovolj majhnem a smemo zato vse člene na desni strani zadnje enačbe

zanemariti razen 4,(a) in dobimo

1
()... z za (a)
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Za Laplaceov izraz v polarnih koordinatah dobimo, kakor znano, iz

nastavka (6) najprej obliko

9)? JI 1 3? m A'ui kem ar ui
91". Fror o Ir dg' r

Z 2

B, TE B,) sin m |
T ,

m IA N', n?ŽI [a hob — —— Aj) cos ny - (B"nt
r in—l T

Toda ker so A, in B, polinomi s potencami, ki rastejo za 2 od n dalje

(n je celo pozitivno število), ker je

de,lds on o.o " 24 2. nima —0
ZA ra a oi m ja UN I— Mani 3 nima —— Nama?—

fire predi ie (
in ker postane tudi

n--2p n-t2 2
(0 Tr -- l dr" m Teh z po'-r2p — (n -- 5) p) (n -- 2 p — 1) rur2p—2 --

Tdr? ro dr
Na (n -- 2 p) puk2žp—2. n? . pur2p—2 ee

—[(nt2p(n -2p—1--1)—n'] nt? — 4 pin -- p) rst?r-

nič za r—0, nam na desni strani enačbe za Af ostaneta samo prva dva člena

o

T

(Ab), — lim 4f— lim (A Ka
r—0 r—0

Ker velja za A,(r) nastavek

(xx)... A(r) <4-Fo6oP-oar'--...

sledi (Af), —4c,

Analogno dobimo

(A? 5), — 224, (4?b),e 248 c,,..

in za A,(r) po enačbi (xx) smemo pisati

a rt o h 15 s

ali zaradi (7) in če vzamemo r —a

1 a? » at aš

ee Na aa delna

Če zanemarimo zaradi malega a na desni strani enačbe (8) vse člene razen

prvega, dobimo res enačbo (4) neodvisno od tega, ali je mreža točk

trikotna, kvadratna ali šesterokotna.: Če pa hočemo, smemo pri trikotni

mreži, ki je najgostejša, upoštevati na desni strani enačbe (8) prva dva

sumanda, od katerih pa izraz (A"f), lahko izrazimo z nižjimi odvodi, če

uporabimo enačbo (8) na funkcijo Af namesto na f in če upoštevamo
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sedaj na desni strani samo en člen. Tako dobimo očitno namesto (8)

enačbo

1— 3 (Mi) — (Ab) neaaj (4i), (4"b,

in enačba (8) z dvema členoma na desni sepe pisati
v ZO-i—E [do Z ata i—Sg (40H, E >(4h— (4a |
NN zn

ali tudi končno za N — 6
1 a? 1

er, —t,o — [3(M)a - —(9) a ž0 Z — 6 SOD 3 Z40]

6) Diterenčna oblika dtugih izrazov. Kakor znano, igra Laplaceov
izraz skoraj v vseh diferencialnih enačbah zelo važno vlogo. V teoriji

elastičnosti pa je še bolj važen dvakrat uporabljeni Laplaceov operator

na funkcijo f

tf tf tf

9x! Dx?Iy? 8 dy?
A?f£ —

za katerega dobimo pri kvadratni mreži (za lego točk gl. sl. 1) naslednji
približni. ut

(A?b, — —z l201,—8 (i, ta teb bi) 2 (Fa t Fe Fc - Fo)
- Fi -E Fu -- Fu -- Fw]

ki sledi iz enačbe (4), če upoštevamo, da je A"?f— A (Af).

3. Prevedba Poissonove enačbe v sistem algebraičnih enačb. Prevedba

diferencialnih enačb v sisteme algebraičnih, ki omogočajo relaksacijsko

obravnavanje, je zelo preprosta. V območju, za katerega iščemo neznano

funkcijo f, si izberemo primerno regularno mrežo točk, tako da pade na

mejo območja čim več mrežnih točk. Za vse točke mreže, kjer funkcije f

ne poznamo, nadomestimo diferencialno enačbo z ustrezno algebraično,

v kateri so vsi odvodi nadomeščeni z diferenčnimi izrazi. Tako dobimo

za neznane vrednosti funkcije v mrežnih točkah toliko algebraičnih enačb,

kolikor imamo neznank, in vse enačbe so linearne, če je tudi prvotna

diferencialna enačba linearna. Da nam ni treba pri fizikalnih problemih

paziti na dimenzije posameznih členov oz. faktorjev, vpeljemo navadno

v diferencialno enačbo s primerno pretvorbo same količine brez dimenzij

in nadomestimo šele potem novo enačbo s sistemom algebraičnih enačb.

Če pomeni n. pr. f vzbočitev elastične membrane. ki je podvržena
vsestransko delujoči natezni sili T na enoto dolžine in na katere površino

vpliva pritisk p, potem velja — kakor znano — Poissonova diferencialna

enačba

(9)... kiti P—o0
T

v kateri imata oba člena na levi strani dimenzijo recipročne dolžine.

Z uvedbo čistih števil

x —— 7 y —— 5 IŽ— —

ji li mili
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kjer pomeni L neko določeno dolžino (n. pr. premer membrane), preide

enačba (9) v

(9%)... At - Z—0

kjer je tudi količina

m Lp
9)... Z——(9) T

čisto število.

Če pišemo sedaj v enačbi (9) za f — f/L radi enostavnosti kar znova
zopet fi, jo v smislu gornjih izvajanj nadomestimo z diferenčnimi

enačbami
2

Z(O—N4,--NZ,—0 za N—3in 4
N

(10)... oziroma
pep) nosi

X () —6:4, - 6:Š. IZ, J- Z (AZ),] —0 za N—6
N 4 64

ki morajo biti izpolnjene v vseh točkah mreže znotraj območja, v katerem

iščemo funkcijo f.

4. Relaksacijsko obravnavanje diferenčnih enačb za prvi robni pro-

blem. Diferenčne enačbe za funkcijske vrednosti [pri Poissonovi enačbi

torej enega od sistemov enačb (10)] rešimo nato z relaksacijsko metodo.

Pri tem moramo pripomniti, da ne nudi iskanje funkcijskih vrednosti z

relaksacijo nobenih posebnih prednosti, če gre za tzv. problem začetnih

vrednosti, ki se n. pr. navadno pojavlja pri diferencialnih enačbah 2. reda

hiperboličnega tipa. Pri tej vrsti nalog je predpisana vrednost funkcije

in njenega prvega odvoda na določenem odseku odprte črte (n. pr. vzdolž

odseka abscisne osi) in je treba iz tega pogoja določiti funkcijo v od-

visnosti od obeh neodvisnih spremenljivk. Pač pa se je relaksacijsko

obravnavanje diferencialnih enačb zelo vpeljalo pri tzv. problemih robnih

vrednosti, kjer predpišemo pri enačbah 2. reda vzdolž ene ali več skle-

njenih črt, ki tvorijo rob območja, samo funkcijske vrednosti: (prvi robni

problem), ali samo vrednosti odvoda v smeri normale (drugi robni pro-

blem), ali pa kombinacijo funkcije in njenega odvoda (tretji ali mešani

robni problem). Taki problemi se pojavijo n. pr. pri diferencialnih enačbah

2. reda eliptičnega tipa; pri njih se najlaže dajo približno določiti funkcij-

ske vrednosti za vse točke v sredi območja z diferenčnimi enačbami

oblike (10). Če se omejimo na prvi robni problem (potem so nam torej

dane vrednosti funkcije po celem robu območja) in če vzamemo za raz-

daljo mrežnih točk a polovično dolžino ali širino območja (katera je pač

manjša), potem nam dajo enačbe (10) že približne funkcijske vrednosti

v eni ali več točk v sredini. S približnimi vrednostmi za točke sredi

območja določimo nato približno tudi funkcijo v nadaljnjih točkah, če

mrežno dolžino a skrajšamo. Z zmanjšanjem mrežne dolžine in s sprotnim

popravljanjem funkcijskih vrednosti v mrežnih točkah se vedno bolj

bližamo pravilnemu poteku funkcije. Računanje prekinemo, čim se nam

po celem območju menjajo vrednosti funkcije tako malo, da smemo spre-

membe zanemariti. Kdaj smemo prekiniti nadaljnje računanje, je odvisno

seveda od želene natančnosti; pri fizikalnih problemih pa je natančnost

rezultatov navadno omejena že z natančnostjo naših meritev.
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Glede relaksacijskega postopka pri reševanju algebraičnih enačb smo

podali najvažnejša navodila že v prvem delu razprave. V primeru re-

laksacijskega obravnavanja Poissonove enačbe pa so ustrezne diferenčne

enačbe tako preproste, da se da ves račun izvesti zelo pregledno. Kakor

rečeno, nam enačbe tipa (10) služijo za izračunanje približne vrednosti f,

v srednji točki, toda zaradi nenatančnih vrednosti. funkcije f v okolišnih

točkah [ki se pojavijo v izrazu ž (£)] in zaradi velikih mrežnih dolžin a

nastanejo v srednjih točkah napake. Pri prehodu k finejši mreži niso

enačbe tipa (10) tam več za vse točke izpolnjene; namesto nič je leva

stran enačbe (10) sedaj enaka neki količini r, ki jo hočemo imenovati

ostanek (R. V. Southwell jo imenuje »residual«). Če si predstavljamo na-
pisane enačbe (10) za vse točke mreže, vidimo takoj, kako vpliva spre-

memba funkcijske vrednosti v neki točki na ostanek v njej in v sosednjih

točkah. Ker je sprememba vrednosti v diferenčni enačbi (10) za lastno

točko pomnožena z —N, se pri spremembi funkcije za enoto spremeni

ostanek na tistem rnestu za —3, —4 in —6 pri šesterokotni, kvadratni oz.

trikotni mreži; v enačbah za najbližje točke pride v poštev sprememba

funkcije s faktorjem ena in ostanki se zato tudi spremenijo za enoto.

Tabele »enotnih operacij« so torej za vse točke enake in se dajo v nazorni

obliki podati tako, kakor kaže sl. 2.

Kakor pri splošnih linearnih algebraičnih enačbah spremenimo tudi

tu pri navadni relaksacijski metodi vrednost funkcije samo v tisti točki,

ki ima največji ostanek (posamična relaksacija). Nevarnosti, da ta po-

stopek v primeru ostankov z enakim predznakom le počasi konvergira,

a)

Sl.2 a—e. Enotne operacije:

a) za šesterokotno (N < 5)

b) za kvadratno (N — 4)

c) za trikotno mrežo (N < 6)
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se izognemo s hiperkompenzacijo, t. j. popravek v točki z največjim '

ostankom vzamemo po velikosti tako velik, da ni novi ostanek enak nič,

temveč' menja svoj predznak. Ostanke z istim predznakom odpravimo

hitro tudi z relaksacijo v bloku, kjer korigiramo funkcijske vrednosti

v več točkah nekega sklenjenega območja istočasno za enako količino.

Kako je treba v tem primeru spremeniti ostanke, če se menjajo funk-

cijske vrednosti za enoto, se da lahko pregledati in je za primer kvadratne

mreže navedeno v sl. 3. Korekturo pri relaksaciji v bloku dobimo na ta

način, da delimo vsoto

vseh ostankov znotraj do-

ločenega območja z vsoto

vseh njegovih enotnih

operacij. Poleg relaksacije

v bloku so znane še druge

vrste skupinskih relaksa-

cij, ki pa se rabijo le redko

in jih zato ne bomo upo-

števali.

Relaksacijo v bloku

moremo učinkovito upora-

biti, kadar izračunamo z

velikimi mrežnimi razda-

ljami a samo nekaj funk-

cijskih vrednosti iz vred-

nosti na robu, medtem ko

vrednosti v ostalih točkah

goste mreže volimo po-

ljubno. V takem primeru

imajo navadno ostanki v

se ae ji m a vseh točkah nekega dolo-
SI. 5. Enotne operacije za relaksacijo v bloku. čenega območja isti pred-

x znak in z bločno relaksa-

cijo dosežemo, da se prvič velikost ostankov znatno zmanjša, in drugič,

da se njihovi predznaki spreminjajo od ene točke do druge. Tako spre-

menjeni ostanki se dajo nato s posamično relaksacijo hitro zmanjšati na

neznatne vrednosti. Za izvežbanega računarja je ta pot navadno naj-

hitrejša, medtem ko je za začetnika bolj priporočljivo prehajati postopoma

k vedno gostejši mreži in pri vsakem koraku računati vse popravke in

ostanke.

Da ne pride pri računanju do grobih napak, moramo dosledno za

vsako točko mreže pisati začetne vrednosti funkcij in popravke na eni

(navadno na levi), ostanke pa na drugi (desni) strani točke. Pri prehodu

k finejši mreži je najbolje izračunati vse ostanke znova, ker se zaradi

uporabe funkcijskih razlik (namesto funkcijskih vrednosti) računske na-

pake ne izravnajo same po sebi. Preprost računski stroj za štiri osnovne

operacije nam pri takem delu zelo koristi; v splošnem pa je relaksacijska

metoda sredstvo za reveže, ker jo morejo za silo uporabljati tudi taki,

ki imajo na razpolago samo svinčnik in papir.

5. Drugi robni pogoji in ostale naloge. Kadar imamo predpisan pri

Poissonovi diferencialni enabi po celem robu odvod neznane funkcije f

v smeri normale, ne moremo računati približnih vrednosti funkcije v no-

-
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tranjih točkah na prejšnji način, ker funkcije same na robu ne poznamo.

Matematično najbolj elegantna pot za rešitev tega problema je pač ona,

ki nadomesti funkcijo f z vsoto f < g -- $, tako da funkcija g (X, y) za-
došča Poissonovi diferencialni enačbi (9'), robnim pogojem pa ne. Tako
funkcijo najdemo brez težav za vse praktično važne vrste funkcij Z; če je

n. pr. Z — Z, — konst., smemo vzeti

g(x, y) — Z, (x" -t Y)I2

Funkcija % mora potem zaradi diferencialne enačbe (9) zadoščati očitno
Laplaceovi enačbi

(11)... AY —0

in je torej harmonična funkcija; na robu pa ima ta niji predpisano
vrednost odvoda v smeri normale, ker sledi iz

9 dg, DEraJR SKI

dn on dn

seveda

w(11). 9P 2f£ Zg
dn dan: dn

in sta nam oba člena na desni znana.

Kakor znano, eksistira potem k $ konjugirana harmonična funkcija 9,
ki je zaradi znanih Cauchy-Riemannovih enačb

(12)... CE rr jedi sejmi do
9X )y . dy 9X

do konstante natančno določena s funkcijo W. Na robu območja pa je
zaradi razširjene prve Cauchy-Riemannove diferencialne enačbe

uje:
| 25 2n

(ta sledi zelo preprosto iz slike 3a

op,29 dx, dpdy,.
)s 0 3x ds 9y ds

) )
— ib "cos a 4. Ž$ 'sin a —

9X 9y

(12)...

V ]H Z.
—— "cos a — — sin d —

)y 9X

| SI. 3a. Zveza med odvodi
nm 9P dy 9P dx i— >) č konjugiranih funkcij.
-)y dn 2xdn dn

z robnim pogojem (11') predpisan odvod funkcije 9 v smeri robnega loka;

če torej fiksiramo v poljubni točki roba vrednost funkcije p na 94, jo

9p
določimo za ves obod z integracijo izraza z ds inigiecit v notranjosti
se dajo računati na prej opisani način. "S
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Čim imamo določene vrednosti funkcije g po celem območju, nam
Cauchy-Riemannovi enačbi (12) omogočata tudi določiti približne vred-

nosti funkcije Y. V ta namen si izberemo vrednost funkcije V v eni točki

mreže poljubno (pri drugem robnem problemu je funkcija W določena

samo do poljubne aditivne konstante), nadomestimo enačbe (12) za vse

točke mreže z ustreznimi diferenčnimi enačbami in določimo iz njih vred-

nosti funkcije Y po celem območju.

Pri računanju funkcije Y iz vrednosti za konjugirano funkcijo g se

pojavi zaradi približnega računanja značilna težava: če gremo od točke,

kjer smo vrednost funkcije Y izbrali, po dveh različnih poteh v neko drugo

točko, bomo dobili za Y v novi točki dve različni vrednosti. Zato moramo

seveda vzeti za funkcijsko vrednost v ostalih točkah povprečje vrednosti,

ki smo jih dobili po dveh približno enakopravnih najbližjih poteh; po

potrebi pa moremo tudi vzeti prve vrednosti v okolici točke z dano vred-

nostjo funkcije Y samo kot približke in jih popraviti v skladu z enačbo (10).

Ko opravimo to nalogo za vso okolico prve točke, gremo postopoma

naprej. Kot končno kontrolo imamo še možnost, določiti na robu odvod

izračunane funkcije v smeri notranje normale in ga primerjati s predpisa-

nimi vrednostmi.

Z uvedbo konjugirane funkcije se da obravnavati tudi poseben primer

tretjega robnega pogoja, da so namreč na enem delu oboda predpisane

vrednosti funkcije, na drugem delu pa vrednosti normalnega odvoda. Z

relaksacijsko metodo moremo nadalje obravnavati problem refrakcije,

kjer je na črti pri prehodu iz enega območja v drugo dana linearna relacija

med normalnima odvodoma na eni in drugi strani črte (magnetna polja,

pretakanja vode skozi porozne plasti itd.). Dalje se da na ta način

obravnavati konformno preslikavanje zunanjosti ali notranjosti enkrat

sklenjene krivulje (n. pr. krilnega profila, raznih nosilcev in pod,) na

zunanjost ali notranjščino kroga. Tudi problemi, kjer oblika roba ni ne-

" posredno podana (iztok tekočin), se dajo brez posebnih težav rešiti z re-

laksacijsko metodo. Dalje so obravnavali R. V. Southwell in njegovi so-

delavci tudi že integracijo bolj splošnih enačb eliptičnega ali eliptičnim

podobnega tipa, kakor n.pr. biharmonično diferencialno enačbo, dalje

probleme lastnih vrednosti in lastnih funkcij za diferencialne enačbe z eno

in dvema neodvisnima spremenljivkama in v najnovejšem času so se

lotili tudi enačb paraboličnega tipa (slovstvo 6).

Za zaključek naj omenimo, da se da drugi robni problem pri Poisso-

novi enačbi rešiti z veliko natančnostjo neposredno; zaradi pomanjkanja

prostora pa se ne moremo zadržati pri tem vprašanju, ki je dokaj obširno

opisano v drugi knjigi R. V. Southwella (slovstvo 2).

6. Zgled. Kot zgled hočemo obravnavati nalogo, ki je drugim me-

todam skoraj nedostopna, medtem ko se da z relaksacijsko metodo raz-

meroma hitro rešiti. Seveda moramo pri tem dostaviti, da je oblika

območja posebno pripravna za relaksacijo in da bi pri drugih oblikah ne

prišli tako hitro do cilja. Gre za numerično določitev kapacitivnosti na

enoto dolžine za kondenzator, ki ga sestavljata dve dolgi koncentrični

prizmi kvadratnega preseka s stranicama 2 in 4. Kakor znano, gre pri tem

za določitev potenciala v območju med obema oblogama, če damo n. pr.

notranji oblogi potencial 1, zunanji pa nič. Naloga je vzeta iz znanega

dela; H. Jeffreys-B. S. Jeffreys: Methods of Mathematical Physics, Cam-
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bridge 1946, str. 281, kjer jo obravnavajo tudi na podoben način z relaksa-

cijsko metodo.

Ker ima kondenzator v preseku 4 simetrale, zadošča, da poiščemo

vrednosti potenciala samo v osminki celega preseka. Mrežo točk bomo

vzeli kvadratno po sliki 4. V prvi enačbi (10) je Z, — 0. Vrednost poten-

v d (€. o o o o o.
S. l m C

| N | kra f 000 Z
| N | al (016) -G97 /
| ou! lb 046 | 0,00 /

1 | 7 -001 | -0,04 (0,06) |-001| k ške io iy (020, 017 -002 (01) 006 -002 0
| a x le: Z
O ERM ME LI /3 ip ju NI k 044 -0,04 (022) -o02 ,
eki] RN "doz cca dož| do

ea MA | dia oro (es), —. 025kGo cam o
. mi pora E zajajki EM k Vek Ji

| (049 -oos, | | (0,16) 0,01

m 4 | 5 ar m m rni[NE -0, 0, , -0,0:z ni ra al O 053 |-G04. (032)| Ota kdo 0
l h NA |-o0t

Sl. 4. Porazdelitev potenciala Z (04), god
v kondenzatorju. Z Iza zzpri

ZA doz |-ooz
1|/ (066) 0,44 |-0,10 — (920) o

ciala 9, v srednji točki do- T b

bimo zato iz vrednosti v štirih (072) |

najbližnjih točkah preprosto uz | do. | (23-005

z enačbo (označbč po sliki 2) , 075 <002. (046), d23 č00ž. 0
1 |

(13)... g—- (pit Pt |

i pilips st ga) 1 (073) 050, 902 (6,24) o

Prve približne vrednosti 19
izračunamo v točkah, ki so
označene s črnimi krožci, in (074) | 001 | (624) | 901
jih vpišemo na levi strani 076 001 (osi) — ož4 čoor 0

točke. Prvi približek za po- |

stencial v najvišji točki do- (o,so)
0,4bimo n. pr. kot četrtino vsote Ba g00

potencialov v točkah a, b, c 1| .— (075)— osokook (g25))— o|

in d, prvi približek v naslednji £ k s
nižji točki kot četrtino vsote |
potencialov v točkah a, b, e

in f itd. Nato izračunamo vrednost potenciala v točki, ki je označena

s krogom; v simetrično ležečih točkah pa pripišemo seveda vedno takoj

enake vrednosti. Ko popravimo najprej še vrednost potenciala v točki g,

preidemo na finejšo mrežo s tem, da določimo vrednosti funkcije v

v vmesnih točkah iz vrednosti sosednih točk, ki leže zopet diagonalno.

S tem smo dobili približne vrednosti na mreži, ki je še enkrat redkejša,

kakor je potrebno, če želimo imeti rezultat, določen na dve decimalki

natančno. Z vrednostmi potenciala v novih točkah se seveda v prejšnjih
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