
44 Pay fa, V so? KRNUtili! UTE REED SUL



VSEBINA.
Članki

Kvadratura kroga (F. Križanič) . og k ka UE RENEJA 97

Oblikovanje togih krivuljnikov (O. Sajovic) . ena] lan sO
Uporaba interference na tankih plasteh (P. Gosar) a a a TI TG
Infrardeči spektrofotometri (D. Hadži) . . o... 125

Novice

Eksperimentalne potrditve enačbe U — me? (B. Ravnikar). . 132

Pospešek 4 - 10% g (J. Kalan). . ... 188

49. razstava fizikalnih ihstrumentov v Parizu (A. Moljk) o. 85

Dopisi

Nespdrazum v pojmih (M. Brezinščak) . . ... . . 187

Novi instrumenti

Instrument za merjenje koncentracije kisika v plinih (M. Kac) 1839
-

kA ee ea PE ai ea Ee er ke k er bak Li

Vprašanja Seje ei a a JE a ate ika sira gral ljana A

Odgovori 2. Ena an a en ee 1

Uredništvo je prejelo v zameno

Bilten na Društvoto na matematičarite i fizičarite od NRM, Skopje

1951, k. II, No 2.

Elektrotehniški vestnik, Ljubljana 1952, XX, št. 5—6, 7—8.
Farmacevtski vestnik, Ljubljana 1952, III, št. 7—8.
Glasnik matematičko-fizički i astronomski; Zagreb 1952, T.7 No 1, 2.
Gospodarski vestnik, Ljubljana 1952, I, št. 37—58.
Nauka i tehnika, Beograd 1952, VILI, št. 4, 5, 6.

Proteus, Ljubljana 1952/58, XV, št. 1.
Vesnik Društva matematičara i fizičara NRS, Beograd 1952, IV, št. 1-2,
Varilna tehnika, Ljubljana 1952, I, št. 1, 2.

Zdravstveni vestnik, Ljubljana 1952, XXI, št. T—8.
Život, Sarajevo 1952, I, zv. 1.
Philips" Technische Rundschau, XILI, 8, 9, 10, 11, 12.

Obzornik za matematiko in fiziko izhaja vsak drugi mesec. Izdaja ga
Društvo matematikov in fizikov LRS. Urejuje ga uredniški odbor; I. Ku-
ščer, A. Moljk, I. Vidav, A. žabkar. Odgovorni in tehnični urednik:
I. štalec. Upravo vodi I. štalec. — "Tiska tiskarna »Toneta Tomšiča«

v Ljubljani, — Naročnina za letos je 250 din. Posamezna številka 90 din.
' Naročnino nakažite na naš čekovni račun pri Narodni banki, št. 604-
95331-4. — Dopise pošiljajte in list naročajte na naslov:

Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana, poštni predal 258.



RE Ih Gbzernik za matematiko (n fiziko zb li

KVADRATURA KROGA

F. Križanič

Frustra laborant, guotguot se calculationibus fatigant
pro inventione guadraturae circuli.

ci M. Stifel 1544

Večji del današnje matematike živi v svetu realnih števil. Naš članek

namerava pokazati, kako sta geometrija in algebra kazali aritmetiki pot

skozi ta svet. Pri merjenju daljic in pri reševanju enačb so matematiki

nemalokrat naleteli na nova, dotlej neznana števila. Aritmetika je morala
nato ta števila vdelati v svojo stavbo.

Prvi tak dogodek se je odigral v pitagorejski šoli (šesto stoletje
pr. n. š.). Pitagorejci so spoznali, da ni vselej mogioče izmeriti dve daljici
z isto mero. Razmerje dveh takih daljice je neizrazljivo z razmerjem dveh
celih števil. Govoreč z jezikom današnje matematike, moremo reči: po
izbiri daljice enote ne moremo najti vsaki daljici pripadajoče število med
ulomki, Geometrija je zahtevala poleg racionalnih števil še nova števila,
aritmetika pa je — z majhno zamudo — vpeljala iracionalna števila.

Pitagorejci so odkrili, da sta nesoizmerljivi stranica in diagonala kva-
drata. če je stranica! daljica enote, predstavlja diagonala kvadrata aritme-

tiki iracionalno število, Za geometrijo samo pa je to kaj preprosta daljica.

čim si izbere daljico enote, more diagonalo kvadrata načrtati le z uporabo
ravnila in šestila. Dobro dolgo je vladalo prepričanje, da se dado vse iracio-

nalne daljice tako načrtati.

Pitagorov izrek nam omogoča, da izrazimo zvezo med števili, ki ju

predstavljata stranica in diagonala kvadrata, v jeziku algebre. Če je stra.
nica daljica enote, je mersko število diagonale rešitev enačbe x? — 2. Tako

se pojavi nov dobavitelj iracionalnih števil: algebra. Mnoge rešitve alge- '
brajskih enačb so iracionalne. Odslej nas bo zanimalo tekmovanje med

algebro in geometrijo: katera da več iracionalnih števil? Spoznali bomo,

da zajemajo rešitve algebrajskih enačb mnogo več iracionalnih števil kot

konstrukcije s šestilom in ravnilom. Nato pa bomo videli — in to bo glavni
namen našega kramljanja — da je geometrija mnogo bogatejši rudnik
iracionalnih števil kakor algebra, če se le odpovemo izključni uporabi

ravnila in šestila.

"Koreni algebrajskih enačb ne izčrpajo vseh iracionalnih števil. Zato

je umestna razdelitev števil na algebrajska in transcendentna števila. Alge-

brajsko število je tako število, ki je koren kake algehrajske enačbe s celimi

števili kot koeficienti, transcendentna števila pa te lepe lastnosti ne pre-

morejo. To razdelitevssta uvedla Descartes (1637) in Leibniz

(1686). Svoj pomen pa ima ta razdelitev, odkar sta J. Liouville (1844)

in G. Cantor (1874) vsak po svoje dokazala, da res obstoje števila, ki

ne rešijo nobene algebrajske enačbe.
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Trije stari orehi so ozko povezani z obravnavano snovjo. To so trije

znameniti problemi antične matematike: podvojitev kocke, raztretjinjenje
kota in kvadratura kroga.

Prvi problem omenja Euripides (485—406 pr. n. š.) v svoji —

danes žal izgubljeni — drami Poleidos: Krečanski kralj Minos gradi

grobnico svojemu sinu. Glauku. Stavbenik mu prinese načrte, po katerih

bi naj bil grob kocka določene velikosti, Minos mu de:

Premajhen zasnoval si mi kraljevski grob,

Podvoji ga, lik kocke pa ohrani! |

Nalogo: načrtati z ravnilom in šestilom rob kocke, ki ima dvakratno

prostornino kocke z znanim robom, so si dolga stoletja zastavljali veliki

in mali matematiki. Nikomur ni uspelo rešiti to nalogo le z ravnilom in

šestilom, Matematika danes ve, da je to nemogoče. Problemu moremo dati

zelo preprosto algebrajsko obliko, iČe je rob kocke daljica enote, zadošča

neznani rob 4 enačbi tretje stopnje:

42

Tudi drugi problem: razdelitev .kota na tri enake dele, se upira rešitvi

z ravnilom in šestilom prav tako kakor prvi. Preoblecimo ga v algebrajski

kroj! Imenujmo iskani kot 9! Znani kot je tedaj 39. Trigonometrija nam

pove zvezo med obema kotoma:

4 cos" p — 3 c0S pg — C0S8 9

Pomnožimo to enačbo z 2 in vpeljimo novo neznanko xg — 2cos 9! število

a — 2 cos 39 pa je znano. Raztretjinjenje kota je torej povezano z rešitvijo

kubične enačbe:
aš —3a—a—0

Oba problema, se upirata rešitvi z ravnilom in šestilom, mogoče pa ju

je ugnati z drugimi sredstvi. Pri delu z ravnilom in šestilom iščemo preseke

krogov in premic. Pokličimo na pomoč druge krivulje, pa bomo kos obema

nalogama. Zgodovina nam o tem priča z obilnim gradivom. Navedimo

le nekaj rešitev drugega problema: Arhimedes Sirakužan (287

do 212 pr. n. š.) je raztretjinil kot s pomočjo krožne konhoide, Niko-

medes (okoli 180 pr. n. š.) pa je iskal pomoči pri krivulji, ki ji danes

pravimo Nikomedova konhoida, Apolanij Pergejec (265—170.

pr. n. š.) je pri reševanju s pridom uporabil stožnice.

Tretji problem stanega veka, znan pod imenom kvadratura kroga,

zahteva: Pretvori dan krog v ploščinsko enak kvadrat! Nalogo moremo

hitro prevesti v analitično obliko. Polmer znanega kroga bodi r, stranica

iskanega kvadrata pa x. Med obema velja zveza:

a? < gr?

in za rešitev problema je odgovoren značaj sorazmernostnega faktorja z.

Plutarh (46—125 n. e.) nam priča, da se je s to nalogo prvi

ubadal Anaksagoras Klazomenaičan (499—428 pr. n. š.).

Nikakor ne utegnemo pregledati uspehe in neuspehe njegovih naslednikov".

Omenimo le, da se je izjalovil vsak trud, ki je meril na rešitev z ravnilom

% Vedoželjni bralec bo našel izčrpnejši zgodovinski pregled v članku A. Peterlina: Kvadralura
kroga (Proteus IX, str. 39) in v. knjižici Stjepana Škatice: Kvadratura kruga (Mala biblioteka za
matematiku, fiziku i kemiju, Zagreb 1951),
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in šestilom. Svojo pomoč so odpovedale tudi algebrajske krivulje, rešitev
je uspela le s pomočjo transcendentnih krivulj".

Za primer naj nam služi Deinostratos (okoli 335 pr. n. š.), ki

je zmogel to nalogo s pomočjo kvadratrikse. To krivuljo je uporabljal že

Hippias Eližan (okoli 420 pr. n. š.) za raztretjinjenje kota. Enačba

kvadratrikse je x —y' ctgš z y. Krivulja je očitno sestavljena iz več vej.

Nas zanima le glavna veja, ki gre skozi točki (0,1) in (2/7,0). Za naše

potrebe moramo torej najti presek krivulje z osjo x. Tej nalogi pa nismo

kos z uporabo samega ravnila in šestila. Odtod naprej pa nas bi obe pri-
pravi lepo vedli do cilja. Presečišče, ki predstavlja število 2/7, bi zrealili

okoli kroga enote in tako dobili 7/2; to bi podvojili in nato poiskali koren

dobljenega števila x, saj vemo, da je koren srednja geometrijska soraz-

mernica števil z in 1. Uporabimo Euklidov izrek ali višinski izrek. Ko

imamo Va, povečamo polmer kroga v razmerju l:Yx, pa smo na cilju:
dobljena daljica je stranica ploščinsko enakega kvadrata.

Konstrukcije z ravnilom in šestilom. Že Platon (428—348 pr. n. š.)

je priznaval geometrijsko točnost zgolj tistim ikonstrukcijam, ki so izvršljive
v končno mnogo korakih le z ravnilom in šestilom. Tako sodi tudi današnja

matematikain zato ne šteje za geometrijsko stroge tiste rešitve, ki so sicer
pravilne, pa so dosežene z drugimi sredstvi.

Svoje naloge smo preoblekli v analitični kroj in sedaj bi adi iz njega
spoznali, ali je naloga geometrijsko strogo rešljiva ali ne. Znana števila,
ki nastopajo v analitičnih zvezah, predstavimo kot točke na ravnini kom-
pleksnih števil. Tudi rešitve svojih enačb bomo našli kot točke te ravnine.

In na vprašanje, kdaj moremo iz znanih točk priti do iskanih le z uporabo
ravnila in šestila, nam odgovarja tole sodilo (kriterij):

Naloga je geometrijsko strogo rešljiva, če je enačba, ki jo analitično

predstavlja, rešljiva le s kvadratnimi koreni.

Pogoj je potreben: točke, ki jih iz znanih dosežemo le z uporabo rav-
nila in šestila, so presečišča krogov in premic. Vsak korak konstrukcije se

analitično zrcali kot sočasna rešitev dveh. enačb:

gi iji - ag - by -e—0

Ax - By - C—O0,

ki pa se očitno izraža s kvadratnimi koreni.

Pogoj pa je tudi zadosten. Vse racionalne računske operacije in
iskanje kvadratnega korena moremo ina kompleksni ravnini predstaviti

s takimi transformacijami, ki jih geometrijsko dosežemo le z ravnilom in

s šestilom, Vsoto in razliko dveh kompleksnih števil dosežemo s paralelnim

premikom, množenje in deljenje pa zahtevata vrtež za dani kot in povečanje

daljice v danem razmerju. Prav tako pa lahko načrtamo kvadratni koren.

Koren kompleksnega števila z < r ' eiv je število z"-<r'e" cip/!?. Koren naj-

demo torej, če razpolovimo kot in poiščemo srednjo geometrijsko soraz-

mernico r": števil 1 in r; 1:r%—r'" sr, Vse te operacije pa res lahko

izvedemo le s šestilom in ravnilom.

To sodilo nam pove, da sta podvojitev kocke in raztretjinjenje kota

geometrijsko točno nerešljivi nalogi. Oba problema smo izrazili z enačbami.

tretje stopnje. Nobena izmed teh enačb ni rešljiva s kvadratnimi koreni.

% Krivulja je algebrajska, če je zveza med koordinatami njenih točk algebrajska, sicer pa je

krivulja transcendentna.
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(Za nekatere vrednosti parametra a, n. pr. za a —0 in a—2, je enačba

za raztretjinjenje kota rešljiva s kvadratnimi koreni, v splošnem pa ni.)

Ostane nam še tretja naloga: kvadratura kroga. Videli smo že, da je

za njeno rešljivost odgovorna narava števila z. Naloga je rešljiva, če

se da število 7 izraziti s samimi kvadratnimi koreni. Vprašanje, ali je

število 4 izrazljivo s samimi kvadratnimi koreni,

bomo podredili splošnejšemu, vprašanju: ali je število z sploh
algebrajsko število. Saj je vsako s kvadratnimi koreni izrazljivo

število rešitev neke algebrajske enačbe.

Algebrajska števila smo imenovali rešitve enačbe s celimi koeficienti:

(z)— kai - az! o...-a,,zJ-ad—0 -—1

Stopnja te enačbe je n, če je a, -< 0. Ta enačba ima n korenov: a,, 4,,... a,,

ki morejo biti med seboj: enaki, Levo stran enačbe moremo zapisati tudi

s koreni:
f(z) —a,(z—a,))(z—a,)... (z— a,) IM

Če je vodilni koeficient enačbe enak 1, imenujemo rešitve enačbe cela

algebrajska števila. Pomnožimo enačbo (1) oz. (1) z a,"", tako dobimo

enačbo:

(4,2)" z a,(a,z)"i 4... dv a,"?:a, ,(doz) -- ata, —0

ali:

(a,z — a,a,) (a,z — d,a,)... (doz — doa,) — 0

V zadnji enačbi smo a," porazdelili po vseh linearnih faktorjih, vsak je

privzel faktor a,. Upeljimo novo neznanko z —a,z! Tako dobimo enačbo

z vodilnim koeficientom 1 in celimi koeficienti:

A, m 4, A, — A, a,, ... A, — a, a,
ga - A,z! -- s lek -J- A, aZ -- A, — 0 1%

(8 —a/) (Z —a;)... (£—a) —0 1"

Rešitve te enačbe so cela algebrajska števila:

s d — (Kay A; — laAyeev Ag — blpe

Koeficienti enačbe (1%) se prav preprosto izražajo z njenimi koreni.

Zmnožimo linearme faktorje v enačbi (1"), pa uvidimo, da je:

—A,—a, bad, -- ... Edin

A, —a/'a, Hb ajd b..,E A pnadn

B č h

(—1)nA, —a''d,...a,

Izrazi na desnih straneh so simetrične funkcije korenov, Kakor koli že

premešamo korene med seboj, vedno se ti izrazi ohranjajo, neobčutljivi

so za permutacije korenov.

Simetrične funkcije, ki smo jih spoznali, so najpreprostejše. Pravimo

jim elementarne simetrične funkcije. Pozneje bomo srečali še druge sime-

trične funkcije, v katerih bodo spremenljivke. (koreni) povezane na bolj

zamotan način. Funkcije pa bodo še vedno zadosti pohlevne. Spremenljivke

bodo v njih povezane le z racionalnimi operacijami: s seštevanjem, z odšte-

vanjem, z množenjem in z deljenjem. Take funkcije imenujemo racionalne
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funkcije; če pa je pri tem izvzeto še deljenje, imenujemo funkcijo celo

racionalno funkcijo. Funkcije korenov, ki jih bomo srečali, bodo imele

torej kar tri oznake, To bodo cele racionalne simetrične funkcije. Kjer

bomo v nadaljnjem rekli simetrična funkcija, bomo seveda mislili: cela

racionalna simetrična funkcija.

Vsaka racionalna simetrična funkcija se da z elementarnimi simetrič-

niimi funkcijami izraziti na racionalen način. Ker pa so elementarne sime-

trične funkcije korenov enačbe (1") do predznaka enake njenim koefici-

entom, velja:

Vsaka racionalna, simetrična funkcija korenov enačbe (1%) se da racio-

nalno izraziti s koeficienti te enačbe.

Ker v celi racionalni simetrični funkciji nikdar: ne nastopi deljenje in

ker so koeficienti enačbe cela števila, moremo reči:

Vsaka cela racionalna simetrična funkcija korenov enačbe (1%) je

celo racionalno število.

Za primer navedimo vsoto kvadratov vseh korenov enačbe, ki je očitno

cela racionalna simetrična funkcija. Ta je enaka A, "—2A,, kakor nam

pokaže lahek račun. Primer naj nam nadomesti dokaz, ki jesicer preprost,
a za nas preobsežen.

K celim algebrajskim korenom enačbe (1): a,, Xaee. Up Privzemimo

še vse mogoče. vsote po dva korena: a'a dapo a', JI O zee s Una On,
nato vse mogoče vsote po tri korene:a,-a,.-a,a,J-a,-ta',...,

dna JE Una UE dn, potem dodajmo še vse mogoče vsote po štiri korene in
tako nadaljujmo, dokler ne pridemo do vsote vseh korenov: a', - 4,--...

J-a,. Vse dobljene izraze zaznamujmo na kratko z B',, 6.,...B'n, kjer

je N njihovo število. Tvorimo enačbo, ki ji ti izrazi zadoščajo:

(z —BI(Z—B,)...(E —BN)—O,

in si oglejmo koeficiente te enačbe! Ti so simetrične funkcije '-ov. Izrazimo

vse (' z a, pa dobimo koeficiente kot simetrične funkcije a'-ov. Res! Če

zamenjamo a'-e med seboj, se tudi 6" le premešajo, pri tem pa se koeficienti

ohranjajo. Ker so koeficienti naše enačbe simetrične funkcije korenov

enačbe (1"), so po izreku, ki smo ga omenili, cela števila.

Podobno moremo sklepati tudi za enačbo (1). Tvorimo vse možne

vsote a,, a,..., Ad; J- d,,..., Ad, - A, MRA;,..., A,b-a, b...--a, in jih

označimo z 6,, 6,,...6n! Ker velja za vsak a zveza: a — doa, velja ta očitno

tudi za 6: — ap. Enačbo, ki ji zadoščajo 6, dobimo kar, če iz enačbe,

ki ji zadoščajo 6', izpostavimo 4, in uvedemo neznanko z :z — a,z:

a,N(z—B,)(z—B,)... (z—Bn) —0

Nekaj (-ov more biti enakih 0. Tedaj je leva stran enačbe deljiva

z neko potenco z-ja, Od nič različne označimo z B,,8,... Br,, v je njihovo

število, Enačba, ki ji zadoščajo od nič različni 6, je torej stopnje r:

boz' -b,zit...4ab, zdab, <0 2

Prav toliko je od 0 različnih 6, ki tudi zadoščajo enačbi stopnje r, ki pa
ima vodilni koeficient enak 1:

zr PBz'Aa,,.A4 B,,z -B, 5-0 2'

Eulerjeva iormula in Euleijeva funkcija. Naravo števila x nam bo po:

jasnila analiza. Domnevo, da je število x transcendentno, je že leta 1755
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postavil L. Euler. Pravilnost te domneve je dobrih sto let pozneje do-

kazal F. Lindemann. (1882.)

Pri dokazovanju se bomo oprli na tole zvezo med številoma e in z:

eitf1<—0, 3

ki sledi iz Eulerjeve formule: es — cos x -- i sin 4 za £— a.
Razen tega pa bomo potrebovali še osnovne lastnosti Eulerjeve funk-

cije T(p), ki jo definira integral:
oe)

F(p)— [x e" dz 4
o

Lahek račun pove, da je I'(1) < 1. Z integracijo per partes pa dobimo

brez posebnih težav zvezo:

E(p) <— (p—1). T(p—1)

Odtod spoznamo, da je za vsak celi pozitivni p vrednost funkcije tudi

celo število, in sicer kar:

T(p) —12... (p—l) < (p—1)! 
4y

vok ok

Dovolj smo pripravljeni? da se lotimo svoje glavne naloge: dokaza,

da je število z transcendentno. V dokazovanju bomo sledili Hilbertu,

ki nam je precej poenostavil Lindemannova razmišljanja: Dokaz,

da število z ne zadošča nobeni algebrajski enačbi, bomo naslonili na

Eulerjev obrazec (8). Če je z algebrajsko število, je z njim algebrajsko

tudi število iz"). Algebrajska enačba, ki ji zadošča število iz naj ima

korene a,, a,...an (med temi koreni je tudi naš ir). Prav. gotovo velja:

(1-- 6%) (146%)...(1 -- e%) —O0,

ker je po (3) vsaj tisti faktor enak 0, kjer je eksponent iz. Zmnožimo!

ldett... gem peut«g,,,p emitani,,, p eat...tan

V izrazu, ki smo ga tako dobili, morejo biti nekateri eksponenti

enaki 0. Vsak tak člen z eksponentom 0 je enak LT, Vse člene, ki so enaki 1,

združimo v en sam člen a, ki je celo, od nič različno število. (Tudi če so

vsi eksponenti od nič različni, je a— 1). Ostali členi pa so prav naši znani,

od nič različni $, B,,... Br, ki so, kakor vemo, algebrajska števila. Zadnji

izraz lahko pišemo krajše:

a d- eB. de%dj..,J obr — 0 zao:

Da uvidimo transcendentnost števila 7, zadošča dokazati tale izrek:

Relacija (8') je neizpolmljiva, če so B,, B,,... Br algebrajska števila. .

Res, če velja ta izrek in je z algebrajsko število, ne more veljati

Eulerjev obrazec (8).

Naj bo x koren enačbe 4,X" -- a,x1-!]-...-- ap., X -- dn — 0. Pomnožimo enačbo z žn

in vpeljimo novo neznanko č — x, tako dobimo enačbo, ki ji zadošča število žx. V tej enačbi so

nekateri koeficienti imaginarna števila:

a,ŠA dia čmi — a,Em?— ja, Em3-].,, £ ittap, Šdittap —0
Pomnožimo vso enačbo s polinomom, ki je: iste stopnje kot leva stran enačbe, koeficienti pa so

konjugirani koeficientom enačbe, 'Tako dobimo enačbo za žx, ki ima racionalne cele koeficiente:

a?, gin (aj, —2a,a)č?m?--... --(a?p., — 2ap., dn)?S- a?n —
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Dokaz gornjega izreka oprimo na dve lastnosti števila 0! Prva pove, da

je produkt enak 0, če je vsaj en faktor enak 0, druga pa odlikuje število 0

kot tisto celo število, ki je deljivo z vsemi celimi števili. Predpostavimo torej,

da je relacija (3'): izpolnjena in iz te predpostavke izpeljimo protislovje!

Enačba ,(8') ostane v veljavi; če jo pomnožimo s kakšnim od niči

različnim številom. Poskusili bomo najti tako celo število, da bomo mogli

produkt leve strani enačbe (3') in tega števila pisati kot vsoto dveh števil.

Prvo število bo celo racionalno število, gotovo različno od nič, drugo število

pa bo manjše od 1. Vsota dveh takih števil pa prav gotovo ne more biti

enaka nič. Tako bo naša predpostavka ovržena in izrek bo dokazan,

Vsa umetnost tiči torej v tem, da najdemo primerno celo število,

.s katerim bomo pomnožili enačbo (8').

Produkt našega števila in vsote več eksponencialnih členov bi nato

radi razčlenili v dve števili: prvo število hočemo kot celo racionalno število,

drugo pa mora biti zadosti majhno. Skušajmo to nalogo ugnati s primerno

linearno kombinacijo vrednosti funkcije [(p), pri celoštevilčnih argu-

mentih p, p --1,..., p --n, ki jo delimo še s (p—1)!:

pot Pt TPAVA ...fb 6 T(p--n)

(p—1)!
Si!

Koeficiente c,, c,,...€n, ki so cela števila, ter p in n bomo določili

pozneje. Za sedaj izberimo le c, 50 in naj ne bo c, deljiv s p. število H

je v tem primeru od nič različno celo število. Upoštevajmo, da je pri celem

argumentu vrednost funkcije [(p) določena z (4'). Ulomek (5) moremo

tedaj krajšati s (p—l) ! in tako uvidimo, da je prvi člen v številu H enak c,,

vsi nadaljnji členi pa so deljivi s p. Ker pa je p > cen, prvi člen ne more biti

deljiy s p in z njim vred tudi število H ne. Število H je tedaj celo število,

ki ni deljivo s p. Tako število pa je gotovo razjično od nič, kajti nič je

deljiv z vsakim celim številom, 4

Številu H moremo dati še drugo obliko, če upoštevamo definicijo

funkcije K (p). Po definiciji (4) te funkcije moremo namreč pisati:

(oe) oo [oe]

(p—)!H—a [ze € dz -t ča [z čidet...o, [apt"ne" da,
o o o

Vsota integralov pa je enaka integralu vsote. In tako dobimo:

oo

(p—1)!H—] 2?'p(z)' e" dz,

o

kjer je (z) polinom stopnje n s koeficienti c,,...,.€n.

S tako določenim številom H pomnožimo enačbo (3'), ki jo pišimo

raje s sumacijskim znakom:

S šT

a:HJ4Ž e?%.H—0
si—I
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Vsak člen pod sumacijskim znakom moremo razcepiti v dva člena tako,
da izvršimo v H integracijo v dveh korakih: najprej od 0 do 64, nato pa
od 6; do co." S tem pa tudi levo stran enačbe razcepimo v dva člena:

A J-B—0, 6
kjer pomeni: 1

A—a:Hs- — — —eBs ča (2): e?dz 6
(p—l)! io ge

i Pd
B—— Bs [ zpa (z)?dz 6'razi?5 e JI g(z)

število p in koeficiente RIH 9(z) bomo mogli določiti tako, da
bo člen A celo racionalno, od nič različno število, člen B pa bo manjši od 1.

Prvi, člen 4H je gotovo različen od nič, ker sta oba faktorja a in H
od nič različna, Parameter p naj bo sedaj praštevilo, 'večje od a. Za vsak
tak v je produkt aH tuj parametru p, ČA je produkt deljiv s praštevilom p, je

vsaj en faktor produkta deljiv s tem praštevilom, V našem primeru pa sta

oba faktorja temu praštevilu tuja.

Polinom g(z) določimo tako, da bo bazlika A — aH celo število, deljivo
s praštevilom p. V vseh integralih izraza (6') vpeljimo nove spremenljivke
z zvezo —z— Bs:

(P—D!(4—ab— Z [eŠ(E-BI) p(č-E BIdE
se1 9

Sedaj imajo vsi integrali iste meje in vsoto integralov moremo pisati kot

integral vsote:

(p—)! (4—a)— fe bi (Č- Bo) Op (č pode 6)

Vsoto, ki je pod integralskim ER uredimo po potencah spremen-
ljivke č. Tako dobimo polinom, ki ga označimo % (0).

BD) - Z (CE B) HE (Če BO

Koeficienti tega polinoma so simetrične funkcije (-ov, saj je vsota na

desni strani očitno neobčutljiva za vsako permutacijo f-ov. Integral sam

bo zopet neka linearna kombinacija. vrednosti funkcije I'. Najmanjša vred-

nost funkcije H, ki nastopi v tej kombinaciji, pa ne sme biti manjša od

T(p --1), ker hočemo, da bo.integral deljiv s p! Najnižja potenca spre-

menljivke č v polinomu db(D, mora biti tedaj čr. Vsota je prav gotovo
deljiva s kakim številom, če je vsak njen člen deljiv s tistim številom.

Tako vidimo, da mora: biti pv(Š-- Bs) deljiv s ČP pri vsakem s. To pa
pomeni, da mora biti polinom 9(z) pri vsakem s deljiv z (z — «)P. Našim

zahtevam torej: zadostimo, če izberemo za polinom (z) s primerno kon-

stanto pomnožen produkt [(z —6,) (z —8B,) .... (z — Br)1?. Polinom $g(z)

je tako v bistvu p- ta potenca polinoma, katerega koreni so števila B.

% Števila B, so vobče kompleksna, zato moramo oba integrala izvršiti v kompleksnem smislu.

Funkcija, ki jo integriramo, je cela funkcija (edina singularnost te. funkcije je.v neskončnosti), zato

smemo integrirati po poljubni poti, ki veže obe mejni točki. Prvi integral izvršimo po premočrtni

spojnici izhodišča in točke Bg, drugi integralpa po vzporednici realne osi, ki gre skozi točko

Bs. Vse lastnosti integrala v kompleksnem, ki jih bomo potrebovali, so enake lastnostim integrala

v realnem, zato smemo brez skrbi izvršiti vse nadaljnje pretvorbe.
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Konstanto, s katero je deljiv polinom (z), določimo tako, da bodo

koeficienti, polinoma (č) cela racionalna števila. Spoznali smo že, da

so ti koeficienti simetrične funkcije f-ov. Da bodo: cela; števila, pa morajo

biti simetrične funkcije celih algebrajskih števil 4. Zveza med števili (' in

B je kaj preprosta: 8 —db,8. Konstantni faktor polinoma (z) izberimo

kot primerno potenco koeficienta b,. Faktorje b,, ki jih vsebuje konstanta,
porazdelimo po linearnih faktorjih produkta (č -- ps)?" p(č -- 65). Prvi

faktor porabi p — 1 konstant ds, polinom p(č -- Bs) pa pobere (r—1):p

faktorjev (ker faktorja čp ne obremenimo s konstanto 5,). V celoti potre-

bujemo torej p—1 --- (r—1)' p — pr —1 faktorjev 5,. Konstantni faktor

polinoma (z) je torej enak b,?"—! in tako je polinom 9(z) popolnoma

SRAM (2) —BPL(z — B) (E— Bi)... (e— BO]?
V oglati oklepaj privzemimo še konstanto do:

p(z) —b,MEH1[5,(z — B)(z—B,)... (z— Br)1P

V oglatem oklepaju je sedaj; prav leva stran enačbe (2), ki ji zadoščajo 6:

9(z) — b,P DI [bozr - b,z"i 4t...-b,, zas b,]P

Tako smo določili polinom 9(z) in z njim tudi koeficiente Cone... Cn V izrazu
(5).Za nas je važen le svobodni člen polinoma (z), to je "ideficient Cu«
Binomski izrek nam pove, da je c,—b:'b, M4 stopnja polinoma

7v(z), to je število n, pa je enaka n —pr, število p smo izbrali tako, da
Je bilo praštevilo, tuje koeficientu c,. To pa dosežemo, če je p praštevilo,
večje od števil b, in br. število c, pa je tudi gotovo različno od nič, ker je

produkt dveh od nič različnih števil. Res, če bi bil b, —0, bi stopnja

enačbe 6 ne bila r, če pa bi bil bx — 0, bi imela enačba korene, enake 0, kar

pa ni. Tako vidimo, da zadošča polinom (z) vsem našim zahtevam. Sedaj

moremo pisati:

DO [reči> zr [beat objet... brle "de 5— —— o Tr

(p—1)! »J
Vrnimo se k polinomu (č). Upoštevajmo, kaj pomeni p(z), pa mo-

remo pisati:

BOŽ (Če BA DPTU(EA B— BO (ČE Bo—B, JCBe—B ega) B—BIJE
s—l

izpostavimo iz členov vsote skupni faktor čP:.

POLE Z (ERA DP OE poe H Br Bel PROV

posamezne faktorje potence b,P"? porazdelimo po posameznih- linearnih

faktorjih. Tako dobimo:

D(Č, <2x (bo B JS (ič BS —B,)... (baš BB)(bš B.— BA)...

»(b,E--8', —B)P

Vsoto na desni strani uredimo po potencah spremenljivke č. Koefi-
cienti so simetrične funkcije $'-ov, ker je vsota neobčutljiva za permutacije

B-ov. V vsakem členu je odlikovan en $'; če 4" permutiramo, se členi samo
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zamenjajo med seboj, vsota pa se pri tem ne spremeni. Ker so koeficienti

simetrične funkcije celih algebrajskih števil 6', ki so rešitve enačbe (2'),

sa po znanem izreku cela, racionalna števila. 'Ta števila bomo zaznamo-

vali C«,..., Cy. število N je očitno enako številu linearnih faktorjev v vsa-

kem členu vsote, torej N — pr — 1. Tako moremo pisati:

Db()— čP(C,6N-- C,N-1E. a NI č-- Cn)

In če vstavimo to v relacijo ("), dobimo:

(P—)MA—aH)< fe P(C, Np... Cn)d

in po integraciji: :

(P—U!(A—aH)< CXT(ptI) £O-T(pA-2)£...-GT(pA-N-A1)

Upoštevajmo (4') in delimo s (p — 1)! pa uvidimo, da je razlika A — aH
res deljiva s p. Pišimo: A —aH — pM, kjer je M določeno celo število, pa

moremo sklepati, da je A od nič različno število. število A je vsota dveh

členov A —aH 4 pM.

Prvi člen aH je tuj številu 9, drugi pM paje z njim deljiv. število A torej

ni deljivo s p in tako ne more biti enako 0, ker je 0 deljivo z vsakim

številom.

Tako smo končali prvi del dokaza:

Število A (6') je celo, od nič različno število, če je množitelj H do-

ločen z integralom (5') in je praštevilo p tuje številom a, bo in b;, ali p >a,

p >b,, V > br.

Lotimo se še drugega. dela dokaza! Uvideti moramo, da je število

B manjše od 1, če je le število p zadosti veliko. Ocenimo najprej posamezne

člene vsote B! Integral v kompleksnem je — prav kakor integral v realnem

— manjši od produkta zgornje meje podintesralske funkcije in dolžine

integracijske poti. Absolutna vrednost podintegralske funkcije je enaka

produktu absolutnih vrednosti posameznih faktorjev: | eP.—| : /z |P—!- |p(z) |,

dolžina poti pa je |8s|, ker integriramo po premočrtni spajnici točk 0

m Bs. Na vsej integracijski poti je |zl<|8s,. Vrednost integrala je tedaj

gotovo manjša od zgornje meje izraza

Še pla
| e8s—z|. |, PSI|E(2)|.|Bs|—|Bs.e Po .b, o PO .(b,2'--b,2-!4... br ]P

Vse točke 6; leže na nekem končnem območju in na tem območju izraz,

ki je med navpičnimi črtami, gotovo ne raste preko vsake meje. Najti

moremo torej število ,,, ki ga naš izraz na tem območju nikdar ne preseže.

To pomeni, da ostane izraz pri vsakem s in pri vsakem z, ki leži na tem,

območju, pod številom 1. Tedaj pa velja za vsak člen števila B:

Le? a ei —zp(z)e?dz|< uP

Ocenimo sedaj število B:

1 S—r 3 8s de m

B< ni ž le s zP—! g(z)e-? dz |,
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upoštevajmo oceno za integrale, pa dobimo:

Zdi
(p—1)!

število B je majhno, kakor želimo, če le izberemo število p zadosti

veliko. Saj vemo, da pri zadosti velikih številih p narašča potenca ,,P mnogo

počasneje kakor fakulteta (p — 1)!. Že prej smo določili številu p spodnjo

mejo, sedaj pa ga po potrebi še povečajmo, da postane število B manjše

od 1.

Tako smo zaključili drugi del dokaza:

število B je manjše od 1, če je le parameter p v imtegralu 'H zadosti

velik,

Združimo izsledke dosedanjega razmišljanja, pa moremo pribiti, da je

vsota A -- B različna od 0 v nasprotju z našo predpostavko, ki je zahtevala,

da bodi ta vsota v vsakem primeru (pri vsakem H). enaka 0. Predpostavka

je s tem protislovjem ovržena in izrek je dokazan.

B < r-

KU

Tako je pred sedemdesetimi leti Lindemann dokazal, da je šte-

vilo 77 transcendentno. Problem kvadrature kroga, ki je tisočletja belil glave

matematikom in nematematikom," je bil za matematiko rešen. Spoznala je,

da je v svoji prvotni zasnovi, ki zahteva rešitev s šestilom in ravnilom,

nerešljiv, Lindemann je strogo utemeljil slutnjo, ki jo je leta 1544

v svoji knjigi Arithmetica integra zapisal M. Stifel: Jalov je trud vseh,
ki se ubadajo z računi, da bi dognali kvadraturo kroga.

OBLIKOVANJE TOGIH KRIVULJNIKOV

Oton Sajovic

Za risanje nekaterih posebnih, v praksi nastopajočih krivulj, kot so

stožernice, najpreprostejše spirale, krožna evolventa, verižnica, sinusova
krivulja in podobno, obstoje za vsako krivuljo priprave, ki jo rišejo

mehanično [1]. Precizni tehnični risar pa je vendar iz razumljivih raz-

logov tudi pri teh krivuljah navezan na risanje s krivuljnikom; še celo

pa mu je ta neobhodno potreben pri tuširanju vseh raznolikih krivulj,

za risanje katerih ni in po vsej priliki tudi v bodoče ne bo kake primernejše

priprave. Najsi je krivuljnik elastičen, t. j. take vrste, da mu moreš s pri-

tiskom prstov dati potreben profil, ali tog, t. j. s stalnim profilom, risar

v splošnem brez njega ne bo mogel s tušem napraviti oblikovno dovršene

nekrožne krivuljčne poteze povsod tam, kjer je potrebno predočiti krivuljo

tako, da ustreza risba čimbolj teoretično podani obliki. V naših podjetjih

za izdelovanje tehničnih pripomočkov in učil zelo uporabnih elastičnih

krivuljnikov še ne izdelujejo, pač pa le toge. Na razpolago so krivuljniki

z različnimi profili, vendar moremo ob njih ugotoviti le to, da so malo

uporabni ter da. zadoščajo le najpreprostejšim zahtevam, v glavnem za

tuširanje stožernic.

% Koliko preglavic so nematematiki prizadeli Akademijam znanosti, ko so od njih zahtevali
priznanja in slave za domnevno rešitev te naloge, bo bralec zvedel iz članka M, Petroviča: Kvadra-
tura kruga, (M, Petrovič: Članci, NK Beograd 1951).
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