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KVADRATURA KROGA
F. Krizanid

Frustra laborant, quotquot se calculationibus fatigant

pro inventione quadraturae circuli.
' M. Stifel 1544

Vedji del danasnje matematike Zivi v svetu realnih Stevil. Na§ ¢lanek
namerava pokazati, kako sta geometrija in algebra kazali aritmetiki pot
skozi ta svet. Pri merjenju daljic in pri reSevanju enacb so matematiki
nemalokrat naleteli na nova, dotlej neznana Stevila. Aritmetika je morala
nato ta Stevila vdelati v svojo stavbo.

Prvi tak dogodek se je odigral v pitagorejski Soli (Sesto stoletje
pr. n. §.). Pitagorejci so spoznali, da ni vselej mogoce izmeriti dve daljici
7z isto mero. Razmerje dveh takih daljic je meizrazljivo z razmerjem dveh
celih Stevil. Govoreé z jezikom danasnje matematike, moremo re€i: po
izbiri daljice enote ne moremo najti vsaki daljici pripadajofe Stevilo med
ulomki. Geometrija je zahtevala poleg racionalnih Stevil Se nova Stevila,
aritmetika pa je — z majhno zamudo — vpeljala iracionalna Stevila.

Pitagorejci so odkrili, da sta nesoizmerljivi stranica in diagonala kva-
drata. Ce je stranica daljica enote, predstavlja diagonala kvadrata aritme-
tiki iracionalno Stevilo. Za geometrijo samo pa je to kaj preprosta daljica.
Gim si izbere daljico enote, more diagonalo kvadrata nacrtati le z uporabo
ravnila in Sestila. Dobro dolgo je vladalo prepri¢anje, da se dado vse iracio-
nalne daljice tako nalrtati. '

Pitagorov izrek nam omogoca, da izrazimo zvezo med Stevili, ki ju
predstavljata stranica in diagonala kvadrata, v jeziku algebre. Ce je stra.
nica daljica enote, je mersko Stevilo diagonale resitev enacbe x% = 2. Tako
se pojavi nov dobavitelj iracionalnih $tevil: algebra. Mnoge reSitve alge- -
brajskih enacb so iracionalne. Odslej nas bo zanimalo tekmovanje med
algebro in geometrijo: katera dal veé iracionalnih Stevil? Spoznali bomo,
da zajemajo reSitve algebrajskih enadb mmogo veé iracionalnih Stevil kot
konstrukeije s Sestilom in ravnilom. Nato pa bomo videli — in to bo glavni
namen naSega kramljanja — da je geometrija mnogo bogatejsi rudnik
iracionalnih Stevil kakor algebra, ¢e se le odpovemo izkljuéni uporabi
ravnila in Sestila.

‘Koreni algebrajskih enaéb ne izérpajo vseh iracionalnih Stevil. Zato
je umestna razdelitev Stevil na algebrajska in transcendentna Stevila. Alge-
brajsko Stevilo je tako Stevilo, ki je koren kake algebrajske enacbe s celimi
Stevili kot koeficienti, transcendentna Stevila pa te lepe lastnosti ne pre-
moreio. To razdelitevesta uvedla Descartes (1637) in Leibniz
(1686). Svoj pomen pa ima ta razdelitev, odkar sta J. Liouville (1844)
in G. Cantor (1874) vsak po svoje dokazala, da res obstoje Stevila, ki
ne reSijo nobene algebrajske enacbe.
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Trije stari orehi so ozko povezani z obravnavano snovjo. To so trije
znameniti problemi antiéne matematike: podvojitev kocke, raztretjinjenje
kota in kvadrature kroga.

Prvi problem omenja Euripides (485—406 pr. n. §.) v svoji —
danes 7al izgubljeni — drami Poleidos : Krefanski kralj Minos gradi
grobnico svojemu sinu Glauku. Stavbenik mu prinese naérte, po katerih
bi naj bil grob kocka dolo¢ene velikosti. Minos mu de:

Premajhen zasnoval si mi kraljevski grob.
Podvoji ga, lik kocke pa ohrani! '

Nalogo: nacrtati z ravnilom in Sestilom rob kocke, ki ima dvakratno
prostornino kocke z znanim nobom, so si dolga stoletja zastavljali véliki
in mali matematiki. Nikomur ni uspelo resiti to nalogo le z ravnilom in
Sestilom, Matematika danes ve, da je to nemogoce. Problemu moremo dati
zelo preprosto algebrajsko obliko, (Ce je rob kocke daljica enote, zadoSca
neznani rob x enacbi tretje stopnje:

2> =2

Tudi drugi problem : razdelitev kota na tri enake dele, se upira resitvi
z ravnilom in Sestilom prav tako kakor prvi. Preoblecimo ga v algebrajski
kroj! Imenujmo iskani kot ¢! Znani kot je tedaj 3 ¢. Trigonometrija nam
pove zvezo med obema kotoma:

4 cos® p—3cos p=cos 3 ¢

PomnoZimo to enac¢bo z 2 in vpeljimo novo neznanko x =2 cos ¢! Stevilo
@ = 2 cos 3'p pa je znano. Raztretjinjenje kota je torej povezano z reSitvijo

kubiéne enacbe:
: 2—8r—a=0

Oba problema se upirata re§itvi z ravnilom in Sestilom, mogoce pa ju
je ugnati z drugimi sredstvi. Pri delu z ravnilom in Sestilom iSéemo preseke
krogov in premic. Pokli¢imo na pomoc¢ druge krivulje, pa bomo kos obema
nalogama. Zgodovina nam o tem priéa z obilnim gradivom. Navedimo
le nekaj reSitev drugega problema: Arhimedes Sirakuzan (287
do 212 pr. n. §.) je raztretjinil kot s pomocjo krozne konhoide, Niko -
medes (okoli 180 pr. n. §.) pa je iskal pomo¢i pri krivulji, ki ji danes
pravimo Nikomedova konhoida, Apolonij Pergejec (265—170
pr. n. $.) je pri reSevanju s pridom uporabil stoZnice.

Tretji problem starega veka, znan pod imenom kwvadratura kroga,
zahteva; Pretvori dan krog ‘v ploSc¢insko enak kvadrat! Nalogo moremo
hitro prevesti v analiti¢no obliko. Polmer znanega kroga bodi 7, stranica
iskanega kvadrata pa x. Med obema velja zveza:

x2=n7’2

in za reSitev problema je odgovoren znacaj sorazmernostnega faktorja a.

Plutarh (46—125 n. e.) nam pri¢a, da se je s to nalogo prvi
ubadal Amnaksagoras Klazomenaic¢an (499—428 pr. n. §.).
Nikakor ne utegnemo pregledati uspehe in neuspehe njegovih naslednikov*.
Omenimo le, da se je izjalovil vsak trud, ki je meril na reSitev z ravnilom

* VedoZeljni bralec bo nadel izérpnejdi zgodovinski pregled v ¢lanku A. Peterlina: Kovadratura
kroga (Proteus IX, str. 39) in v- knjiZici Stjepana Skarice: Kvadratura kruga (Mala biblioteka za
matematiku, fiziku i kemiju, Zagreb 1951),
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in Sestilom. Svojo pomo¢ so odpovedale tudi algebrajske krivulje, reSitev
je uspela le s pomoc¢jo transcendentnih krivulj*.

Za primer naj nam sluzi Deinostratos (okoli 3835 pr. n. §.), ki
je zmogel to nalogo s pomocjo kvadratrikse. To krivuljo je uporabljal Ze
Hippias EliZan (okoli 420 pr. n. §.) za raztretjinjenje kota. Enacba
kvadratrikse je x =1y - ctg 3 ny. Krivulja je oCitno sestavljena iz veé vej.
Nas zanima le glavna veja, ki gre skozi toc¢ki (0,1) in (2/#,0). Za nase
potrebe moramo torej najti presek krivulje z osjo x. Tej nalogi pa nismo
kos z uporabo samega ravnila in Restila. Odtod naprej pa nas bi obe pri-
pravi lepo vedli do cilja. Preseéise, ki predstavlja Stevilo 2/z, bi zrealili
okoli kroga enote in tako dobili #/2; to bi podvojili in nato poiskali koren
dobljenega Stevila z, saj vemo, da je koren srednja geometrijska soraz-
mernica $tevil # in 1. Uporabimo Euklidov izrek ali viSinski izrek. Ko
imamo V=, povedamo polmer kroga v razmerju 1: V@, pa smo na cilju:
dobljena daljica je stranica ploséinsko enakega kvadrata.

Konstrukeije z ravnilom in Sestilom. Ze Platon (428—348 pr. n. §.)
je priznaval geometrijsko toénost zgolj tistim konstrukeijam, ki so izvrsljive
v konéno mnogo korakih le z ravnilom in Sestilom. Tako sodi tudi danasnja
matematika in zato ne $teje za geometrijsko stroge tiste reSitve, ki so sicer
pravilne, pa so doseZene z drugimi sredstvi.

Svoje naloge smo preobilekli v ianalitiéni kroj in sedaj bi rad1 iz njega
spoznali, ali je maloga geometrijsko strogo resljiva ali ne. Znana Stevila,
ki nastopajo v analitiénih zvezah, predstavimo kot to¢ke na ravnini kom:-
pleksnih §tevil. Tudi reSitve svojih enacb bomo masli kot tocke te ravnine.
In na vprasanje, kdaj moremo iz znanih toc¢k priti do iskanih le z uporabo
ravnila in Sestila, nam odgovarja tole sodilo (kriterij):

Naloga je geometrijsko strogo resljiva, ¢e je enacba, ki jo analiticno
predstavlja, resljiva le s kvadratnimi korent.

Pogoj je potreben: tocke, ki jih iz znanih doseZemo le z uporabo rav-
nila in Sestila, so prese¢iséa krogov in premic. Vsak korak konstrukcije se
analitiéno zrcali kot sofasna resSitev dveh enacb:

2?2+ +oex+by+c=0
Ax + By + C =0,

ki pa se ocitno izraZa s kvadratnimi koreni.

Pogoj pa je tudi zadosten. Vse racionalne racunske operacije in
iskanje kvadratnega korena moremo mna kompleksni ravnini predstaviti
s takimi transformacijami, ki jih geometrijsko doseZemo le z ravnilom in
s Sestilom. Vsoto in razliko dveh kompleksnih Stevil dosezemo s paralelnim
premikom, mnoZenje in deljenje pa zahtevata vrtez za dani kot in povedanje
daljice v danem razmerju. Prav tako pa lahko naértamo kvadratni koren.
Koren kompleksnega Stevila z = r - ¢l ¢ je Stevilo zU2==1r'2 ¢ip2. Koren naj-
demo torej, ¢e razpolovimo kot in pois€emo stednjo geometrijsko soraz-
mernico r'2 Stevil 1 in 7: 1 :#/2=71"2 17, Vse te operacije pa res lahko
izvedemo le s Sestilom in ravnilom.

To sodilo nam pove, da sta podvojitev kocke in raztretjinjenje kota
geometrijsko tono neresljivi nalogi. Oba problema smo izrazili z enacbamj.
tretje stopnje. Nobena izmed teh enacbh ni resljiva s kvadratnimi koreni.

* Krivulja je algebrajska, ¢e je zveza med koordinatami njenih tolk algebrajska, sicer pa je
krivulja transcendentna.
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(Za nekatere vrednosti parametra a, n. pr. za ¢ =10 in a =2, je enacba
za raztretjinjenje kota resljiva s kvadratnimi koreni, v sploSnem pa ni.)

Ostane nam Se tretja naloga: kvadratura kroga. Videli smo Ze, da je
za njeno resljivost odgovorna narava Stevila ». Naloga je relljiva, e
se da Stevilo x izraziti s samimi kvadratnimi koreni. Vprasamje, ali je
Stevilo @ izrazljivo s samimi kvadratnimi koreni,
bomo podredili sploSnejSemu vpraSanju: ali je Stevilo # splok
algebrajsko Stevilo. Saj je vsako s kvadratnimi koreni izrazljivo
Stevilo reSitev neke algebrajske enacbe.

Algebrajska Stevila smo imenovali resitve enacbe s celimi koeficienti:

f(z) =ai @™t +...+a, 2+ a,=0 =

Stopnja te enacbe je m, ¢e je a, == 0. Ta enacba ima n korenov: a,, a, . .. a,,
ki morejo biti med sebo_] enaki, Levo stran enacbe moremo zapisati tudi

s koreni:
() =0, (2—a,) (z—a,) ... (2— a,) 1

Ce je vodilni koeficient enacbe enak 1, imenujemo reSitve enacbe cela
algebrajska Stevila. PommnoZimo enacbo (1) oz. (1) z a,"*, tako dobimo

enacbo:
(@2)" + 6y (a2)" 4 ... 4 0,"2 - @, (a02) + 6"t a, = 0
ali;
(@ — @y0y) (@2 — Ayay). .. (@02 — Goay) = 0
V zadnji enaébi smo a,» porazdelili po vseh linearnih faktorjih, vsak je

privzel faktor a,. Upeljimo novo neznanko z’'=a,! Tako dobimo enacbo
z vodilnim koeficientom 1 in celimi koeficienti:

A1 =y, A2 =0 Ay, . .. An = aoﬂ_l a,
z’n—!—Alzln"l_‘_..-_|_An‘—12/+An:O 1*
0y F— ) o ) =0 b

Resitve te enacbe so cela algebrajska Stevila:
= O =G0y Oy = Qyllgy « o oy & =00,

Koeficienti enacbe (1*) se prav preprosto izraZajo z njenimi Kkoreni.
Zmnozimo linearme faktorje v enadbi (1*’), pa uvidimo, da je:

—A =o'+ a2 +...4+0dn
1 A 2
A,=a/a; + o) a +...+ a’n—lalﬂ

(—1)4,=0a,/  @;...0),

Izrazi na desnih straneh so simetriéne funkcije korenov. Kakor koli Ze
premeSamo korene med seboj, vedno se ti izrazi ohranjajo, neobcutljivi
so za permutacije korenov.

Simetri¢ne funkeije, ki smo jih spoznali, so rnauprepros‘cejse Pravimo
jim elementarne simetri¢ne funkcije. Pozneje bomo srecali Se druge sime-
triéne funkeije, v katerih bodo spremenljivke . (koreni) povezane na bolj
zamotan nacin. Funkcije pa bodo Se vedno zadosti pohlevne. Spremenljivke
bodo v njih povezane le z racionalnimi operacijami: s seStevanjem, z odste-
vanjem, z mnoZenjem in z deljenjem. Take funkcije imenujemo racionalne
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funkcije; Ce pa je pri tem izvzeto Se deljenje, imenujemo funkecijo celo
racionalno funkcijo. Funkecije korenov, ki jih bomo sredali, bodo imele
torej kar tri oznake. To bodo cele racionalne simetri¢ne funkcije. Kjer
bomo v nadaljnjem rekli simetriéna funkcija, bomo seveda mislili: cela
racionalna simetriéna funkecija. ,

Vsaka racionalna simetri¢na funkcija se da z elementarnimi simetrié-
nimi funkecijami izraziti na racionalen nacin. Ker pa so elementarne sime-
tricne funkcije korenov enacbe (1*) do predznaka enake njenim koefici-
entom, velja:

Vsaka racionalng stmetricrna funkcija korenov enacbe (1*) se da racio-
nalno 1zraziti s koeficienti te enacbe.

Ker v celi racionalni simetriéni funkeiji nikdar ne nastopi deljenje in
ker so koeficienti enacbe cela dtevila, moremo reéi:

Vsaka cela racionalna simetriéne funkcija korenov enadbe (1*) je
celo racionalno Stevilo.

Za primer navedimo vsoto kvadratov vseh korenov enache, ki je o¢itno
cela racionalna simetriéna funkcija,. Ta je enaka A 2—2A2, kakor nam
pokaze lahek rac¢un. Primer naj nam nadomesti dokaz, ki Je sicer preprost,
a za nas preobseZen.

K celim algebrajskim korenom enacbe (1): ¢,, o,...a’, privzemimo
Se vse mogoce vsote po dva korena: o', + o, a’y + a5 ..., @'y, + a'n,
nato vse mogoce vsote po tri korene:a’,4 o, +a’y, ¢’y +a’, + a'y, ...,
&y + @¢'ny + @'n, potem dodajmo Se vse mogoée vsote po Stiri korene in
tako nadaljujmo, dokler ne pridemo do vsote vseh korenov: o', + o, + ...
+ o',. Vse dobljene izraze zaznamujmo na kratko z ', £, ...8'n, kjer
je N njihovo stevilo. Tvorimo enacbo, ki ji ti izrazi zadosc¢ajo:

(Z—p)(E—f2)...(8—pn) =0,

in si oglejmo koeficiente te enacbe! Ti so simetri¢ne funkcije f-ov. Izrazimo
vse f z o, pa dobimo koeficiente kot simetricne funkcije a’-ov. Res! Ce
zamenjamo o’-e med seboj, se tudi g le premeSajo, pri tem pa se koeficienti
ohranjajo. Ker so koeficienti nase enacbe simetri¢ne funkcije korenov
enacbe (1*), so po izreku, ki smo ga omenili, cela Stevila.

Podobno moremo sklepati tudi za enacbo (1). Tvorimo vse moZne
vsote ay, dpeey Oyt CQoyuuwy oy + a0, Hag ..., a4 ay, + ...+, in jih
oznacimo z f,, f. . . . Bn! Ker velja za vsak o zveza: o= aoa, velja ta oéitno
tudi za g :p = af. Enacbo, ki ji zadoS€ajo g, dobimo kar, ée iz enacbe,
ki ji zadoScajo g, izpostavimo @, in uvedemo neznanko z :z' = a.:

_ aN(z—p W (z—pB.). .. (z—pn) =0
Nekaj g-ov more biti enakih 0. Tedaj je leva stran enacbe deljiva
z neko potenco z-ja. Od ni¢ razliéne g oznac¢imo z 8,8, ... B, 7 je njihovo
Stevilo. Enacba, ki ji zadoS¢ajo od ni¢ razliéni g, je torej stopnje r:
bozr + b2+ ...4+b,,24+b,= 0 2
Prav toliko je od 0 razliénih g, ki tudi zado$¢ajo enacbi stopnje , ki pa
ima vodilni koeficient enak 1:
2e 4+ B2 4 ..+ B2 +Ba=0 o

Eulerjeva fermula .in Euleijeva funkeija. Naravo Stevila & nam bo po-
jasnila analiza. Domnevo, da je Stevilo m transcendentno, je Ze leta 1755
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postavil L. Euler. Pravilnost te domneve je dobrih sto let pozneje do-
kazal F. Lindemann. (1882.)
Pri dokazovanju se bomo oprli na tole zvezo med Steviloma e in x:

eiﬂ+1=0’ 3

ki sledi iz Ewlefjeve formule: ex=cosx + i sinx za x=an.
Razen tega pa bomo potrebovali e osnovne lastnosti Eulerjeve funk-
cije I'(p), ki jo definira integral:

[co]
I'(p)= f XP1 g%z 4

Lahek racun pove, da je I'(1) = 1. Z integracijo per partes pa dobimo
brez posebnih tezav zvezo:

F(p) = (»—1). T'(p—1)

Odtod spoznamo, da je za vsak celi pozitivni p vrednost funkeije tudi
celo Stevilo, in sicer kar:

TFp)=12... (p—1) = (p—1)! 4’

* % %

Dovolj smo pripravljenif da se lotimo svoje glavne naloge: dokaza,
da je Stevilo n transcendentno. V dokazovanju bomo sledili Hilbertu,
ki nam je precej poenostavil Lindemannova razmi§ljanja: Dokaz,
da Stevilo z mne zadoS€a nobeni algebrajski enacbi, bomo naslonili ma
Eulerjev obrazec (3). Ce je = algebrajsko Stevilo, je z njim algebrajsko
tudi Stevilo in*). Algebrajska enacba, ki ji zado$éa Stevilo iz naj ima
korene a,, a,...a, (med temi koreni je tudi na$ ¥z). Prav. gotovo velja:

(14 e*) (14 e%)... (1 + e™)=0,
ker je po (3) vsaj tisti faktor enak 0, kjer je eksponent ixz. ZmnoZimo!
14+eh+...4e f ettt 4 efattny | 4 ghtGt...+an

V izrazu, ki smo ga tako dobili, morejo biti nekateri eksponenti
enaki 0. Vsak tak ¢len z eksponentom 0 je enak 1. Vse €lene, ki so enaki 1,
zdruzZimo v en sam ¢len a, ki je celo, od ni¢ razliéno Stevilo. (Tudi ée so
vsi eksponenti od ni¢ razliéni, je a = 1). Ostali ¢leni pa so prav nasi znani,
od ni¢ razliéni g, B,, ... B, ki so, kakor vemo, algebrajska Stevila. Zadnji
izraz lahko piSemo krajsSe:

a+eb Lebh . fefr=0 8

&

Da uvidimo transcendentnost Stevila n, zado$a dokazati tale izrek:

Relacq;a. (8') je 'nezzpolnlywa ée S0 By, Pu ... pr algebrajska Stevila.

Res, Ce velja ta izrek in je n algebrajsko stevllo ne more veljati
Eulerjev obrazec (3).

Naj bo x koren enalbe aoxﬂ—l—a,xﬂ"—l- .+ @n,x + an=0. PomnoZimo enatbo z in
in vpeljimo novo neznanko & = ix, tako dobimo enacbo ki ji zado$¢a 3tevilo /x. V tej enachi so
nekateri koeficienti imaginarna Stevila:

a,En4ia En-t —q, E0-2 —jg  En-3 4 4 ju-tqg  EHintay =0
Pomnozimo vso enalbo s polinomom, ki je iste stopn;e kot leva stran enalbe, koeficienti pa so
konjugirani - koeficientom enalbe. Tako dobimo enatho za ix, ki ima racionalne cele {koeﬁoeme

0% £ (0% — 20, @) £ . . - (@, — 2 Gy G0)E - 07 =
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Dokaz gornjega izreka oprimo na dve lastnosti Stevila 0! Prva pove, da
je produkt enak 0, ¢e je vsaj en faktor enak 0, druga pa odlikuje Stevilo 0
kot tisto celo Stevilo, ki je deljivo z vsemi celimi Stevili. Predpostavimo torej,
da je relacija (3')! izpolnjena in iz te predpostavke izpeljimo protislovje!

Enacba , (8’) ostane v veljavi; ¢ée jo pomnoZimo s kakS$nim od nié
razlicnim S$tevilom. Poskusili bomo najti tako celo Stevilo, da bomo mogli
produkt leve strani enacbe (3’) in tega Stevila pisati kot wsoto dveh Stevil.
Prvo &tevilo bo celo racionalno Stevilo, gotovo razliéno od nié, drugo Stevilo
pa bo manjSe od 1. Vsota dveh takih Stevil pa prav gotovo ne more biti
enaka ni¢. Tako bo nasa predpostavka ovrZena in izrek bo dokazan,

Vsa umetnost tiéi torej v tem, da najdemo primerno celo Stevilo,
s katerim bomo pomnozili enacbo (3').

Produkt nasSega $tevila in vsote vec¢ eksponencialnih ¢élenov bi nato
radi razélenili v dve Stevili: prvo Stevilo hoemo kot celo racionalno Stevilo,
drugo pa mora biti zadosti majhno. Skusajmo to nalogo ugnati s primerno
linearno kombinacijo vrednosti funkcije I'(p), pri celostevilénih argu-
mentih p, p + 1,.. ., +n, ki jo delimo Se s (p—1)!:

o eanl'(@)+e , Tp+1)4...4¢T'(p+n) . 5
(pk—l)!

Koeficiente ¢,, ¢, ... ¢, ki so cela Stevila, ter p in » bomo doloéili
pozneje. Za sedaj izberimo le ¢, =50 in naj ne bo ¢, deljiv s p. Stevilo H
je v tem primeru od nié¢ razli¢no celo Stevilo. Upostevajmo, da je pri celem
argumentu vrednost funkcije I'(p) dolo¢ena z (4'). Ulomek (5) moremo
tedaj krajsati s (p—1)! in tako uvidimo, da je prvi €len v Stevilu H enak ¢,
vsi nadaljnji éleni pa so deljivi s p. Ker pa je p > cn, prvi ¢len ne more biti
deljiv s p in z njim vred tudi $tevilo H ne. Stevilo H je tedaj celo Stevilo,
ki ni deljivo s p. Tako Stevilo pa je gotovo raz)iéno od nié, kajti nié¢ je
deljiv z vsakim celim Stevilom, w

Stevilu H moremo 'dati Se drugo obliko, ée upoStevamo definicijo
funkcije T' (p). Po definiciji (4) te funkcije moremo namreé pisati:

0 (o)

(0]
(p—l)!H:cn_/‘zf"1 e‘zdz—[—cn_lle’ e”zdz—l—...—i—cofzp“‘le"zdz.

o o

Vsota integralov pa je enaka integralu vsote. In tako dobimo:

o]

(p—1)!H= [ 2" p(2) e* dz,

o

kjer je ¢(z) polinom stopnje n s koeficienti ¢,,. .., cn.

S tako doloc¢enim Stevilom H pomnoZimo enacbo (8'), ki jo piSimo
raje s sumacijskim znakom:
s=r

a-H4+Zels-H=0

s=1
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Vsak ¢len pod sumacijskim znakom moremo razcepiti v dva ¢lena tako,
da izvr§imo v H integracijo v dveh korakih: najprej od 0 do g, nato pa
od gs do co.* S tem pa tudi levo stran enacbe razcepimo v dva ¢lena:

A+ B=0, 6
kjer pomeni: 1
A—a - HI+ —— Sebs [ lp(z) e*dz 6
(p‘—]-)Ysgl 5;/
ik
B=—"— Bs [2p1g(z)e dz 6”
(—1) 1S 2 " / el

Stevilo p in koeficiente pohnoma @(z) bomo mogli dolociti tako, da
bo ¢len A celo racionalno, od ni¢ razli¢no stevﬂo, ¢len B pa bo manjsi od 1.

Prvi,¢len aH je gotovo razliCen od ni¢, ker sta oba faktorja o in H.
od ni¢ razli¢na, Parameter p naj bo sedaj prastewlo, ‘ve¢je od a. Za vsak
tak p je produkt aH tuj parametru p, Ce je produkt deljiv s prastevﬂom », je
vsaj en faktor produkta deljiv s tem prastevilom, V naSem primeru pa sta
oba faktorja temu prastevilu tuja.

Polinom ¢(z) dolo¢imo tako, da bo razhka A —aH celo stevilo, deljivo
s prastevilom p. V vseh integralih izraza (6°) vpeljimo nove spremenlleke
z zvezo {=2z— fBs:

G—D1A—a)=3 [elE+p) e @+
s=1¢

Sedaj imajo vsi integrali iste meje in vsoto integralov moremo pisati kot
integral vsote:

(DN (A—aH)= [ !5 C+p)"" g €+ p)dl *)
j ° s=1

Vsoto, ki je pod integralskim znakom, uredimo po potencah spremen-
ljivke {. Tako dobimo polinom, ki ga oznac¢imo @ ({).

D)= SEC+ )" (E+ ps)
s==1
Koeficienti tega polinoma so simetriéne funkcije g-ov, saj je vsota na
desni strani o€itno neobcutljiva za vsako permutacijo g-ov. Integral sam
bo zopet neka linearna kombinacija vrednosti funkeije I'. NaJmaana vred-
nost funkcije I', ki mastopi v tej kombinaciji, pa ne sme biti manjsa od
I'(p+1), ker hocemo da bo.integral deljiv s p! NaJnlzJa potenca spre-
menljivke ¢ v polmomu @ (§) mora biti tedaj Cr. Vsotal je prav gotovo
deljiva s kakim Stevilom, ¢e je vsak njen ¢len dele s tistim Stevilom.
Tako vidimo, da mora biti (&4 ps) deljiv s {p pri vsakem s. To pa
pomeni, da mora biti polinom ¢(z) pri vsakem s deljiv z (z — fs)». NaSim
zahtevam torej zadostimo, €e izberemo za polinom ¢(z) s primerno kon-
stanto pomnoZen produkt [(2 —8,) (2 —p,) ... (2— Br)]». Polinom ¢ (z)
je tako v bistvu p-ta potenca polinoma, katerega koreni so Stevila g.

* Stevila B so voble kompleksna, zato moramo oba integrala izviditi v kompleksnem smislu.
Funkcija, ki jo integriramo, je cela funkcija (edina singularnost te funkcije je v neskonlnosti), zato
smemo integrirati po poljubni poti, ki veZe obe mejni tocki. Prvi integral izvi$imo po premolrtni
spojnici izhodis¢a in todke Bg drugi integral pa po vzporednici realne osi, ki gre skozi tocko
Bg. Vse lastnosti integrala v kompleksnem, ki jih bomo potrebovali, so enake lastnostim integrala
v realnem, zato smemo brez skrbi izvr3iti vse nadaljnje pretvorbe.
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Konstanto, s katero je deljiv polinom ¢(z), dolo¢imo tako, da bodo
koeficienti polinoma @ ({) cela racionalna S$tevila. Spoznali smo Ze, da
so ti koeficienti simetri¢ne funkcije g-ov. Da bodo- cela Stevila, pa morajo
biti simetriéne funkeije celih algebrajskih $tevil g. Zveza med Stevili g in
B Jje kaj preprosta: g'=>b,4. Konstantni faktor polinoma ¢(z) izberimo
kot primerno potenco koefibienta b,. Faktorje b,, ki jih vsebuje konstanta,
porazdelimo po linearnih faktorjih produkta (§ - s)**: (¢ + Bs). Prvi
faktor porabi p — 1 konstant be, polinom ¢ (¢ -+ gs) pa pobere (r—1)-p
faktorjev (ker faktorja {p ne obremenimo s konstanto b,). V celoti potre-
bujemo torej p —1 + (r—1): p =pr — 1 faktorjev b,. Konstantni faktor
polinoma ¢(z) je torej enak bpr—! in tako je polinom ¢(z) popolnoma

dolocen. .
p() =0 [(z—B)(2—p,)... (2—pBr)]?
V oglati oklepaj privzemimo Se konstanto bo:
@(2) =b P [b, (2 — B,) (2 —B2). .. (2—pr)]P
V oglatem oklepaju je sedaj; prav leva stran enacbe (2), ki ji zadoS¢ajo g:
p(2) =b P [bozr + b,2" ...+ b2+ b,]P

Tako smo doloéili polinom ¢ (z) in z njim tudi koeficiente ¢, .- ., ¢, v izrazu
(5).Za nas je vazZen le svobodni €len polinoma ¢(z), to je koeficient ec..
Binomski izrek nam pove, da je ¢,=b:"- b, DL, stopnja polinoma
p(z), to je Stevilo m, pa je enaka m=—pn. Stevilo p smo izbrali tako, da
Je bilo prastevilo, tuje koeficientu ¢,. To pa doseZemo, e je p prastevilo,
veéje od Stevil bo in br. Stevilo ¢, pa je tudi gotovo razliéno od nié, ker je
produkt dveh od ni¢ razlicnih Stevil. Res, ¢e bi bil b,=0, bi stopnja
enacbe g ne bila 7, ¢e pa bi bil br = 0, bi imela enacba korene, enake 0, kar
pa ni. Tako vidimo, da zadoS¢a polinom ¢(2) vsem naSim zahtevam. Sedaj
moremo pisati:

b et - P 1[bozr + b2+ ... + bil - d2 5

w—11d° : '

Vrnimo se k polinomu @ ({). UpoStevajmo, kaj pomeni ¢(z), pa mo-

remo pisati:

@(§)=s§: (G+B)P 7 boP[(§ + fs—pa)-(E+ Bs—Bs_)5(C+ fo—Bssa) - +-Bs—pr) 1¥
izpostavimo iz ¢lenov vsote skupni faktor &r:.
O A (S A (N )L

posamezne faktorje potence b,P™™ porazdelimo po posameznih- linearnih
faktorjih. Tako dobimo:

D =822 (beS+B )PP (0L+B's —B1) o (b E+Bs —Bs1) (b T+ Bs —Bs)...
e (bgE+-Bs =B )P

Vsoto na desni strani uredimo po potencah spremenljivke ¢. Koefi-
cienti so simetri¢ne funkcije g'-ov, ker je vsota neobéutljiva za permutacije
p-ov. V vsakem clenu je odlikovan en §’; ¢e 8’ permutiramo, se ¢leni samo
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zamenjajo med seboj, vsota pa se pri tem ne spremeni. Ker so koeficienti
simetri¢ne funkcije celih algebrajskih Stevil g, ki so reSitve enacbe (2'),
so po znanem izreku cela racionalna Stevila. Ta Stevila bomo zaznamo-
vali Co, ..., Cy. Stevilo N je o€itno enako Stevilu linearnih faktorjev v vsa-
kem ¢lenu vsote, torej N = pr — 1. Tako moremo pisati:

D)= N+ C,N"+...4+Cna 84 Cn)

In &e vstavimo to v relacijo (*), dobimo:

(p—1)!(A—a H):fe—€ &(C, EN+...+Cn)dE
in po integraciji: ’
(p—DV(A—aH)=CnI'(p+1)+Cnaa T (p+2)+...+CT(p+N+1)

UpoStevajmo (4’) in delimo s (p —1)! pa uvidimo, da je razlika A —aH
res deljiva s p. PiSimo: A —aH = pM, kjer je M doloéeno celo §tevilo, pa
moremo sklepati, da je A od ni¢ razlitno Stevilo. Stevilo A je vsota dveh

¢lenov A=l L oM.

Prvi élen aH je tuj Stevilu p, drugi pM pa je z njim deljiv. Stevilo A torej
ni deljivo s p in tako ne more biti enako 0, ker je 0 deljivo z vsakim
Stevilom.

Tako smo konéali prvi del dokaza:

Stevilo A (6') je celo, od wié razlicno Stevilo, ée je mnoZitelj H do-
loden z integralom (5°) in je prastevilo p tuje $tevilom a, bo in br, ali p > a,
p > b, »> b

Lotimo se Se drugega dela dokaza! Uvideti moramo, da je Stevilo
B manjse od 1, ée je le Stevilo p zadosti veliko. Ocenimo najprej posamezne
clene vsote B! Integral v kompleksnem je — prav kakor integral v realnem
— manjs$i od produkta zgornje meje podintegralske funkcije in dolZine
integracijske poti. Absclutna vrednost podintegralske funkcije je enaka
produktu absolutnih vrednosti posameznih faktorjev: | e —[ - |2 [P~ |p(2) |,
dolZina poti pa je |Bs|, ker integriramo po premoértni spajnici tock 0
m Bs. Na vsej integracijski poti je [2|<|Bs]. Vrednost integrala je tedaj
gotovo manjsa od zgornje meje izraza

Bs—z  plr=1)—1
|eBs—z|.|Bs P~ @(2)|.|Bs|=|Bs.e P .b, P c(bp2T b, 2 L e |P
Vse tocke fs leZe na nekem konénem obmoéju in ma tem obmoéju izraz,
ki je med navpiénimi ¢rtami, gotovo ne raste preko vsake meje. Najti
moremo torej Stevilo u, ki ga nas izraz na tem obmoéju nikdar ne preseZe.
To pomeni, da ostane izraz pri vsakem g in pri vsakem z, ki leZi na tem
obmocju, pod Stevilom u. Tedaj pa velja za vsak ¢€len $tevila B:

Bs B¢
le 21 @(2)e2dz | < P
Ocenimo sedaj Stevilo B:

1 s=r Bs
—— Js p—1 =
B< E} le ,f 21 g(2)e2dz|,
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