5
D &
Y @ L

)
€®s,

g,
+\ 5 P
Wy R @, 8
v " 5 2
o »

-k
O

- O
commait
&

LJUBLIANA ¢, A
S H A T
“’gzégé‘;‘a3@g" ;wggél

.8 ééé"’@@ _-;,ﬁ' ¥

@‘ﬂ’
g ==



VSEBINA

Clanki: ’
Relaksacijske metode (A. Kuhelj) . . . . . . . . . . 121
Osnovne konstante (I. Kus¢er) . . . . . . . . . . . 132

Novice:

Arnold Sommerfeld (W. Heisenberg) . . . .~ . . . . . . 136
Elektronske pomnozevalke (P. Gosar) . R )
American Institute of Physics slavi dvaJsetletmco (I K) ... 142
Kclokvij o racunskih stronh (A. Zabkar) . .. ¢ .Y « 143
Drobne vesti . . . & : S e ! . . 143

Novi instrumenti:

LetoSnja razstava Physical Soc1ety ( A Mol;k» § 5 . ha o os o J4d
Spektranal (S. Oman) . . .. . . . . . 146
Cevni elektrometer (M. O . . . . . . . . . . . . 147

Poskusi: (Y
Razpolovna enota (K. Hodosc¢ek) . . " e e T T RS . 148

Pouk: | 14
Projekeijski rmllampermeter M. Kae) . . . . .. . . .5 149
Table za poskuse iz elektrike (A. Moljk) . S N T "
Topoloski dokaz Eulerjevega izreka (L. C‘ermelp N I S 5 |

Iz naSih Sol:
Delo aktiva matemat. in fizikov v Ljubljani v 1. 1950/51 (M, Klopmceva) 153

‘Vpeljimo fizikalne vaje (F. SuSterSic) . . ) . 154
Nove knjige:
Lichnerovicz, Algébre et analyse linéaires (I. Vidav) . .« =155
XVII. congrés internationdl de philosophie des sciences (A. Zabk,ar) .. 155
Piéron, Les problémes fondamentaux de la psychophysique dans la
science actuelle (A. SeliSkar) . . . 156
Gallais, Ch1m1e minérale théorigue et expemmentale (B Brclc) .. 157
. Odgovori e B PN T A L . P e L
Utrinki . T L T e e et o i w160
Ob koncu leta L T R T . 160

Ob¢éni zbor Drustva matematikov in fizikov

Ob udelezbi nekako polovice ¢lanstva se je vrSil 16. decembra 1951 III. redni
letni obéni zbor Drustva matematikov in fizikov LR Slovenije. Iz poro€il upravnega
odbora je bilo razvidno, da je formalno vélanjenih v druStvu $e vedno le tretjina
profesorjev in predmetnih uciteljev matematike in fizike, €eprav je Stevilo ¢lanov
od zadnjega obCénega zbora naraslo za 50 %. Vecina ¢lanov zivi in, sluZbuje v Ljub-
jani. Ustanovila se je podruZnica v Mariboru. iSvet vlade LRS za .prosveto in
kulturo je z izdatno dotacijo podprl delovanje drusStva. '

Vse druStvene sekcije so uspeSno delale. Posebno plodno in v javnosti vidno
jd bilo delovanje sekeije za tisk ter sekcije za dvig pouka in predavanja. Obcni
" zbor je zato izrekel priznanje uredniSkemu odboru !Obzornika ter organizatorju
predavanj M., :Klopcicevi; Siroko zasnovana ter uspeSno izvedena je bila izdelava
pripomb na elaborate komisij pri Zvezi druStev matematikov in fizikov FLRJ
o matematiénem in fizikalnem pouku na, srednjih ‘in visokih Solah, Novemu odboru
je nalozil skrb za pridobivanje novih ¢lanov predvsem na podeZelju in .med §tu-
denti. V sploSnem je potrdil dosedanje delo, ki naj se nadaljuje. .

Dosedanji predsednik prof. Fran Jeran iz zdravstvenih razlogov ni mogel vec
prevzeti predsedniSkega mesta. [Obéni zbor mu je izrekel priznanje in zahvalo za
poZrtvovalno delo. V novem upravnem odboru so: predsednik dr. I. Vidav, pod-
predsednik L. Gabrovsek, tajnik N. Benkovi¢, blagajnik F. Kvaternik, odbormkl
F. Ahlin, L. Jencek, M Klopéi¢, L. Kozina, A. Moljk, J. Povsic, 0. Sajovic.
I. Stalec, A. Vadnal.
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RELAKSACIJSKE METODE PRI NUMERICNEM
. OBRAVNAVAN]JU LINEARNIH ENACB 1L

A. Kuhelj

1. Uvod. Od leta 1935 dalje se je pojavilo v raznih znanstvenih
Casopisih veliko €lankov o tzv. relaksacijskih metodah in mjihovi uporabi.
Ti élanki so pokazali, da se dajo na ta madin obravnavati Stevilne naloge iz
raznih podrocij fizike in tehnike; nekatere celo take, ki jih s starimi me-
todami niso mogh zadovoljivo res1t1 Zacetnik relaksacuske metode, prof.
R. V. Southwell, je objavil pozneje tudi dve knjigi o nJem uporabl v tehmkx
in fiziki, ki sta vzbudili veliko pozornosti. Ime sémo- izvira iz gradbene
mehanike in bi se moralo pravzaprav v obSirnejsi obliki glasiti: metoda
sistematiénega popuséanja vezi (angleSko: method of systematic relaxation
of constraints, francosko: méthode de libération des liaisons). Prvotno so
namre¢ uporabljali metodo samé za -doloéanje neznank pri tkzv. stati¢no
nedolocenih nosilnih sistemih, t. j. pri nosilnih napravah, ki so bOlJ kakor
je neobhodno potrebno zavarovane proti premikom, zavrtitvam in defor-
macijam. Pri takih sistemih je treba doloéiti neznane sile in momente iz
deformacij posameznih delov, kar nam da pri uporabi Hookeovega zakona
toliko linearnih algebrai¢nih enadb, kolikor imamo nezmank. Pri relaksa-
cijski metodi si mislimo najprej vsa vozli§éa nosilnega sistema popolnoma
nepomicna izracunamo njihove obremenitve in dovolimo nato najbolj obre-
menjenemu vozlis¢u, da se pod Vphvom obremenitev pomakne. Neuravno-
teZene sile in momenti se na ta naéin prenesejo na druga vozli$¢a in na
podpore; s ponavljanjem tega postopka se dajo, kakor pokaZe podrobnejsa
preiskava, dolociti vse neznanke do Zelene nataménosti.

V teku nadaljnjega razvoja je majhna skupina raziskovalcev pod
vodstvom prof. R. V. Southwella razsirila uporabljlvost te metode tudi na
druge sisteme linearnih algebraiénih enadb in ma dolo€anje karakteristiénih
Stevil. Nato pa se je s prevedbo diferencialnih enaéb v diferenéne lotila
in tudi resila razne druge probleme, ki so.deloma, za, druge metode praktlcne
analize skoraj nedostopm (6 in 7)*. Kakor veCkrat, se je tudi tu pri po-
drobnem pnoucevwnju sicer pokazalo, da segajo zametki te metode daled
nazaj in da je Ze C. F. Gauss v svojih predavanjih o metodi najmanjsih
kvadratovinavedel v, bistvu ekvivalentno metodo za obravnavanje linearnih
algebrai¢nih enadb (1b, stran 300) ; toda nedvomna zasluga R. V. South-
wella in njegovih sodelavcev je, da je neodvisno od, predhodnikov uvedel
in izpopolnil zelo uspeSen nadin za reSevanje obSirnih sistemov linearnih
enacb in da ga je raz§iril na celo vrsto zelo vaznih praktiénih problemov.
Zaradi izrazite teZnje k uporabam so v njegovih in v publikacijah' veéine

* Stevila v oklépaju pomenijo mesto, na katerem je spis omenjen v seznamu virov na koncu
¢lanka.
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njegovih sodelavcev teoreti¢na vprasanja nekoliko potisnjena v stran. Zato
pa nas je znova opozoril na omeJeno natanénost fizikalnih podatkov, kateri
se relaksacuska metoda zelo dobro in skoraJ automaticéno: prilagodi; spomnil
nas je dalje, da so zahteve pri numeriénem racunanju v fiziki drugacne
kakor v éisti matematiki in da je treba zato véasih iti svoja pota. Nekateri
pripisujejo relaksacijskim metodam tudi prednost, da so bolj pestre in da
se dajo nekatere naloge z njimi tako reko¢ igraje reSiti. Pri takem pre-
sojanju pa igrajo psiholoski momenti paé¢ veliko vlogo in se zato v to ne
bomo spuscali.

V naSem ¢lanku bomo v dopolnitev k obema omenjenima knjigama
R. V. Southwella podali predvsem pregled relaksacijske metode pri obrav-
navanju linearnih algebrai¢nih enacb. Pri tem se bomo tudi nekoliko bavili
z vpraSanjem konvergence, ki jo nekateri avtorji puséajo precej v nemar
(gl. n. pr. 3), ker se v konkretnih primerih o njej navadno najhitreje
prepriéamo s tem, da prakti¢no poskusimo, ali je metoda uporabljiva ali ne,
O uporabi relaksacijske metode za numeri¢no reSevanje diferencialnih enacb
bomo govorili v drugem ¢lanku; glede konkretnih primerov pa naj opozo-
rimo predvsem na obe knjigi R. V. Southwella in na ¢lanke D. N. de
G. Allena (3).

2. Osnove relaksacijske metode. ReSevanje velikega Stevila neodvisnih
linearnih algebrai¢nih enacb z enakim Stevilom neznank (razen v posebnih
primerih bomo vedno jemali v postev samo take sisteme) je, kakor znano,
zelo zamudno. Teorija determinant nam da sicer zelo lep pregled vseh
primerov, ki se morejo pri obravnavanju linearnih enacb pojaviti; toda za
praktiéno ra¢unanje Cramerjevo pravilo ne pride v poStev, Ce je Stevilo
neznank veéje od 5 ali 6. Samo tedaj, ¢e so koeficienti neznank v enacbah
razmeroma majhna cela Stevila, se dajo po znanih pravilih razmeroma
hitro doloéiti tudi determinante vi§jih stopenj in Cramerjevo pravilo se da
uporabiti pri sistemu 8 ali celo ve¢ enadb. NajvaznejSa nedostatka pri
uporabi tega pravila sta nepreglednost in véasih tudi zelo majhna natané-
nost, ki se pojavi, ¢e imamo v rezultatu razlike zelo velikih Stevil. Pri
veéjem Stevilu neznank je vsekakor bolj pregledna eliminacijska: metoda
(Gaussov algoritem; glej n. pr. Runge-Konig: Vorlesungen iiber mume-
risches Rechnen; Willers: Methoden der praktischen Analysis in vecja
dela o nlle geodezul) toda tudi pri tej raste Stevilo elementarnih ra¢unskih
operacij s tretjo potenco Stevila neznank. Mimogrede naj samo omenimo,
da se je v najnovejSem ¢asu z uporabo sodobnih raéunskih strojev uvelja-
vila tudi neka varianta eliminacijske metode, ki spretno izrablja lastnosti
strojev za sprotnje seStevanje nastavljenih produktov in ki se da zelo
preprosto formulirati z matricnim raédunom (8, stran 248—257).

Kljub vsem modernim pripomockom pa skuSamo pri zelo velikem
Stevilu neznank nadomestiti eliminacijsko metodo z drugimi, pri katerih
Stevilo operacij ne raste tako hitro. Tu pride predvsem v postev iteracijska
metoda, pri kateri se veca Stevilo elementarnih operacij isamo sorazmerno
s kvadratom Stevila neznank. Bistvo iteracijske metode je v glavnem v tem,
da izradunamo iz vsake enacCbe samo izholjSano priblizno vrednost za eno
neznanko, medtem ko vstavimo za vse ostale neznanke vrednosti iz prern_]lh
priblizkov (pri skupni iteraciji), ali pa deloma stare in deloma nove pri-
blizke, v kolikor smo jih seveda doloéili Ze prej (iteracija sproti). Kakor
znano, uredimo seveda v ta namen enacbe in neznanke tako, da izra¢unamo
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novi pribliZek iz vsake enacbe samo za neznanko na glavni diagonali. Pri
sprotnji iteraciji, ki jo je uvedel leta 1874. Ph. Seidel in ki je najbolj
razSirjena, dobimo za neznanko z; iz sistema enacb

a11x1+a/12x2"{‘---+a’lnxn=bl
1)...0,,2, +0,2,4... 4+ 8paa=0,

Ay 4 -+ Ony Xy + oo o Ay X, = bn

priblizek » - te stopnje na ta naéin, da najprej delimo i-to enabo z a; in
prenesemo nato vse sumande razen diagonalnega €lena x; na desno stran.
Ker pravih vrednosti za neznanke z,, x,,..i—, Xiy1, ...%, Ne poznamo,
Jjih nadomestimo s priblizki in sicer vzamemo za neznanke x,, &,, ..%;_, %Ze
izrafunane priblizke »-te stopnje, za neznamke z;,;,...x, pa stare pri-

blizke (v—1)-ve stopnje. Priblizek xi(w) v -te stopnje za neznanko x;
bo torej

G § & E%x,-(”_.”

— j=i+1"ii

D4 se brez posebnih tezav dokazati (2), da daje sprotnja iteracija kon-
vergentna zaporedja priblizkov, ¢e so vrednosti koeficientov a; na glavni
diagonali veéje od vsote vrednosti ostalih koeficientov iste enacbe. Ce ozna-
¢imo vsoto vrednosti teh z S,

Si=|t|+..+ |0y | F|a, i1+ ..+ || (i=12,...%),

se dajo torej zadostni pogoji za konvergenco sprotnje iteracije izraziti
z neenacbami

(B) s~ la;]> 8 (i=12,...n).

Za. prakti¢no uporabljivost sprotnje iteracije pa morajo po L. Collatzu biti
vse koli¢ine

S;
(3a)...0

l=|“ii|“#§i

na vsak naéin manj$e od 2. Ce dalje oznacimo zgornjo mejo kvocientov

) (»-1)
0; Z o in. plsemo za naJveCJo vrednost razlike x( — Xi kratko ¢», potem

velja za zgornjo mejo napake, ki’ je po »-ti 1teracuski stopnji Se moZna,
naslednja neenacha

@) ... 2" —5|=o.ov (i=12...0).

(i=12,...n)

Tudi pri relaksacijski metodi reSujemo sistem enacb (1) iterativno;
toda namesto zaporedmih priblizkov x.i(rll)) uporabljamo raje zaporedne

popravke zi(v), tako da dobimo za neznane koli¢ine x; reSitev v obliki vrste

®) ..o =" +2"+2" +... (i=12,...n),
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kjer pomeni 2 prvi priblizek, ki ga pa smemo vzeti kar ni¢. Ce prenesemo
desno stran enafb (1) na levo in nadomestimo neznanke @, s priblizki
v -te stopnje -

(v)~= xi<m+ zi(1)+ r. _{_zi('V)’

. ; : .y () . n k%
dobimo na desni strani namesto nié¢ ostanke », ', katerih vrednosti moramo

v teku naSega postopka zmanjSati pod dolodeno mejo. Za ostanke smemo
ocitno pisati

(ba) ...

(6)‘...§%jxj(v)_bi='ri(v) (t: 1, 2,...n),

ako se dogovorimo, da hofemo zaradi preglednosti tu in v bodode vedno
izpustiti meje pri sumacijskih znakih, ¢e moramo seltevati ez indekse
pri neznankah oziroma njihovih korekturah in ée gre sestevanje od 1 do n.
V primeru, da vzamemo za neznanke prvi »priblizek« 2, = 0, so seveda
ostanki Se vedno dani z enatbami (6) in enaki negativnim vrednostim
znanih ¢lenov. Z odstevanjem odgovarjajode enaébe za (y — 1)-vi pribliZzek
In pri upoStevanju zveze

()
z

i

(v—1)
L

)
=% — %

dobimo za korekture zk(v) naslednji sistem enacb

v—1
D)o S gz = g @Y (i=12,...n).

Od raznih moZnih naginov rafunanja popravkov si pri relaksacijski
metodi izberemo najbolj preproste in sicer s tem, da popravimo navadno

pri vsaki stopnji samo eno neznanko. Se oznaéimo pripadajodo korekturo
v) .. . . .
Z 2x , imajo enacébe (7) naslednjo obliko

. y—1
(78) ...+ =" i a, o ® (i=1,2...n);

popravimo pa pri vsakem koraku samo tisto neznanko, pri kateri je kvo-

. —1) . " o " Wy .
cient ostanka rk(v )m pripadajoCega koeficienta ay na glavni diagonali
po vrednosti najvedji. S tem, da vzamemo v smislu tega navodila

G "
v
(8) vo ol A ot

Ay

spravimo namre¢ enega najvejih ostankov pri (v —1)-vi stopnji skoraj
na ni¢; ostanke v ostalih enagbah pa izradunamo po navodilu (7a), ker nam

Jje sedaj z,k(w) znan. Na ta nadin zmanjSamo zaporedoma posamezne, po
vrednosti najvecje ostanke pribliZzno na ni¢ in, ¢e se kateri od njih pri
nadaljnjih stopnjah .znova poveca ez ostale, ga pri naslednjem koraku
zopet zmanjSamo na nié. S prehajanjem od enacbe do enacbe, postane ves
postopek nekoliko bolj :Zivahen, kakor so ostale iteracijske metode. Ker je
poleg tega tudi racunanje razmeroma lahko (vse popravke in ostanke je
treba dolociti vedno samo na eno ali dve mesti natanéno), gre delo tudi
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pri uporabi' zelo preprostih racunskih pripomoékov (logaritmi¢no raéunalo)
hitro od nok.

Rezultati, ki jih dobimo z relaksacijsko 'metodo, konvergirajo seveda
proti pravilnim: vrednostim samo tedaj, ¢e zadoScajo koeficienti v enacbah
dolo¢enim pogojem. Dokaz R. V. Southwella za konvergenco relaksacijske
metode pri nekaterih nalogah mehanike, ki je bil objavljen v njegovi prvi
knjigi (6), se naslanja na znani zakon o minimumu potencialne energije
v mehaniki elastiénih teles. Kakor bomo videli, se da ta dokaz nekoliko
razsiriti in 'izvesti neodvisno od raznih fizikalnih zakonov. Naj tudi ome-
nimo, da navajajo nekateri pisci kot zadosten pogoj za konvergenco relak-
sacijske metode, da so koeficienti enac¢b na glavni diagonali po vrednosti
vecji od ostalih ¢lenov 'v isti vrsti oziroma istem stolpcu; drugi vzamejo
zopet neenacbo (3) kot zadosten pogoj za konvergenco postopka. Toda vsi
dokazi za eno kakor za drugo trditev so pomanjkljivi. Pa¢ pa se 'da brez
tezav dokazati, da velja naslednji zadostni pogoj za konvergenco relaksa-
cijske metode. Ce so koeficienti 'sistema ena¢b (1) simetriéni glede na
glavno diagonalo (¢; =-a;) in e je kvadratna forma >3 a;x; x; pozi-
tivno definitna, tedaj konvergirajo priblizki (5a) proti pravilni reSitvi.
Kakor znano, imenujemo pozitivno definitno kvadratno formo tiko funkeijo,
pri kateri je v vsakem sumandu pommnoZen realni koeficient a; z dvema
spremenljivkama in kjer je funkcija za vse realne ‘vrednosti spremenljivk
pozitivna (razen za z, =, =...= 2, =0, ko je vrednost funkcije se-
veda nic).

"~ Da zgornjo trditev o konvergenci relaksacijskega ‘postopka dokaZemo,
vzamemo naslednjo funkcijo n spremenljivk z,, z,,...2,

(9) durall (B Xsis v X5) = %EE a;; 2% — b, %;

ki jo dobimo n. pr. tako, da najprej pomnoZimo levo in desno stran prve
enacbe (1) z «,, druge z z,,... in zadnje z x, in nato vse leve in desne
strani seStejemo. Funkcija F' je razlika med polovi¢no vsoto levil strani in
vsoto desnih strani tako pretvorjenih enadb (1). Ce piSemo pri tej funkeiji
kvadratne ¢lene najprej in jih razporedimo podobno kakor ‘so napisani
odgovarjajo€i ¢leni v enacbah (1), vidimo takoj, da se pojavi dolotena
spremenljivka x, (poleg v ¢lenu — by @) Se kot drugi faktor pri vseh
kvadratnih sumandih % - te vrste, kot prvi faktor pa pri vseh kvadratn’h
sumandih k -tega stolpca (kolone). Ce to upoStevamo, nam bo potek
vsega nadaljnjega dokazovanja hitro jasen. '

Pri tem gre najprej za ugotovitev, da dolo¢ajo ena¢be (1) tisto n-torico
Stevil z,, @,...x, (ali kakor vedkrat po analogiji z razmerami pri » = 1
ali m =2 tudi pravimo, tisto tocko »n-dimenzionalnega prostora«), kjer
doseze funkcija F ekstremno vrednost. Kakor znano, morajo biti za tako
n - torico Stevil vsi parcialni odvodi funkcije F' po x,, #,...x, enaki ni¢.
Ce si mislimo razporejene ¢&lene funkcije tako, kakor smo to opisali zgoraj,
in ¢e upoStevamo, da so koeficienti ay; simetriéni, vidimo takoj, da morajo
pri ekstremni vrednosti ‘funkcije F' biti izpolnjene enacbe

oF .
(10)...5x—iz§ai,xj_bi=0 (i=1,2,...n),

ki se res ujemajo z enacbami (1). Pri pozitivno definitni kvadratni formi
pa mora biti determinanta koeficientov @, pozitivna koli¢ina, ker bi v na-
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sprotnem primeru pri posebni izberi vrednosti za neznanke x,, %,,...%a
imela forma vrednost nié, kar nasprotuje dogovoru. Ce pa je determi-
nanta pozitivna, ima sistem enacb (1) oziroma (10) samo eno resitev in
funkeija F' ima zato samo eno stacionarno mesto. Ker prevladujejo pri
zelo velikih vrednostih ene ali veé¢ koordinat z,,...x, v funkeiji F' ¢leni
druge stopnje, je vrednost v veliki razdalji od koordinatnega zaletka
pozitivna in stacionarno mesto odgovarja minimumu nase funkcije. Ce
namreé omejimo okrog koordinatnega zacetka neko dolo¢eno obmoéje G,
je funkclJa F znotraj tega obmocja omejena in zvezna in mora imeti zato
svoj minimum, ki gotovo me pade na rob IOmeCJa temve¢ se ujema s prej
omenjenim staclonarmm mestom.

Ce vzamemo sedaj za spremenljivke x;, namesto vrednosti, ki resijo

sistem enadb (1)oziroma (10), priblizke ;" ", smo seveda pri funkeiji F
veé ali manj oddaljeni od njenega minimuma. Dokazali bomo, da se z movim

popravkom zk(“’) v smislu enacbe (8) vrednost funkcije F proti prvotni
vrednosti zmanj$a in da se zato z novim korakom v iteraciji pribliZamo
minimumu. Res se zaradi enacbe (8) spremenijo pri novem koraku samo
drugi faktorji pri e v k-ti vrsti in pri ax v ¥ -tem stolpcu prvi faktorji

za, zk(”) . Ker se v sumandu na kriZiséu omenjene vrste in stolpca spremenita
oba faktorja, se takoj vidi, da, dobimo za razliko med vrednostjo funkcije
F po in pred »-to stopnjo zaradi simetri¢nosti koeficientov- a;; enacbo

(v—1) () ()
:[E Qx;j X5 ! —_— bk] . Rk V—{— %akk(zk 'u )2.

(v-1)

Izraz v oglatem oklepaju pa je po enacbi (6) enak ostanku 7y in zato je

ob upoStevanju enacbe (8)

2
)<0,

ker morajo pri pozitivno definitni kvadratni formi biti tudi vsi koeficienti

glavne diagonale pozitivni. Minimum F' je vsekakor konéno Stevilo in A F' @)
mora iti zato pri zadostnem Stevilu korakov proti ni¢; iz zadnje enacbe

pa sledi potem, da morajo iti tudi ostanki 'rk g )proti ni¢ in resitve po
relaksacijski metodi konverglrajo zaradi enacb (6) proti pravilnim. vred-
nostim, ¢

Navedeni pogoj za konvergenco relaksacijske metode je vaZen pred-
vsem pri obravnavanju problemov v mehaniki in fiziki, kjer vemo, da so
nekatere funkcije pozitivno definitne (n. pr. kinetiéna energija, potencialna
energija elastiénih teles in podobno). Pri splo$nih nalogah je preiskava
definitnosti zelo zamudna in zato je v takih primerih ali pa pri nesimetriénih
determinantah navadno najbolj umestno zadeti kar z-relaksacijsko metodo
in pogledati, ali se ostanki dovolj hitro bliZajo proti ni¢. Ce konvergirajo
rezultati po navadni metodi prevec¢ pocasi, se da veckrat pomagati z vari-
antami relaksacijske metode, od katerih bomo nekatere pozneje na kratko
navedli. P [

() v—1 (1)
A1) ... AF = —n D +%akk("_k )_
Qyy

Ay akk
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Prednosti iteracijskih metod pri obravnavanju linearmih ialgebraiénil
enadb so tolikine, da se vedno znova pojavljajo predlogi, naj bi tudi splo¥ne
linearne enadbe, v katerih niso koeficienti simetri¢ni, prevedli v, obliko, ki
bi dovoljevala iteracijo. Metode za tako prevedbo linearnih enacb so znane
(n. pr. Gaussova transformacija); toda natanénejSa preiskava (2, stran
358) pokaZe, da so ¢leni na glavni diagonali po transformaciji razmeroma
majhni in da priblizki véasih slabSe konvergirajo kakor pri prvotnem
sistemu enadb. Ker je poleg tega vsaka taka prevedba zdruZena s precejs-
njim radunanjem, je veinoma najbolj umestno poskusifi z relaksacijsko
metodo ali z eno izmed njenih variant kar na prvotnih enacébah.

8. Zgledi in dopolnitve. Ker gre pri zgledih samo za osnovna nacela,
kako praktiéno urediti potek radunov, bomo kot prvi zgled vzeli zelo pre-
prost sistem enac¢b iz D. N. de G. Allenovega ¢lanka (3, stran 18)

10, — 3, — 4x, = 204
(12) — 3z, + 102, — 22, = 415
— 4z, — 2z, + 102, = — 380

ki bi ga seveda lahko veliko hitreje refili na druge nacine. Kot prvi korak
predpisuje relaksacijska metoda sestavo posebne pomozne tabele »enotnih
operacij«, t. j. tabelo za vrednosti leyih strani posameznih enaéb, ce vza-
memo zaporedoma za eno ali veé ne- ‘

znank _yrevdnost ena. Pregled enotnih 1. Tabela enotnih operacij
operacij, ¢ sta v zgornjem sistemu za enadbe (12)
ena ali dve spremenljivki enaki 1, je
podan v tabeli 1. B Enacbe

Za, opisano relaksacijsko metodo, Spremenljivke 1 2
ki se imenuje tudi posamiéna, pride N
v poStev seveda samo zgornja polo- =1, X=%3=0 0| —3 ) —4
vica tabele. Podatke v drugi polovici %=1, Xg=x=0 | —3 | 10 | —2
tabele bomo rabili, ko bomo prefli od Xg=1, %;=X,=0 | —4 | —2 | 10
sedanje posamicne relaksacije k tzv. | _ _ A ¢
bloéni. S pregledom enotnih operacij ?;x”;l’ X3;g _; ; B
preidemo k radunanju popravkov za "’_x"_l’ g o | & : p
vse tri neznanke, ki ga izvedemo zo- T — §

pet tabelarno. Rac¢unanje sdmo je zelo
« preprosto in ne potrebuje pac nobenih pojasnil. Ker ima sistem enacb (12)'
za reSitve cela Stevila, so po sedmih stopnjah vsi ostanki mié in na$ racun
je s tem zakljucen. Koncéne vrednosti za posamezne neznanke dobimo
s seStevanjem zacetnih vrednosti (ki pa smo jih vzeli enake ni¢) in vseh
popravkov po enachi (5) in dobimo: x, = 27, z, = 46, x,——18.
Postopek, razviden iz razpredelnice ma naslednji strani, nas sicer pri
prej omenjenih pogojih vedno vodi do cilja, ni pa vedno tudi najbolj hiter
in se da véasih znatno skrajsati. VeCkrat se namreé zgodi, da sicer zmanj-
Samo s popravkom, po enacbi (8) ostamek v eni izmed danih enacb skoraj
na nié, toda drugi ostanki morejo pri tem znatno narasti. Ce se da s kratkim -
pregledom ugotoviti, da vplivajo na ostale ostanke nekoliko spremenjene

korekture bolj ugodno, smemo brez pomisleka vzeti zk(”) nekoliko povecan:
-ali zmanjSan proti vrednosti po enacbhi (8). Pri obravnavanju malog iz
statike se navadno pokaZe, da je najbolje povecati absolutno vrednost
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korekture do 509/, Gez omenjeno vrednost (hiperkompenzacija). Tudi
z istoCasno korekturo dveh ali ve¢ neznank se da seveda konvergenca zelo
pospesiti; toda praktiéno pridejo tu v postev samo najbolj preproste kom-
binacije. Ce so n. pr. razmerja med ostanki in pripadajofimi koeficienti
glavne ldiagonale za doloceno stopnjo priblizno enaka, vzamemo za vse odgo-

2. ReSitev enac¢b (12) s posamicno relaksacijo.

Popravki oziroma neznanke Ostanki
Xy l Xa l X3 £y A' | &
ol 45 ol 0] —204| —415| +380
— XX 42 | —3.42=—126 +420 — 84
10 \ - S e el ST
—5330 =S +296
35 +330 —99 —132
0 — 94 +164
i —17 + 68 + 34 —170
‘ | + 68 — 60 — 6
—7 ! — 70| +21| + 28
— 2 — 39 + 22
4 12 + 40 - 8
! —14| 4+ 1| + 14
1 I T S
A —_— koo
— 4 — 2 + 10
—1 + 4 £ 2 -~ 10
27 | 46| —18| 0 0] 0

varjajoce neznanke
isti popravek in
zmanjSamo na ta
nacin ostanke v veé
enacbah mna zelo
majhne vrednosti
(relaksacija v Dblo-
ku, block relaxati-
on), Zaradi hitrej-
Sega racunanja mna-
vedemo v ta namen
v tabeli enotnih
operacij tudi vred-
nosti levih strani
enach, ce sta dve
neznanki enaki eni
(spodnja polovica
1. tabele). V nasem
primeru sta pri
2,0 = 2,0= 5,0 =

== 0 ostanka v pr-

vih dveh enacbah
negativna ; zato bo-
mo pri relaksaciji
v bloku vzeli za obe
korekturi z,(Min z,M

vrednost v sredi med — (—204/7) in — (—415/7) ali pribliZzno 40. Tako
dobimo za sistem enacéb ' (12) naslednjo tabelo, v kateri smo namesto po
sedmih stopnjah prisli ¢isto neprisiljeno'do konénega rezultatal Ze po §tirih

korakih. Iz primera se tudi
vidi, da nikakor ni potrebno
gnati relaksacijo v bloku pri
prav vseh stopnjah. ¢im so
med posameznimi kvocienti
razlik in enotnih koliénikov
(Stevila na desni strani 1. ta-
bele) prevelike diference, pre-
idemo k posamicni relaksaciji.

Poleg hiperkompenzacije
(ki pa sama zase v naSem pri-
meru ni umestna) in relaksa-
cijevblokunavajaR. V. South-
well v svoji prvi knjigi (6)
tudi tzv. srelaksacijo v skupi-
nah« (group relaxation), kjer
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3. Resitev enacb (12) z relaksacijo v bloku.

Popravki

NN
ol o 0 —204
40 | 40 "+280

| + 76
—18 | —18 = —108
| — 32

6 6 + 42

‘ + 10

=1 | — 10
27| 46 |—18 | 0

Ostanki
7 | & £y
—A415 +380
+280 —240
—135 +140
+ 90 —108
— 45 + 32
+ 42 — 36
S
+ 3 | + 4
o | 0




izberemo v isti stopnji za popravke k posameznim neznankam razne vred-
nosti. Jasno je, da se dajo pri zadostni spretnosti na ta naéin vsi raéuni
Se bolj skrajSati. Pri praktiénem racunanju pa so za'izbiro skupnih korektur
v eni sami stopnji merodajni predvsem razni fizikalni in geometrijski zakoni
in za to ni mogode v tem pogledu podati splosnih pravil.

Pri uporabi relaksacijskih metod je zelo vaZno vpraSanje sprotnje
kontrole, da se nam v rezultate ne vrinejo racunske napake. V tem pogledu.
je mnajbolj preprosto, uvesti poleg danih enacb Se dodatno, ki jo dobimo
s tem, da seStejemo vse prejSnje enacbe s spremenjenim predznakom. Jasno
je, da mora biti sedaj vsota ostankov v vseh enadbah za vsako iteracijsko
stopnjo ni¢. Ge so diagonalni koeficienti v enacbah po vrednosti le malo
ve€ji od vsote vrednosti vseh ostalih in bi se zaradi tega racuni po prejsnjih
metodah zelo zavlekli, se da ves postopek znatno skrajSati z naslednjim,
zelo preprostim ukrepom, ki ga je prav tako kakor zgornji naéin kontrole
poznal v bistvu Ze C. F. Gauss (1b, stran 301). V ta namen nam je treba
uvesti poleg nove enacbe le Se novo neznanko x*, na ta nacin, da nadomesti-
mo prvotne neznanke »; z razliko z*, — x*, NaS novi sistem ima sicer
determinanto nié¢ in se iz njega ne dajo izradunati vse neznanke, toda zato
nam itak ne gre. Ce pa izberemo za nove neznanke poljubne zacetne vred-
nosti in dolodamo korekture tako, da se zmanj$ajo veliki ostanki na &im
manjSe vrednosti, konvergirajo vsi ostanki zelo hitro proti ni¢ in razlike
med «*, in ostalimi novimi neznankami zadoS€ajo navadno Ze po nekaj
stopnjah prvotno podanemu sistemu enacb z dokaj :veliko natanénostjo.
Moz#nost, za kontrolo numeriénih napak nam $e vedno ostane, ker mora biti
tudi z uvedbo novih neznank vsota ostankov pri vseh ‘enacbah za vsako
stopnjo enaka nic. ‘

Za. zgled hofemo obravnavati sistem enacb za popravke visinskih razlik
med petimi tokami v okolici Gottingena, ki ga je navedel Ze Gauss pri
svojem predavanju o metodi najmanjsih kvadratov (1d):

34— X,— X, = 1531
— 2, +4x,— x,— x, =—3681
(13)
— 2, — 2, +8x,— x,= 2868
— X,— X+ 22, = 0

Ge bi hoteli tiporabiti na ta sistem enac¢b relaksacijsko ali katero drugo
iteracijsko metodo, bi popravki zelo pocasi konvergirali proti ni¢, ker so
koeficienti izven glavne diagonale razmeroma veliki (niti zadostni pogoj (3)'
za konvergenco rezultatov pri sprotnji iteraciji ni v zadnjih dveh enacbah
izpolnjen!). Zato nadomestimo gornji sistem enacb v smislu navodil z novim,
v katerem imamo pet neznank

3a,— a',— ¥, — zf,= 1531
— 2" t4a— 2 — 2,— &, =-—3681 |
(18%) — 2, — ', +3x,— 2, = 2868
— &— 2 +27, = 0 .

— x,— + 22", =— T18

in ga reiimo po prejsnjih navodilih s posamicno relaksacijo. Racun izve-
demo tabelarno in ga zdruzimo s tabelo enotnih koeficientov, ki jo napiSemo:
najprej (4. tabela).
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4. Resitev enacbh (13*) po Southwell-Gaussovi metodi.

Enotne koli¢ine
Enacbe : 1 | 2] 8 | 4 5 | vsota
| |
X, =1 3 | —1 1 | 9 | =t 0
x¥, =1 —1 ‘ g =1 § —1 § -3 0
xt,=1 | =1 | =1 | 3| —I 0 0
x,=1 | 0 | —1 | —1 2 0 0
x¥,=1 | —1  —1 1 0 0 2 0
1
popravki in neznanke ostanki
i:g; zF | oz%, | ozF | oz, | oz% | 1 ¥, ¥, ¥, r¥, | vsota
X0 = 0 0 0 0 0| —1531|-+-3681 | —2868 0|+ 718 0
1. —920 : + 920| —3680 |+ 920 |+ 920 |4 920
— 611|+ 1|—1948|+ 920|41638| 0
2 —820 | + 820|- 820 0 —1640
+ 209|+ 821|—1948|4+ 920 — 2| ©
3. 4650 — 650|— 650 | 41950 | — 650 0
Ji— warh e - 2l 270(= 2| O
4. | 4150 + 450|— 150| — 150 0| — 150
4. 94+ 21— 148\+ 270(— 152] ©
5. —135 0|4 135|+ 135|— 270 0 :
+ 9|4 156|— 13 0|—152| 0
6. 4+ 76— 76| — 16 0 0|4 152
— 67|4 80|— 13 0 0/ o0
7. |+ 23 . + 69|— 23|— 23 0|— 23
+ 2|+ 57|— 36 0|— 23| 0
8. — 15 + 15/— 604 15|+ 15|4 15
4 17— B8|— 2114 15— B 0
9. — 8 0|+ 8|+ 8|— 16 0
I e Sk S B R
10. — 6 — 18|+ 6|+ 6 0|+ 6
=—' Il Hl— Fl— 1l= 2| 0
11. — 3 4+ 38|— 12|+ 3|+ 3|+ .3
4+ 2|— 1|— 4|4+ 2[4+ 1| o '
12. T = ' H= 14 8|— 1 0
x=| 167|—938|4651]—143|—744|+ 1|— 2/— 1|4+ 1|+ 1| o
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