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O KONVEKSNIH KRIVULJAH
I. Vidav

Konveksna krivulja se imenuje taka enostavno sklenjena v ravnini
lezeca krivulja, ki jo vsaka premica sefe kvecjemu dvakrat. Ta definicija
je dobra le, ée ni noben del krivulje premocrten. V nasprotnem’ prlmeru
ima lahko premica neskonéno mnogo tock skupaj s krivuljo, namreé celo
daljico. Vendar pa taka premica. ne more iti. skozi notran_]ost polja, ki ga
ograja nasa sklenjena krivulja. Zato lahko reemo, da see vsaka premica,
ki gre skozi notranjost tega polJa krivuljo le dvakrat Ta defmlcua velja
potem v vsakem primeru.

Na_]pre_] vzemimo tako konveksno krivuljo K, ki ima v vsaki tocki
tangento in ta naj se zvezno spreminja, ko gremo po krivulji napre;j. Da
bomo nasli enacbo take krivulje, si -
mislimo na njeni ravnini kak pravo-. 3
kotni koordinatni sistem (glej sliko).
Tu je izhodi$ée koordinatnega sistema
v notran;]ostl krivulje, kar. pa ni ni¢
vazno. Tangenta v tocki T naJ oklepa
kot ¢ s pozitivno smerjo osi . Ta kot
je natanéno dolo¢en v mejah med 0 in
2 7. Vzémimo na krivulji pozitivni
smisel obkroZenja, na tangenti pa tisti
poltrak, ki kaZe v smeri tega ob-
kroZenja. Potem je ¢ kot med tem . o
poltrakom in pozitivno smerj!o"osi % ) N Sl 1.

Ta kot stalno naraiéa, ¢e se tocka T

p0m1ka po krivulji v poz1t1vcnem smislu, in gre od- ¢ =0, ko Je Tv TO,
kJer je tangenta vzporedna z 08jo &, do ¢ = 2 q, ko obknoz1 T vso krlvuIJo
in pride v T, nazaj. Kot ¢ zavzame torej vsako vrednost med 0 in 2
enkrat in le enkrat Zato je lega vsake to¢ke mna krivulji s @ natanéno do-
lotena. Zaznamujmo s p oddaljenost tangente odizhodis¢a! Seveda je
v splo§nem p funkcija kota @, » = » (p). Smerni koeficient tangente pa je
tg @. Zato se glasi enacba tangente -

xsm(p-—yOOS(p—fr(tp) ' (1)

Tu vzemimo, da je p(p) zvezna in odvedljiva funkcua @. Krivulja Je
potem ogrinjaca vseh tangent. Po pravilu, kako se ii¢e enacba oganace,
je treba (1) odvajati na . Torej- je. :

Tcosg + Ysing = p’(tp) (2)

Ge iz teh dveh enacb izracunamo in y, dobimo koordinati dotikaliséa, t. j.
tocke T na kr1vul,11 Imamo tedaj

 x=psing + P cosqp, ¥y =—pcos g+ P sing T (3)
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To sta enacbi krivulje K v parametriéni obliki. Parameter je ¢ in pomeni
kot, ki ga oklepa tangenta na krivuljo v pripadajoéi to¢ki z osjo z.
Formuli (3) sta zelo splosni. Veljata namre¢ vedno, &e je vsak del krivulje res konveksen
(to se pravi, da ni daljica). Najprej se da dokazati, da ima konyeksna krivulja skoraj v wvsaki
tocki tangento. Taka totka pa, kjer tangente ni, je ogel. (Pripadajoca funkcija, ki definira krivuljo,
ima tam desni in levi odvod.) Oglov pa je kvedjemu Stevno mnogo. Kot ¢ se namrel stalno
veca, Ce obkrozimo krivuljo v pozitivnem smislu. V vsakem oglu napravi ¢ kondh skok, ki je enak
zunanjemu kotu pri tem oglu. Ker priraste pri obkroZenju kot ¢ za 2, je torej vsota zunanjih
kotov pri vseh oglih manja od 27. Zato je prav gotovo le kon¢no mnogo oglov, ki imajo zunanji
] i ' T
kot vedji od 9 (kvedjemu trije so), prav tako-jih je konéno mnogo z zunanjim kotom med g
7 7 7 '
in Y nadalje z zunanjim kotora med§ in Z itd. Torej je res kveljemu 3tevno neskonéno mnogo
oglov. - -
Pojem tangente lahko posplodimo v tem smislu, da imenujemo vsako premico tangento,
ki ima le eno todko skupnho s krivuljo, V oglih je takih premic ved, vse namred ki potekajo
v notranjosti zunanjega kota. Ce smo tako posplosili pojem tangente, pripada vsakemu kotu ¢ med
0 in 27 ena in le ena tangenta in ena tocka na krivulji, namre¢ dotikalid¢e, Torej sta koordinati
x in y zvezni funkciji ¢-ja. Kjer je kak ogel, sta te dve funkciji konstantni na nekem intervalu
kota @. Ta interval ima Sirino pripadajoCega zunanjega kota,
Ko poznamo x in y kot funkciji kota ¢, se dasta p in §” izralunati iz enacb (3). Dobimo
namrec p=xsin@—ycose, p=xcose+ysing

Te dve enalbi povesta, da sta p in p" zvezni funkciji kota ¢. Ni pa od tod nepostedno razvidno,
da je p" odvod funkcije p. Pa¢ pa je to mogole dokazati, Od tod lahko sklepamo, da sta formuli
(6) in (7) popolnoma splo$no veljavni in prav tako tudi (8). Torej ima konveksna krivulja vedno
‘toéno doloden obseg in ograja toéno doloéeno ploscino, .

Ce vzamemo za p(g) poljubno zvezno, odvedljivo in periodi¢no funkqijo
s periodo 2z, nam dasta enacbi (3) meko sklenjeno krivuljo v ravnini.
Vendar pa ni gotovo, da je ta krivulja brez dvojnih tock in da je konveksna.
Pozneje bomo nasli pogoj, ki mu mora zadosc¢ati funkcija p(¢p), da je
krivulja (3) res konveksna.

Ce je p konstanta = 7, pomenita enacbi (3) krog s polmerom ». V tem
primeru imamo namreé

x=rsing, Yy =—rcosp in a2 + y* =12,

Ta rezultat je nazorno ociten, ker so le pri krogu vse tangente enako
oddaljene od neke stalne tocke, namre¢ od srediséa. Drugi¢ bodi p =
= @ sin ¢ — b cos ¢, kjer sta a in b konstanti. Iz enacb (3) najdemo sedaj,
da je  =a, y=>b. To so pa koordinate ene same tocke. Pri tem p
se torej krivulja skréi v eno samo tocko.

Naj doloca p(¢) neko konveksno krivuljo K! Kaj dobimo sedaj, ¢e
v (8) postavimo p = p + asin ¢ —b cos p? Koordinate to¢k nove krivulje
zaznamujmo z « in y. Potem je
T=psing +pcospt+a=x+a Yy=—pcose + p'sing 4+ b=1y + b

Te dve enacbi povesta, da je nova krivulja le paralelno premaknjena
prvotna K. Torej doloda transformacija p =p -+ asingp—> cos ¢ pa-
ralelni premik. _

Konéno si oglejmo Se primer, da je p = p + 7, kjer je » konstanta.
Enacbi (38) dasta _ . _

r=x-+rsing ¥y =Y —1cCoSqp.

Tocko T konstruiramo takole: Skozi to¢ko T' prvotne krivulje potegnemo
normalo. Toéka T leZi na tej normali v razdalji » od dotikaliséa (glej sliko 2).
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Ker obkrozimo krivuljo v pozitivnem smislu pri naraséajolem ¢, je za
pozitiven 7 toCka T zunaj krivulje,.za negativen » pa leZi znotraj. Tako
dobimo neko krivuljo K:. O¢itno je tan-
genta na to krivuljo v T paralelna tan-
genti na K v pripadajoc¢i tocki T. Zato se
imenuje K: paralelna krivulja k prvotni
K. Zunanje paralelne krivulje so tudi
vse konveksne, notranje pa le v zadostni
blizini prvotne krivulje. -

Obseg in plodéina. Iz enacb (3)
najdemo

x'= (p-+p")cos @, ¥’ = (p+p") sin . (4)
0Od tod je lo¢ni diferencial _

ds = mezd(p = Ip + p"] d(p.
Ce naj bo ¢ kot, ki ga oklepa z osjo x tista polovica tangente, ki kaZe v

smeri naraSéajodega ¢, mora biti zaradi enacb (4) povsod » + p” > 0.
Lo¢ni element je tedaj kar

ds = (p + p"”) do (5)
73 obseg O konveksne krivulje pa dobimo, ker je

2.0
Jr(9) dp = P22y —p'(0) = 0,
tole formulo g

27
0=/r(p)dp. e
0

Pri krogu je n. pr. p = in znaSa obseg O = 2a 7. Elipso dobimo, ¢e
postavimo p = @ |1 —¢%cos ¢, kjer je 2a velika os, ¢ pa numeri¢na
ekscentriénost. Obseg znafa v tem primeru
27 g— -
0= ﬁfl— £7cos® d(p =4 aﬁi — £%sin? @ d(p
0 0 i
in se izraZa, kakor je znano, z eliptiénim integralom.

Iz formule (6) moremo takoj dobiti tole: Ce lezi konveksna krivulja K,
popolnoma v notranjosti konveksne krivulje K, ima vedno manjsi obseg
kakor K. Vzemimo namreé, da je izhodi$ée koordinatnega sistema v mno-
tranjosti krivulje K,, tedaj tudi v motranjosti krivulje K. V tem primeru
je povsod p(p) > 0 in p,(¢) > 0, kjer doloda p, krivuljo K,. Ker leZi K,
v notranjosti K, je p,(¢) <»p(p) za vsak @. V tockah, ki pripadata,
istemu ¢, sta namreé tangenti na obe krivulji vzporedni in je izhodiSée bolj
oddaljeno od zunanje tangente kakor od notranje. Zaradi (6) je potem res

2 2
0, = fo.(p)dp< [p(p)dp = O.
0 0

Za konveksne poligone se da to dejstvo zelo elementarmo dokazati.
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Ploséino lika, ki ga ograJa kaka sklenjena krivulja, dobimo iz formule

= éf(wdy~—ydx)
Tu je treba mtegrlratl po vsej ograji v pozmvnem smlslu N nagem pmmeru
dobimo iz enaéb (8) in (4) . ,
27 oS .
=3 fp(P+p")d¢ =3 f <p2—p'2)d¢, . (7)
ker da 1ntegrac1]a per partes
27w

f pvdp = [pp'] — f Pl = — f pdg.

Izra¢unajmo iz formul (6) in (7) obseg in ploscmo paralelne krivulje. Kr
Za p moramo postavm » + 7. Potem je

m o 27 27
O —f(p+r)dcp [pd<p+'r'/d(p— O+2aqr
in :
27 2x
P = éf(p p'z)dtp—i*"'/pdcp + x 72
Imamo tedaj formuli ;
O0:=0+2x7r; P:=P-+ Or-+ ar (8)

Obe se dasta dobiti tudi neposredno {glej sliko 3). Na sliki pomeni ds
majhen del loka na prvotni krivulji’ K, ds: pa pripadajo¢i del loka na

paraalehn krivulji-Kr. Daljica- 17 T. je paralelna k TT. Ce se je tangenta
ol . zasukala- za kot dp od T .do. i je. X. T, T"T" =
= dp. Zato je T,T"= rdyp in ds: = ds + rdp. Na-

dalfé je plodéina trikotnika T'T,T" enaka %72 dep,

plo&¢ina trapeza TTT'T' pa rds + 3r2dgp. Ce to
sesbeJemo po vsem obodu krlvulJe K, dobimo naj-
prej, ker gre kot ¢ 0d 0 do 2 &, da je Or =04+ 2ar,
za plo¥¢ino kolobarja med K in K: pa 7O + w72
To sta pa res formuli (8). Pri negativnem r veljata
formuli le za majhne |r|, ker ima pri veéjem ||
krivulja K: lahko dvojne toCke. Zadnja izpeljava
formul (8) je zelo splosna. Velja tudi za take krivulje K, ki imajo poljubno
mnogo oglov. Nasproti vsakega ogla sestoji paralelna krivulja iz nekega
kroznega loka. Torej veljata (8) tudi za konveksne poligone.

Ukrivljenost k krivulje je razmerje med kotom: dveh infinitezimalno
bliznjih tangent in' pripadajodim loénim elementom. V nasem primeru je

dop
tedaj & = l ds Po formuli (5) dobimo od tod
1 ;
bi= e ah = s 9)
b= o 1l ¢=Pp + D : _
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Prej smo dognali, da mora biti pri konveksnih krivuljah povsod
p + p” > 0. Zato je ukrivljenost k£ > 0. Ta pogoj je potreben in zadosten,
da doloca funkcija p(p) konveksno krivuljo. Naj bo namreé p(¢p) dvakrat
zvezno odvedljiva periodiéna funkcija, kjer je » 4 p” > 0. Enadbi (3)
najprej povesta, da je pripadajofa krivulja sklenjena. Zaradi tega do-
bimo iz (4) .

2@ 2w
J-(p + p”)cospdp =0 in f(p -+ p”) sin pde = 0. (10)
0 ' 0

Od tod sklepamo, da krivulja nima dvojne tocke. Ce bi bila n. pr.
zacetna tocka dvojna tocka, bi moralo biti za neki ¢, < 2 »

A
f(p + p”) Sin(p d(p =,
Y

Ker je p + p” > 0, vidimo od tod, da bi moral biti ¢, > 7. Od ¢, do 2«
pa je potem integrand povsod negativen in ne bi mogla biti izpolnjena
druga enacba (10). Zaletno toc¢ko pa ‘lahko poljubno izberemo, saj smemo
koordinatni sistem zavrteti. Zato res nima krivulja dvojnih tock. Nadalje
leZi vsa vedno le na eni strani tangente. V zadetni tocki je n. pr. y =y,
enacba tangente, ki je tu vzporedna osi z. Iz druge enacbe (4) pa imamo

4
y=19, + f(p+p”) sin ¢ dg.
0

Po preSnjem vidimo, da je y = y,, kjer velja znak = le za zadetno
in konéno tocko. Torej je res nala krivulja konveksna. Pri paralelni kri-
vulji K: je polmer pritisnjenega kroga or =p -+ 7, torej za r ve&ji. Od tod
sklepamo, da je tudi vsaka zunanja paralelns krivulja konveksna in da
ima isto srediSée pritisnjenega kroga kakor prvotna krivulja. Zato ima tudi
isto evoluto.

Ukrivljenost k oziroma polmer pritisnjenega kroga o sta v sploSnem
funkciji kota ¢. Vzemimo, da se o vzdolZ krivulje K zvezno spreminja.
Torej je o = p(¢p) zvezna periodina funkcija s periodo 2. Vsaka taka
funkcija doloca do paralelnega premika natanéno neko konveksno krivuljo,
Ce je povsod o > 0 in sta obenem izpolnjeni enadbi (10), t. j.

27 27
f@((p) COoS (pd(p == 0, f9(¢)sm (pd(p == ), (10*)
(1} 0

Te dve enacbi povesta, da je krivulja sklenjena. Ker je o(p) periodiéna

funkeija, lahko sklepamo iz (10*), da je za poljuben interval Sirine 2

vedn
9 @, +27

J-Q ((p) Sinzpd(p = (. (11)
(2}

Ker se krivinski polmer zvezno spreminja, je povsod konéen, krivulja
pa sklenjena, mora o vsaj v dveh tockah dosefl ekstremno vrednost: nekje
maksimum in nekje minimum. Tako to¢ko imenujemo teme konveksne
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krivulje. Sedaj pa velja stavek, da tma vsaka konveksna krivulja najmang
Stiri temena. Pri elipsi $o to presecisca z obema osema. Minimum razumemo
tukaj takole: V sosednjih to¢kah na obeh straneh o ni nikjer manjsi, preden
pa pride na eni ali drugi strani do manjsih vrednosti, zavzame vecje
vrednosti. Podobno je definiran maksimum.
Ge je o odvedljiv, je v taki tocki odvod =0. V tem primeru gormji
stavek pove, da je najmanj Stirikrat o'(¢) = 0. Sedaj pa dokazimo ta
' stavek! Ce bi imel ¢ samo dva
¢ ekstrema, bi od tiste tocke,
kjer doseze: maksimum, mo-
notono padal do tam, kjer
doseze minimum, od tam na-
prej pa bi zopet naraséal do
najvecje vrednosti. Funkcija
o(p) bi torej potekala tako,
kakor kaze pricujoca slika 4.
Naj bo m minimum in M
maksimum! Vzporednica z
osjo ¢ se v razdalji m ravno
dotika krivulje, ce pa se ta
vzporednica dviga, krivuljo sefe, oddaljenost med preseéiSéema se stalno
veca in doseze vrednost 2 7, ko ima vzporednica razdaljo M od osi z. V neki
vmesni legi, imenujmo u pripadajoco oddaljenost od osi ¢, je ta razdalja
med preseCiSéi ravno = m. Zaznamujmo s ¢, prvo preseciSCe, potem je
@, + n drugo, zaradi periodinosti funkcije o(p) pa je tudi ¢, —w=n pre-
seci§e. Diferenca o(p)— u je tedaj na intervalu med ¢, —ax in ¢, po-
zitivna, med ¢, in @, + x negativna. Zato je
@y+70 P+

Ig((p) sin ((p —— (pl)dcp = f(@ —,u) Sin((p— <P1)d<P =10

¢1_n P— )
To pa je v nasprotju z enacbo (11). S tem je res gornji stavek dokazan.

Krivulje s konstantno $irino. To so take konveksne krivulje, pri ka-

terih je oddaljenost med dvema paralelnima tangentama vedno ista. Oé&itno
ima krog to lastnost. Ge je osnovna ploskev pokonénega valja krivuljal take
vrste, bi mogli na takih valjih tudi valiti bremena, ker ostane breme vedno
v isti viSini. Iz pomena kota ¢ vidimo, da dasta vrednosti ¢ in ¢ + &
paralelni tangenti. e lezi izhodisée koordinatnega sistema v notranjosti
krivulje, mora biti pri krivuljah s konstantno §irino

p(p)+ v(p + =) =27, ' (12)

kjer je 27 konstantna oddaljenpst paralelnih tangent. Od tod dobimo
za obseg For

SL 4

¢

T

2n 7 11
0 =J P(p)de = fp(¢)d¢ +fp(¢ + 7)dy = 2rfd¢ =2x7r. (13)
0 v 0 ) 0
Vidimo, da imajo vse krivulje s Sirino 2 r isti obseg 2 5 7.

DotikaliS¢i paralelnih tangent T'(x,y) in T(z,y) sta dolodeni s ko-
toma.p in ¢ + 7. Iz enacbe (3) dobimo, da je

x=a—27rsing, Y=y -+ 27cosq.
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Te dve enacbi povesta, da leZi spojmica .TT pravokotno na paralelnih
tangentah. Zato je n. pr. najvisja tocka pri taki krivulji vedno natanko
nad najnizjo tocko. _ _ ,

Krivulj s konstantno §irino je nesteto, saj nam jih dajo vse funkcije
p(@), ki ustrezajo enaébi (12), ée je le p + p” > 0. Ako postavimo p(¢) =
=17+ &(p), mora biti ®(¢p + =) = —®&(¢p). Tej enacbi ustreza n. pr.
funkcija = a sin 3 ¢. Torej doloéa p =
=7+ asin3 ¢ konveksno krivuljo s I
konstantno Sirino, ¢e je p + p” > 0. Ker Pt e
Je p + p’ = r — 8 a sin ¢, mora biti
r > 8a. (Na pric¢ujoéi sliki je » = 9a).

Izoperimetriéna lastnost |
kroga. Med vsemi sklenjenimi krivu- / o B
ljami z danim obsegom O ima krog maj- / /o
vecjo povriino P. To je izoperimetriéna | 4 }
lastnost kroga. Ce ima krog polmer r, je ' |
njegov obseg O.= 2 z 7 in plo§éina P = \\
= 5 7% Torej velja med obsegom in plo- :
Séinol kroga tale relacija: O>—4 z P =0,
Vsaka druga krivulja ima pri istem ob-
segu manj$o ploséino in velja zato vedno Sl
0>—4 7 P>0. Ce je torej Oobsegkake eno- e
stavno sklenjene krivuljein P plogéina, je

0?—472P=0, (14)

kjer velja = le za krog. To izoperimetriéno neenatbo hodemo sedaj
dokazati.

. O¢itno je najprej, da moramo iskati reSitev problema le med konvek-
snimi krivuljami. ¢e namre¢ krivulja ni konveksna, najdemo lahko takoj
krivuljo z istim obsegom in vedjo plo§éino. Na
priéujoci sliki je lok AC'B zrcalna slika loka
ACB na tetivo AB, ima tedaj isto dolZino. Kri-
vulja AC'BDA pa oklepa veéjo ploiéino kakor
ACBDA.

Pri  dokazu
neenacbe (14) po-
trebujemo mneko
formulo, ki jo ho-

Sl 6 ¢em najprej izpe-
 ljati. Okrog kake
tocke na krivulji opisimo krog s polmeromr!
Koliksno ploséino opiSe kroznica tega kroga,
Ce se srediSce giblje po krivulji in pride
nazaj v zacetno tocko? Ako premaknemo
srediS¢e kroga premolrtno za 4s na-
prej, opiSe zadnja polovica kroZnice lik
A’ACBB'C’, to pa je ravno plo§éina pravo-
kotnika A’ABB’, = 2r 4s (glej pri¢ujoco :
sliko). Obe polovici kroZnice opiSeta tedaj ploSéino 47 4 s. Sedaj lahko
takoj odgovorimo ma gornje vpraSanje. Krivuljo razdelimo na same loéne
elemente ds. Vsak izmed teh da plos¢ino 4 rds. Torej je vsa plos¢ina, ki

7,LA_
\[/

5
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jo opise kroznica, ko pretele sredi§ée celo krivuljo, enaka 24 rds = 4r0,
¢e je O obseg. Pri-tem pa opiSe kroZnica nekatere dele ravnine veckrat
in sicer ali dvakrat, ali Stirikrat ali Sestkrat itd. Naj bo P, tista plos¢ina,
ki je pokrita- matanéno dvakrat, P, natanéno Stirikrat itd. Potem velja
tale enacba

4r0=2P,+ 4P, + 6P, + ... (15)

To formulo moremo tudi na slededi naéin tolmaciti: Vsaka tocka pokrite
ploséinc je vsaj od ene tocke krivulje K oddaljena natancéno za 7. Ce tedaj
okrog te tocke opiSemo krog s polmerom 7, ta krog seCe krivuljo K. Pre-
ploiéina polja, ki ga tvorijo vsa sredi§éa krogov' s polmerom 7, ki natanko
dvakrat se¢ejo K. Nadalje je P, ploSéina polja, ki ga tvorijo vsa sredisca
krogoy, ki Stirikrat seCejo K itd. Meje med posameznimi polji so krivulje,
torej nimajo nobene ploséine. Krog s srediséem na meji seCe krivuljo K
ali enkrat ali trikrat itd.

Naj bo sedaj ¢ polmer najvecjega kroga, ki leZi popolnoma v notra-
njosti krivulje K (in se je seveda v nekaj tockah dotika), R pa naj bo
polmer tistega najmanjSega kroga, v katerega notranjosti lezi vsa krivulja K.
Ce izberemo tak r, da je ¢ = r= R, seCe prav gotovo vsak krog, ki ima
sredi§ée v notranjosti krivulje K, to krivuljo najmanj dvakrat. Polje vseh
sredi$¢ krogov s polmerom 7, ki sefejo K, pa je ofitno na zunaj omejeno
s paralelno krivuljo K: v razdalji r. Ker je ploS¢ina, ki jo ograja ta
paralelna krivulja K:, enaka P + Or -+ 7 72, imamo tedaj

P4+Or+arr=P,+P,+P,+... (16)

Pa odstejmo to enadbo od enacbe (15), ki smo jo prej Se delili z 2! Tako
dobimo
Or —P—anr*=P,+2P, + ...
ali
2 2
L2, M ——O~—¢)—{—P4+2PG+... an
4 5 2n
Ker ni noben &len na desni negativen, imamo od tod izoperimetri¢no ne-
enacbo (14)

Moremo _pa najti Se boljSo oceno in to takole: Postavimo v (17)
najprej 7 = in nato r = R! Krog s polmerom o leZi v notranjosti
krivulje K, zato ima manj§i obseg: 27 o < O. Ker pa leZi K vsa v krogu
s polmerom R, je O < 2z R. Torej je

9 2
O*—4aP =45 EQ_Q) in 02—4nP§4n2(R—-%) (18)
2

Izraza v oklepaju. na desni sta oba pozitivna. Za dve pozitivni Stevili
2 in ¥ pa velja vedno neenacba

x? + y? 2, (x—i—y 2
2 =

2 9
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Diferenca med levo in desno stranjo je namreé ¥ (x — y)? in ta je vedno
pozitivna, enaka ni¢ je le za x = y. Ce torej neenacbi (18) seStejemo,
delimo z 2 in upoStevamo (19), dobimo wocenitev

0> —47P =5 (R—p)> (20)

To ostrejo oblgko formule (14) je prvi izpeljal Bonnesen.*
Kdaj velja v (14) enakost? Iz ocenitve (20) vidimo, da mora biti

v tem primeru R = p. Notranji in zunanji krog imata torej isti polmer.
To pa je mogoce le, &e je tudi krivulja sama krog. S tem je izoperimetri¢na
lastnost kroga dokazana.

" Ta zelo preprosti dokaz je dal katalonski matematik L. A. Santald.?
Pri dokazovanju sta nam bili potrebni le formuli (8) in (15). Obe se dasta
hitro in nazorno izpeljati brez znanja infinitezimalnega racuna.

FAZNI MIKROSKOP
F. Zernike — priredil 1. Ku#ler

V zadnji §tevilki je Zal izpadel naslednji dostavek: Clanek je prirejen
po delu: F. Zernike: Phase Contrast, a new Method for the Microscopic
Observation of Transparent Objects. Delo je bilo objavljeno v reviji
Physica, Vol. 9, str. 686, 974 (1942). Za ljubeznivost, da nam je dala za
to dovoljenje, se zahvaljujemo zalozbi N. V. Martinus Nijhoff, s-Graven-
hage (Holandska).

HITRI STEVILCNI RACUNSKI STROJI

Elementarni pregled dosedanjega razvoja in smeri za prihodnost
L. N.Ridenour — prevedel A. Zabkar

Clanek je izSel v Journal of Applied Physics, Vol. 21, N. 4., aprila 1950 z
naslovom: High Speed Digital Computers, An Elementary Survey of Present Deve-
lopments and Future Trends, American Institute of Physics nam je dovolil objavo
prevoda, za kar se mu najleple zahvaljujemo. — Za sl. 1 in 4 se zahvaljujemo
prof. H. Aikenu (Computation Laboratory of Harvard University, Cambridge, Mass.),
za sl 2 U. S. War Departmentu (Washington), za sl. 3 pa dr. M. V, Wilkesu
(Mathematical Laboratory, University of Cambridge, England).

Ena najbolj zanimivih in mogode tudi najbolj znacilnih stvari po-
vojnega tehninega razvoja je sedanji veliki napor, ki ga posvecajov ZDA
in tudi drugod osnutkom, konstrukeiji in izpopolnjevanju hitrih avtoma-
tiénih Stevilénih radunskih strojev. Najveéji del naporov za te vrste
radunskih strojev pladuje v ZDA Zvezna vlada, kar je v skladu s sedamjo
sliko pomoéi za tehni¢na dela; zasebna ameri$ka industrija investira pre-
cej$nje vsote; in nekam é&udno, naSe univerze ne kazZejo, da bi iz svojih
sredstev prispevale ve¢ kakor drobec tega dela.

Mehaniéni pripomocki za racunanje — to je seveda stara zadeva.
Avtomatiéni, hitri Steviléni radunski stroj — ako vsakega teh pridevnikov
‘gudl.posebej. upoStevamo — je pa nekaj zelo novega. Ne moremo reci, da
je bil praktiéno realiziran, preden je bil 1. 1945 izgotovljen slavni ENIAC.

1 T, Bonnesen: Uber eine Verschirfung der isoperimetrischen Ungleichheit des Kreises in
der Ebene. Math. Annalen, Bd. 84, stran 216—223. :
2 Glej W. Blaschke: Integralgeometrie I, stran 25—27,
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O tem stroju bomo kasneje ve¢ povedali. Sedaj pa naredimo malo premora,
da bomo razlikovali stroj, ki bo tu zaposlil naso pozornost, od drugih ra-
¢unskih priprav.

Pred vsem hocéemo obravnavatl Steviléne stroje. S tem izkljucujemo
veliko skupino rafunskih priprav, ki jih s skupnim izrazom imenujemo
analogne stroje.! Analogni stroj je tak, ki prenese vsako $tevilo v kakem
racunu v kako fizikalno koliéino: to je, fizikalna kolié¢ina postane mera
Stevila. Analogni stroj dela nato s temi fizikalnimi koli¢inami skladno z
naravo racuna, ki ga Zelimo napraviti. Fizikalno koliéino, ki jo dobimo
kot rezultat te manipulacije, konéno izmerimo — to je, pretvorimo nazaj
v Stevilo — da dobimo za raéun Steviléni odgovor. Logaritmiéno radunalo
je tak analogen stroj. Na logaritmiénem radunalu predoéujemo Stevila
z daljicami, ki so premo sorazmerne logaritmom teh $tevil. Ako mnoZimo,
seStejemo daljici, ki sta prirejeni. vsakemu obeh faktorjev; dobljena daljica
je prirejena produktu, pravzaprav je premo sorazmerna z logaritmom
pmdukta To dalJ1co pretvorimo nazaJ v Stevilo po skali, ki je na ravnilu,
in ra¢unanja je konec.

Ako stroj uporabi eno samo fizikalno koliéino' za: celotno predodevanje
stevila, je odvisen od skrajne to¢nosti, s katero odmerja, obravnava to
edino fizikalno koli¢ino in z njo manipulira. Steviléni stroj seveda tudi
fizikalno predocuje Stevila, vendar pa predoluje Stevilo vsake posamezne
mestne vrednosti Stevila s posebno fizikalno koli¢ino. To daje mnogo veéje
moznosti pri zasnovah! Stevilénih strojev; da bo lahko §teviléni stroj radunal
z desetmestnimi S$tevili, ni treba nobenega njegovega dela zgradlt1 Z na-
tancnostjo 1:10%°, Na drug1 strani pa analogm stroj nima veéje celotne
natancnosti kakor one, s katero je zgrajen.

Analogne stroje so spravili na visoko stopnjo popolnosti in uporabnosti.
Vannevar Bush in njegovi sodelavei pri Massachusetts Institute of Techno-
logy so zaleli okrog 1931 graditi znani diferencialni analizator, ki je bil
v svoji prvi izvedbi mehaniéna naprava. Med vojno in po vojni so kon-
struirali razne elektriéne diferencialne analizatorje. Nekateri teh strojev so
sedaj Ze naprodaj. Ne bomo se zadrzevali s temi strOJl govorili bomo
samo o Stevilénih stroiih.

Pravzaprav bomo govorili samo o avtomatiénih stevﬂcmh rac¢unskih
strojih. Ta pridevek pomeni, da ne bomo obravnavali takih Stevilénih
strojev, ki jih predstavljajo znani séStevalni stroji ali pa tabelariéni racun-
ski stroji tipa Monroe ali Marchant. Zamisel in realizacija teh strojev je
zelo stara.? Prvi praktiéni seStevalni stroj, ki uporablja Steviléna kolesa, je
zasnoval 1. 1642 Blaise Pascal; stroj, ki lahko mnozi (s ponovnim seSteva-
njem v zvezi s primernimi prijemi), je izumil 1671 Leibniz. Zgradili so
ga 1694. Francoz Charles Thomas je 1. 1820 zasnoval prvi stroj, ki je
trgovsko uspel. Z manjSimi spremembami in izboljSavami so izdelovali ta
stroj v Parizu prav do druge svetovne vojne.

Tudi se ne bomo zadrZevali z znanimi stroji s preluknjanimi papirnimi
traki, ki jih izdeluje tvrdka International Business Machines Company. Ti
str031 1zv1raJo iz dela Hermana Holleritha, nameséenca v uradu U. S.

! OplS analognih ‘strojev in njihovo uporabo dobite v knjigi D, R. Hartree, Calculating Instru-
ments and Machines (University of Illinois Press, Urbana 1949).

2 Zgodovinsko porotilo o razvoju tabelarnih ratunskih strojih poglej v ¢lanku »Calculating
machines« v Encyclopedia Britannica.
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Census. Hollerith je 1889 priSel na misel, uporabljati za to, da je vstavil
v stroj $tevila in zopet prebral rezultate, luknje, narejene na papirni trak.
Nekaj podobnega so Ze dolgo uporabljali na statvah Jacquard za kontrolo
pri tkanju kompliciranih vzorcev. Da naj to uporabijo pri racunskih strojih,
je Ze dve generaciji prej nasvetoval Charles Babbage, o katerem bomo
kasneje ve¢ povedali.

Tabelarne racunske stroje in stroje IBM izvzemamo iz te obravnave,
ker napravi tak stroj naenkrat eno samo osnovno racunsko operacijo in ga
moramo pripraviti znova, da naredi drugo. To se pravi, da moramo
naravnati na tabelarnem stroju oba faktorja za mmnoZenje in se potem
zanesti ma stroj, da bo to izraCunal in nam pokazal produkt. Pred novo
multiplikacijo — ali kako drugo operacijo — moramo sami dati stroju
Stevila za mnov racun in nalog,
katero operacijo naj naredi s
temi Stevili.

Na drugi strani dobi avto-
matiéni stroj Ze v zacetku za-
dosti navodil in je sam dovolj
usposobljen, da naredi vse ra-
¢une z mnogimi Stevili drugega
za drugim brez cloveskega po-
sega, po kompliciranem vrstnem
redu, brz ko dobi znak, naj zacne.
Tako se avtomaticni stroj bi-
stveno razlikuje od tabelarnega
stroja. Bolj je skoraj podoben

celemu mehaniziranemu k.om_ Sl 1. RaEunski S,tl'Oj Harvard Mark I. Od ICV.C pl'dti

.ox 5 X desni: Stikala za zaletne podatke; Stevne priprave;
pleksu.. CIOYek racuparv plus ta- interpolator; kontrolna enota za pravilni red racunov.
belarni stroj plus prirone funk- Ta stroj ima mehaniéne Stevne priprave z elektro-

cijske tabele plus delovni liSt, na magnetnimi sklopi in relejno kontrolo.
katerem je oznacen potek ra-
¢unanja in na katerem se lahko napiSejo vmesni rezultati. Ideja o takem
avtomati¢nem stroju je stara ve¢ kakor sto let. Charles Babbage, profesor
matematike na Lukasovi stolici® v Cambridgeu, je zamislil tako napravo
— analitiéni stroj — in ga zalel graditi (za denar britanske vlade)
1. 1835. Analitiéni stroj ni bil nikdar dovrSen, v glavnem zaradi tega, ker
prec1zna mehanika v Babbageovem; ¢asu ni blla kos mnalogi, da uresnici
nJegove komphc1rane nacrte. Toda njegov nacért je bil cudovito moderen,
¢e primerjamo ideje, ki %e vodijosna podrOCJu avtomatlcmh racunsklh
strojev. £ ! :
Tudi s tem strojem se ne bomo ukvarJah Govorlh bomo o hztmh
avtomatiénih $tevilénih racunskih strojih. Pred strojem ENIAC so zasnovali
in zgradili najmanj dva tipa avtomatiénih Stevilénih racunskih strojev.
Profesor Horward Aiken iz Harvardove univerze je zgradil s pomocjo
druzbe IBM svoj stroj, tako imenovani Mark I. Ta stroj je avtomatifen
racunski stroj z elektriéno kontrolo in mehaniénim delovanjem. Slavili so ga
sBabbageov sen resnica«.* PribliZzno ob istem cCasu so laboratoriji druzbe

3 H. P. Babbage, Babbages Calculating Engines (Spon, Ltd., London 1889).
4 Annals of the Harvard Computation Laboratory (Harvard University Press, Cambridge,
1946) Vol. I.
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