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O KROGIH NA KROGLI

J. Plemelj

V naslednjih vrstah, hočem vpeljati in obravnavati nekatere pojme in

lastnosti iz geometrije krogov na krogli. Izsledki so zanimivi zaradi popolne

analogije, ki jo najdemo pri krogih v: elementarni geometriji. Izpeljava je

čisto preprosta, naslanja se samo na najbolj znane stavke iz trigonometrije

pravokotnega sferičnega trikotnika. Najprej pa nekaj uvodnih opazk:

Če presečemo kroglo s kako ravnino, je na krogli presečna črta krog,

v posebnem primeru, če gre presečna ravnina skozi središče krogle, je za

ta krog v rabi izraz glavmi krog. Dve točki krogle, ki sta krajišči kakega

premera krogle, sta si nasprotni ali antipodni točki. Vse antipodne točke

kakega kroga tvorijo zopet krog, ki ga moremo imenovati k danemu krogu

antipodni krog. Glavni krogi so samim sebi antipodni. če imamo dve točki

na krogli, ki si nista nasprotni, je glavni krog skozi nji natančno določen,

izseka ga na krogli ravnina, ki gre skozi te dve točki in središče krogle.

Tisti del glavnega kroga med obema točkama, ki je manjši od polovice

glavnega kroga, je. po krogli najkrajša! zveza med tema dvema točkama.

Najkrajšo zvezo dveh točk na krogli dobimo tedaj vedno po glavnem krogu

med tema dvema točkama. Razdaljo dveh točk na krogli merimo s centrič-

nim kotom iz središča krogle, recimo kot lok med dvema točkama po

glavnem krogu, ki veže te dve točki. Tu sta dve možnosti za razdaljo, vsota

obeh vrednosti je ravno vsa dolžina glavnega kroga. V danem primeru

je mišljena ena izmed obeh vrednosti, največkrat manjša. Glavni krogi na

krogli imajo pri našem razmišljanju isto vlogo kakor premice v ravnini

in jih moremo vpeljati kot »premice«. Takoj umljivi so pojmi: zveznica

dveh točk, smer ali pravokotnica. Povsod so mišljeni glavni krogi.

Pri izpeljavi stavkov bomo na slikah načrtovali »premice«, t. j. glavne

krogelne kroge, kar kot premice, pri trikotnikih pa uporabili sferično

trigonometrijo. Krogli dajmo polmer <— 1, potem so distance točk kar cen-

trični koti, ločno merjeni. Da si nazorno vse olajšamo, si moremo misliti

like na takem delu krogle, ki ne nosi dveh med: seboj antipodnih točk.
Stavki pa veljajo splošno kakor uporabljene formule iz sferične trigono-

metrije. Bralcu ne bo težko pregledati tudi mejnih primerov, ki morda pri

razširjanju polja nastanejo.

Omenim naj še to, da je možna tu tolmačba kar neizpremenjenih

stavkov z neevklidično Riemanovo ravnino. Tam je to, kar tu vpeljemo kot

»premica«, resnično premica, vsaka dvojica antipodnih točk pa pomeni

v Riemannovi ravnini le eno točko, ker se dve premici v Riemannovi,

ravnini sečeta vedno, toda; le v' eni točki, na krogli pa se sečeta dva glavna

kroga v dveh antipodnih točkah. Seveda veljajo izpeljani stavki tudi v

hiperbolični neevklidični geometriji.



Pojem potence točke z ozirom na; krog.

Iz obeh pravokotnih trikotnikov OMA in OMT se dobi

cos r cos OT cos MT cos OT
C0So — z ali —

cos MA cos MT cos MA c08 r

Od tod

cos MA — cosMI cosr — cosOT
cos MA -- cos MT | cosr -- cos OT

ali

TA TA' OT -r OT—r
ig —'t, x | Die] Pe deiag m g9 5 g 2 19

Ta produkt je tedaj neodvisen od smeri

naklonskega kota a. Produkt tg Ja 'tg 1d
naj se imenuje potenca točke T z ozirom na

krog. Potenca tedaj ni nič odvisna od izbire

smeri presečnice TA"' iz točke T, če leži

točka T zunaj kroga, tako da sta možni na

krog iz T dve realni tangenti, potem je po-

tenca kvadrat funkcije tangens polovične dol.

žine tangente od točke 7 do dotikališča na

krogu. če leži točka 7" v notranjosti kroga,

tedaj tako, da vsaka smer iz T krog preseče v dveh točkah A in A' in:leži

točka T med A in A', potem imata TA in TA' nasproten predznak. Potenca

ima negativno vrednost. Absolutna vrednost te potence ima tudi tu na-

zorno tolmačbo s kvadratom funkcije tangens četrtine najkrajše tetive skozi

točko T. Vse je tedaj popolnoma analogno kakor pri krogu v ravnini.

Premisli tole: Kdaj so realne tangente na krog mogoče? Kako je to

iz točk v notranjosti antipodnega kroga?

Potenčna črta dveh krogov.

Če so iz kake točke 7 na dva kroga možne enako dolge tangente, potem

ima točka T za oba kroga enako potenco. Skupnost vseh takih točk tvori

neko »premico«, potenčno črto obeh krogov.

Dokaz: TT, naj bo pravokotnica na centralo

OD. Sedaj je

cos TT, — cos d cos D

cos OT, cos!D7,
in nadalje

cos TA — cos TU — d cosd
cos r C08 %

Tedaj je

cos OT, : cos DT, — coSr : cos

To razmerje je torej neodvisno od točke T', iz njega se da: dobiti
točka T. Projekcija vsake točke T na centralo OD da isto točko T',. Vse

točke leže tedaj na neki potenčni »premici« ali črti obeh krogov. Če se' oba
Noevve

kroga realno sečeta, gre potenčna črta skozi sečišči.
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Dokaži, da imajo tudi morebitne točke potenčne premice, ki leže
v notranjosti obeh krogov, na oba kroga isto potenco. Kaj je potenčna črta

dveh koncentričnih krogov? ,

Točke podobnosti dveh krogov: in skupna potenca dveh krogov.

Isti krog K naj se dotika dveh krogov s središči O in O ter polmeroma

r in r v točkah Din BD tako, da sta oba kroga zunaj kroga K,.ali pa v toč-

kah D' in 9' tako, da sta oba kroga v notranjosti! kroga K'. Dotikalna

tetiva ZD oz. D'9' določa na osi skozi OD neko točko S, ki je neodvisna

od izbire dotikalnega kroga, tedaj vsem takim krogom skupna.

Dokaz: Tetiva D'D99' seče oba

kroga O in D v istem kotu ,. V trikot-

niku SOD velja enačba

sin SO o sin u

sin Y sin a /

in ker je iz istega vzroka to razmerje tudi /

enako sin SD : sin r, imamo

sinSO sinr

sin SD | sinr

to se pravi: to razmerje ni odvisno od izbire dotikalnega kroga K ali K'.

S tem je na centrali obeh krogov natančno določena neka vnanja podob-

nostna točka S obeh krogov. Prav: tako se da definirati tudi neka notranja

podobnostna točka dveh krogov. Dotikalni krogi se v tem primeru dotikajo

enega kroga od zunaj, drugega od znotraj.

Točka podobnosti dveh krogov ima z ozirom na vsak dotikalni krog

isto potenco, ki jo moremo zato imenovati skupno potenco obeh krogov.

Dokaz: Iz trikotnikov OMD in OMS imamo

tg OM — sin DM 'tg yu — sinSM 'tga

sin DM :sinSM— tga:tgyu

Ker je to razmerje tudi enako sin Di : sin SW, dobimo

sin DM : sin SM < sin B9i : sin SM

kar se da pisati tudi

ali

gb go ig SV :ig S?
2 2 2. 2

ali

ta SD eg SP z gg SP ag SP
2 2 2 2

Ta produkt je, kakor kaže slika, potenca točke S z ozirom na dotikalni

krog K ali krog K'. Da je ta produkt neodvisen od izbire dotikalnega kroga,

se vidi takole:

ig Z. ig See p? — potenca točke S z ozirom na krog O

tg sa »tg - p? — potenca točke S z ozirom na krog D
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če tvorimo produkt in uvažujemo prejšnjo enačbo, vidimo, da je

DS DS' S SD
tg — 't, <—tig — ig — —- .9 2 9 2 9 3 9 2 če PP

To je vrednost skupne potence obeh krogov.
Če vzamemo.oba dotikalna kroga K in K' s središči na centrali OD, je
pravokotnica v S na centralo potenčna premica teh dveh dotikalnih krogov.
Zakaj? To dopušča načrtanje točke S.

.. V premislek: Kaj so antipodne točke k točkam podobnosti? Kje so
točke podobnosti pri koncentričnih krogih? Kje je točka podobnesti, če je
eden izmed obeh krogov glavni krog? i

Podobnostne osi treh krogov.

Točki S, in S, si mislimo, da sta bili načrtani kot podobnostni točki
krogov K, in K, oz. K, in K,. Sedaj je lahko dokazati, da je točka S, kijo
določata zveznici S, S, in K, K, podobnostna točka krogov K, in K,.

—o Dokaz: Ker je S, podobnostna točka, velja

sinS,K, sinr, sinK,K',

sinS,K, sinr, sinK,K',

Točki K', in K', sta nastali s projekcijo točk K,
in K, na smer S,S, tako, da je K,K', . S, S,,
K,K', 1 S, S,. Uporabljen je tu sinusov stavek za
trikotnika S, K, K', in S, K, K',.

Prav analogno je

sinS,K, simr, sin K, K',

45: STUTTT sin S, K, sin Y. sin K, K',

Z multipliciranjem teh enačb in zgornjih se dobi

sin r, sin K, K',

sin r, — sin K,K',
Ker je to razmerje obenem enako razmerju sin S, K,: sin S, K,, velja tudi

sinS, K, smr,

sinS, K, | sinr,

Ta enačba pove, da je S, podobnostna točka obeh krogov K, in K,.
Podobnostne točke S,, S,, S, leže vse na eni »premici«, ki jo imenujemo
podobnostno os treh, krogov.

Premisli, da leže vse podobnostne točke treh krogov na; štirih oseh

vedno po tri. Na; vsaki osi leže tudi antipodne točke k vsem trem točkam
podobnosti.

Pol in polara.

Točki T' in 7" naj ležita na isti, iz središča O danega kroga izhajajoči

smeri tako, da velja glede njih oddaljenosti od središča O enačba

ig OT : tg OT! <— (tgr)?. če v točki T'" postavimo na OT" pravokotnico
T'P', se ta imenuje polara točke T. Analogno bi bila pravokotnica v točki T

JJ,
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polara točke T". Točka T se imenuje pol »premice« T"P' z ozirom na krog 0.
Tu velja stavek: Polare točk kake »premice« gredo vse skozi pol te premice.

' Dokaz: Naj bo P taka točka na OP', da je tgOP' tgOP' — (tgr)?.
Potem je : |

igOT! tgOP

tgOP'! igOT

Ker je P'T' | OT je to razmerje — cos a. Iz te enačbe
pa izhaja sedaj, da je tudi PT | OP, da je torej
»premica« PT polara točke P'.

Če seče kaka »premica«, n. pr. PT, krog v dveh
točkah A in A:, potem gresta tangenti v sečiščih

skozi pol te sekante. Je namreč v pravokotnih trikotnikih OPA in OAP'

cos B — tgOA : tgOP — tgOP' :tgOA

ali igOP - tgOP' — tg?r. To se pravi, da je P' pol za AA,. To da možnost
načrtanja pola k dani polari in narobe.

Premisli konstrukcijo pri vnanjih in notranjih točkah. Kako načrtaš
tangento iz kake vnanje točke na krog? Kaj nastopi, če preide krog v
glavni krog?

Apolonijev problem.

Kot zgled uporabe navedenih stavkov. vzemimo slavnoznani; Apolonijev
problem, ki zahteva določitev, kroga, ki se dotika treh danih krogov.

Zaradi popolne analogije s stavki iz elementarne ravninske geometrije
je mogoča, kakor izhaja iz vsega poteka, dobesedna reprodukcija dokaza
v ravnini. Nikjer ne nastopi nikaka ovira.

Treh krogov 7, II, III naj se krog K dotika vseh od zunaj, krog 6
pa vseh od znotraj. Dotikalna tetiva obeh krogov s krogom I gre skozi

(d 
$5

točko podobnosti C icbeh: krogov K in $ in skozi to točko gresta iz istega
vzroka dotikalni tetivi krogov K in s krogoma II in III. Skupna potenca
točke C z ozirom na oba kroga K in $ je potenca točke C z ozirom na
krog I in prav tako z ozirom na II in III, to se pravi, točka C je potenčno
središče krogov I, II, III,



Podobnostna točka K, krogov ZI in III ima z ozirom na kroga Kj in $

kot. potenco isto »skupno potenco« krogov 27 in III. Točka S, leži tedaj

na potenčni črti krogov K in 8. Ker velja prav isto za vse tri podobnostne

točke, je podobnostna os S,S,S, ista kakor potenčna premica krogov Kin
Obe dotikalni tangenti krogov K in $ s krogom Z se sečeta v nekt

točki potenčne »premice« obeh krogov, tedaj na podobnostni osi. Polara

tega sečišča z ozirom na krog I gre tedaj skozi pol podobnostne osi z ozirom

na Z. Ta polara pa je ravno dotikalna tetiva kroga 7 s krogoma K in

Kakor smo že prej dokazali, gre ta premica tudi skozi potenčno središče C

krogov I, II, III. Konstrukcija dotikalnih krogov je tedaj tale:

Načrtaj potenčno središče C danih krogov Z, I7, III, potem eno izmed

podobnostnih osi in pole P,P,P, te podobnostne osi z ozirom na kroge

I, II, III. Če zvežeš sedaj potenčno središče C s posameznim polom, določa

ta zveznica na pripadajočem krogu be dotikališči tega kroga, s krogoma

K in $. Dve dotikališči istega dotikalnega kroga (K ali $) z dvema raz-

ličnima izmed krogov 7, II, III, ležita na smeri, ki meri proti eni izmed

podobnostnih točk S,S,S,. To razdeli 6 sečišč v dvakrat po tri dotikališča.

S tem je konstrukcija končana. Ker imamo v splošnem! štiri podobnostne

osi, dobimo skupno osem rešitev. Možna pa so tudi tu izprijenja, kakor

že v ravnini.

O DISTRIBUCIJAH

Po predavanju, ki ga je imel g. L. Schwartz, prof. na univerzi v Nancyju,

v Ljubljani dne 3. in 4. aptila t.l, — sestavil I. Vidav,

Z distribucijami je dosegel L. Sehwartz tako razširitev pojma funkcij,

da so osnovne operacije, kakor n. pr. odvajanje in integriranje, v tem

okviru vedno v neomejenem obsegu izvršljive, medtem ko v okviru navadnih

funkcij niso. Podobno je pri vpeljavi novih vrst števil, kjer imamo tudi

vedno pred očmi smoter, dobiti. tako razširitev pojma števil, da so potem

vse računske operacije izvršljive.

Ker so distribucije v bistvu funkcionali, hočemo najprej na kratko

definirati le-te. Funkcional je taka funkcija; katere vrednost je odvisna

ne od ene ali več spremenljivk, temveč od spremenljive funkcije. Preprost

zgled za to je določeni integral, saj je njegova vrednost odvisna od funk-

cije, ki jo integriramo. Če hočemo definirati funkcional, moramo imeti

najprej kak razred funkcij. Funkcional priredi potem vsaki funkciji tega

razreda določeno število. Vzemimo n. pr. tako funkcijo f(x), ki je integra-

bilna na vsakem intervalu osi x. Nadalje naj pomeni (S ) tak razred

funkcij p (x), ki so povsod zvezne in imajo vrednost nič zunaj nekega

končnega intervala." Potem ima pini pomen integral

1 () <- ne glad) de, (1)

saj je [fl(p) - ito wtovaa če je p(4) — 0 za x<Sa in x Zb. Inte-

gral (1) je torej funkcional, ki je.A letini za vsako funkcijo g iz raz-
reda (S).

Mi Funkcije 9 (x) so: lahko tudi kompleksne, imajo torej' obliko e (x) —<u(x) ce;iv (x),
kjer sta 4 (x) in v (x) realni funkciji realne spremenljivke x. h
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Funkcional T(g) se imenuje linearen, če je za dve funkciji g, in g,

uao T(g, s) T(P) Tg) (2)
Nadalje pravimo, da je linearni funkcional T() zvezen, ako je T(g,) —> 0,

n —>- co, za vsako zaporedje funkcij p,, ki enakomerno konvergira; proti nič.

Očitno je funkcional (1) linearen in zvezen, če vzamemo tu, da so vsi členi

zaporedja g, — 0 zunaj nekega končnega intervala, ki je neodvisen od mn.

- Po enačbi (1) pripada vsaki integrabilni funkciji f(x) linearen in
zvezen funkcional [f](g). Dokazati pa je mogoče tudi narobe, da namreč

funkcional [f] natančno določa funkcijo f(x), in sicer v temle smislu: če

dasta dve funkciji f, (4) in f, (x) isti funkcional (to se pravi, da je za vsak

g iz razreda (S) vedno [f1](g) < [f,1(p), je njuna diferencaf, (4) — f, (x)

skoraj povsod enaka nič. (Točke, kjer ta diferenca ni < 0, tvorijo množico

z mero nič.) če sta torej funkciji f,(4) in f, (x) zvezni, mora biti

fa(6) < f,(£). Pač pa ni mogoče pisati vsak linearen in zvezen funkcional

v obliki integrala (1). Tak zgled je n. pr. tale: T(p) — g(0). Ta funkcional

priredi vsaki funkciji p (z) vrednost 9(0). S pomočjo Diracove funkcije

8(4) ga moremo sicer tudi pisati v obliki integrala. Funkcija d (x) je tako
- [oe]

definirana, da je 8(x) — 0 za a 50, 0(£) — ozax<0 im ei6(4)de— 1.

Od tod se vidi, da 8(4) ni funkcija v pravem pomenu, ker je integral
vsake funkcije, ki ima le v eni točki od nič različno vrednost, vedno enak

nič. Z 8(4) se gornji KOREN! pie v obliki

T(g) -J ugoto dx—o(0).

Ker pripada vsaki funkciji f(x) funkcional [f] in je tudi f (x) s [f]
natančno določena, moremo imeti linearne in zvezne funkcionale za po-

splošitev navadnih' funkcij. Da pa je mogel L. Sehwartz doseči v tej smeri

pomembne rezultate, je zelo zožil krog funkcij, za katere naj bo linearni

funkcional določen. Namesto prejšnjega razreda (S) je vzel razred (D)

vseh funkcij p(4), ki so poljubno mnogokrat zvezno odvedljive in seveda

tudi enake nič izven nekega končnega intervala."" Linearne in zvezne

funkcionale, ki so definirani za ta obseg funkcij, imenuje L. Schwartz

distribucije, Zweznost pa je tu razumeti v temle smislu: Vzemimo kako

zaporedje g,, p,... funkcij iz razreda (D). Vsi členi y, naj bodo enaki nič

zunaj nekega končnega intervala, ki je neodvisen od n, konvergirajo pa naj

obenem z zaporedji odvodov pg," (x), ga?) (x), g5" (x) .... pri vsakem p
enakomerno proti nič. Distribucijo T imenujemo zvezno, če za vsako tako

zaporedje limitira T'(g,) proti nič.

Očitno določa vsaka funkcija f(x) z integralom (1) distribucijo [f] (g).

Ker pa se vsaka distribucija ne da pisati v tej obliki, so res distribucije

posplošitev pojma funkcij. Važno pa je sedaj dejstvo, da se da za distribucije
definirati odvod, in to celo tako, da je ta operacija v tem okviru vedno

izvršljiva. Odvod vpeljemo takole : Če je funkcija f(x) zvezno odvedljiva,
aj 1

"% Funkcije 9(x) take vrste res eksistirajo, kar nam kaže tale zgled: Naj bo $(x) ce: 1—
za — l<x<1 in 9(x)— 0 zunaj in na krajiščih tega intervala, Ta funkcija je poljubno mnogo-

krat odvedljiva in vsi odvodi so —0 za x—t1.
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je odvod pripadajoče distribucije [f] čista distribucija, ki pripada odvodu
f(x), torej [fl' — [f'], če tudi tu označimo odvajanje s črtico. Po de-

finiciji Mai pa najdemo, ako integriramo potdelu, da je
J- o

[f1(p) -/P(B)p(B)da — U()p(d)Tia ode -—] fla) y (odda,
ker je na| krajiščih funkcija Aaenaka. nič. Kia enačbi pa moremo dati

Ta relacija nas navede na tole definicijo za odvod. poljubne distribucije T:

T"(p) < —T(g'). (3)

Vidimo torej, da je vsaka distribucija vedno odvedljiva in to poljubno

mnogokrat, Seveda, če pomeni distribucija T tako zvezno funkcijo, ki ni

odvedljiva, se odvod ne da: izraziti z nobeno funkcijo.
Vzemimo za zgled funkcijo f(x), ki ima vrednost nič za vsak negativen

x in vrednost 1 za x Z 0. Ta funkcija je v: točki x <— 0 nezvezna in zato

tam ni odvedljiva. Kaj je odvod pripadajoče distribucije? Po definiciji (3)
imamo takoj co

14) -— Ie) -— [o (odaz p (0).

Odvod je tedaj Diracova funkcija. Podobno najdemo, da je odvod Diracove
funkcije distribucija: [8] (9)< — [0](9)< — g'(0).

Problem integracije je tudi vedno rešljiv. Ta problem zahteva namreč

določitev distribucije T, katere odvod je znana distribucija S, torej 7" — S.
ba

Distribucijo T določimo takole: Naj bo 6 (z) -J old. Če je B(%) — 0,

spada O (4) v razred (D)in smemo postaviti T(6) —— — S(0). Definirati
je treba T še za take funkcije g(x), pri katerih je D (co) --0. Naj bo
0,(4) kaka taka Je Če jo pomnožimo s primernim faktorjem, mo-

remo doseči, da je /(4)da — 1. Tej funkciji 9,(4) pripadajočo vrednost
distribucije T poljubno naprej predpišemo: T(g,) <— c, kjerje c konstanta.
Vsako drugo funkcijo p(4) lahko pišemo v obliki g(x) —< [ge (x)—
—?(0)9,(0)]- 6(0)9,(x). Prvi sumand je tak, da je njegov integral

v mejah (— dc, co) enak nič. Za ta členimamo distribucijo T že defini-
rano. Potem pa izhaja iz linearnosti distribucij

T(p)— T[p—B(v)s] 40 (0) 7T(g)—< T[p — G(e)o ]EEB(e) 4)

Tako se glasi integral distribucije S. V njem nastopa razpoložljiva kon-
stanta c. Za S<O0 je očitno T <[c] integral, kjer je c konstanta.

Integral distribucije, ki ne pomeni navadne funkcije, more biti včasih
zvezna funkcija. L. Schwartz pa je v splošnem dokazal tale važni teorem:
Vsaka distribucija je zadosti pozen odvod neke zvezne funkcije. ;Torej je
mogoče najti za vsako distribucijo T tako:naravno' število p Z 1 in pa tako

zvezno funkcijo f(x), da je T < [f1".
Zaporedje distribucij T,, T,, T,,... konvergira proti distribuciji T,

ako je za poljubno funkcijo g iz razreda (D) vedno T,(g)—T(p). Iz te
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definicije je takoj razvidno, da se sme vsako konvergentno zaporedje

distribucij členoma odvajati. Če je torej T,—T, velja tudi T', —T'. Vsa

pravila so za distribucije veliko bolj preprosta in enotna kakor za navadne

funkcije. ke?

Produkt dveh distribucij definira L. Sehwartz le za primer, če je eden

izmed faktorjev neskončno mnogokrat odvedljiva funkcija f(x). Potem je

produkt določen takole

TIM) <TITASTUY. (5)

Funkcija fy spada prav tako kakor g v razred (D). Očitno se ta de-

finicija ujema z navadnim produktom, če je tudi distribucija 7 zvezna

funkcija. Za zgled vzemimo produkt «6, kjer je 6 Diracova funkcija. Po

definiciji inamo [46](9) < [8](£g) <(£p),-o—0, torej [2x0] <— 0. Po-

dobno najdemo še

ae0' — [0] (9) — — [6] (eYg)'— — (eg' -- v) :-o<— 9 (0)
ali x8' < — 6.

Tu smo se na kratko seznali le z distribucijami take vrste, ki ustre-

zajo funkcijam ene spremenljivke. Vsi ti pojmi pa se dajo raztegniti na

primere, ko je poljubno mnogo dimenzij. Vpeljati moremo potem parcialne

odvode in večkratne integrale distribucij. Prav tako se dajo obravnavati

navadne in parcialne diferencialne enačbe, potenciali, Fourierjeve vrste

itd., kjer nastopajo namesto običajnih funkcij distribucije. Rezultati so

včasih isti, včasih pa bolj splošni kakor v navadni analizi. Zato je teorija

distribucij v marsikakem oziru bolj preprosta in bolj splošna, kakor je

klasična analiza.

Literatura: Laurent Schwartz: Thčorie des distributions, Actualitčs scientifigues et

industrielles. Paris, Hermann, 1950.

FAZNI MIKROSKOP

F; Zernike — priredil I. Kuščer

(Konec)

6. Upodobitev predmeta brez periodične strukture. Pri mikroskopiranju

redkokdaj naletimo na predmet, ki je podoben uklonskj mreži. Navadno

sploh ni nobene periodične strukture in: zato tudi ni ločenih uklonskih

slik v zadnji goriščni ravnini objektiva. Ohrani se samo osrednja slika, ki

jo da neodklonjeni snop. Uklonjena svetloba pa se razlije po vsej odprtini.

Pri upodobitvi takega predmeta zato ni vse tako preprosto kot pri upodobitvi

mreže. Zgornjo teorijo, ki velja le za mrežo, bo treba.še razširiti. Pri tem

se pa ne homo držali dosedanjega načina, ampak bomo poiskali drugačno

pot in začeli še enkrat od kraja. Grafično prikazovanje naj nam prihrani.

zamudne račune.

Predmet si mislimo razrezan na majhne, enako velike ploščice dS. Vsak

kos po svoje spremeni amplitudo in fazo prehajajočega valovanja. Valovanje

v ravnini tik nad predmetom lahko prikažemo z vektorskim diagramom

(sl. 104; podoben diagram smo že imeli na sl. 8). Vsaki ploskvici dS pri-

redimo vektor, katerega velikost pove amplitudo, medtem ko so fazne

razlike prikazane s koti med vektorji. Za obravnavanje interferenc je

vektorski diagram zelo prikladen; saj se kompleksne amplitude vektorsko
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seštevajo. — Konice vektorjev, ki pripadajo prozornim delom predmeta, leže

na krogu enote, če vzamemo amplitudo vpadajočega vala za enoto. Vektor

OA pripada optično tanjšemu delu, vektorji OB, OC in OD pa po vrsti bolj

in bolj debelim delom predmeta. Pri absorbirajočih delih so vektorji krajši

4n. pr. OE). 
.

Sliko razrežimo na ustrezne ploskvice dS' in napravimo diagram tudi

za valovanje v tej ravnini. Če nobena omejitev šopov in nobena dodatna

fazna premaknitev ni popačila upodobitve, je ta diagram enak prejšnjemu;

upodobitev je verna. Ugotoviti bo treba, kako se slika spremeni, če po-

krijemo sliko svetila v zadnji goriščni ravnini z absorbirajočo ali pre-

pustno ploščico.

Amplituda neodklonjenega snopa, ki da osrednjo sliko svetila, je enaka

povprečni amplitudi. Na sl. 10a je prikazana z vektorjem OT. Točka T je
težišče točk A, B, C, D, E. Vsak vektor GA smemo nadomestiti z vsoto

OT.- TA (sl. 10b). To pomeni, da smo ločili neodklonjeni val (amplituda

OT) od uklonjene svetlobe (amplitude TA, TB, ...). Pri metodi central-

nega temnega polja prestrežemo sliko svetila z neprepustno ploščico;

ostanejo samo še vektorji 1TA. nl:sl. 10c). Prozorni deli predmeta so v sliki

različno svetli (vektorji TA do TD so različno dolgi). Temne dele predmeta
vidimo v sliki svetlo (vektor TE),

A

B
oO E te

D

c)

A

! B
O? E

1)

Sl. 10. a) Vektorski diagram slike. Vsakemu elementu dS priredimo vektor, katerega velikost pove

amplitudo, medtem ko koti kažejo fazne razlike. Vektor oT pokaže amplitudo neodklonjenega
valovanja, — b) Slika nastane z interferenca direktnega valovanja z uklonjenim. Temu uštreza

sestavljanje: OA<OT4TA. — c) Diagram slike, ki nastane, če prestrežemo direktni snop. —
d) Diagram slike pri pozitivnem (temnem) faznem kontrastu. — e) Diagram slike pri negativnem

(svetlem) faznem kontrastu. — f) Pozitivni fazni kontrast z delno absorbirajočo fazno ploščico.
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Pri metodi faznega kontrasta direktnega vala ne odstranimo, ampak

mu premaknemo fazo za 90." Pri pozitivnem faznem konstrastu Zu fazo

pomaknemo naprej. Vektor OT torej nadomestimo z vektorjem G,1T. Dia-
gram slike je potem takšen kkot na sliki 10d. Optično debelejša mesta se

upodobijo temno (vektor GI,D), optično tanjša pa svetlo (vektor GA,A).
Nasprotno je pri negativnem faznem kontrastu (sl. 10e). Absorbirajoči
deli predmeta so v obeh slikah srednje svetli (vektorja GEE, o):.E).
Kontrast lahko še povečamo, če z delno absorbirajočo ploščico SO
direktni snop (sl. 10f). Navsezadnje lahko izhodišče O' premaknemo kamor

koli (znotraj kroga z radijem TO) in naredimo kontraste tam, kjer jih
želimo imeti. Če premaknemo fazo za več kot' 90 %, se kontrasti celo obrnejo,

kar pa po navadi ni zaželeno.

7. Uklon na fazni ploščici. Do sedaj smo računali. s točkastim svetilom.

Odebelina (ali vdolbina) na' fazni ploščici je bila zelo majhna, tako da je
pokrila samo sliko svetila in ni zmotila uklonjene svetlobe. "Toda; točkastega
svetila nimamo in za mikroskopiranje si ga navadno niti ne želimo. Takšno
svetilo namreč projicira v sliko tudi vse vmesne ravnine, ne samo predmet.

Na sliki dobimo sence prahu, ki je na lečah. Nepravilnosti zaradi uklona
se močno pokažejo. Zato vzamemo raje ploskovno svetilo. Navadno je to

odprtina v zaslonki kondenzorja, ki jo osvetljujemo z druge strani. Ni treba,

da je odprtina okrogla. Za zdaj bomo vzeli režo. Na fazni ploščici moramo

imeti fazni pas, ki pokriva sliko reže.

Skozi fazni pas gre ne samo direktni val, ampak tudi nekaj uklonjene

svetlobe. Ševeda vpliva to na upodobitev. Slika nastane sedaj z interferenco

treh valovanj: direktnega vala, dela uklonjenega

valovanja, ki je šel skozi fazni pas, in ostalega

dela, ki je šel mimo pasu. |

Direktni val da enakomerno osvetljeno

ozadje slike. Takšna je slika, če je predmet po- h

polnoma homogen. Uklonjena svetloba, ki izhaja

iz majhne neenakomernosti (sl. 4), naredi

v navadnem mikroskopu obročasto uklonsko sli-

ko (sl. 6). Zasledujmo najprej tisti del te

svetlobe, ki gre skozi fazni pas; fazno ploščico

nadomestimo z režo, ki ima širino pasu. Obroča- "TI

sta slika se razleze v niz pasov, ker se pridruži ... BAN K MON

uklon na reži. Potek amplitude kaže črtkana re

krivulja v sliki 11. Drugačno sliko dobimo, če

namesto faznega pasu vstavimo neprozoren PAS si, 11, Potek amplitude v sliki

in, spustimo svetlobo na obeh straneh (debela točke. Tenka krivulja: slika v

krivulja na sl. 11). Obe sliki sta tako rekoč Vrni mikroskopu (sl. 6).
komplementarni. Če namreč ni fazne pre- nee a emi
maknitve, dobimo s sestavljanjem obeh valovanj pas, Debela krivulja: Slika v

zopet prvotno obročasto sliko (tenka krivulja faznem mikroskopu

v sl. 11).

Zanima nas predvsem, kako je z upodobitvijo prozornega predmeta.
Razlike v optični debelini naj bodo majhne; Uklonjeni val ima v takem

primeru približno za 90 " premaknjeno fazo (gl. sl. 10b) in omenjena obro-

časta slika je zato nevidna (primerjaj sl. 5c). Fazna ploščica razmakne
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direktni in uklonjeni val za 90 %, tako da postane slika vidna. Toda tisti del

uklonjene svetlobe, ki je šel skozi fazni; pas, je obdržal fazno razliko 90?

proti direktnemu valu in zato ne prispeva k sliki. Vidno sliko naredi samo

tisti del, ki je šel pri strani mimo faznega pasu. Debela krivulja v sl. 11

torej pokaže, kakšna je osvetljenost v sliki. Poudariti moramo, da določa

osvetljenost slike amplituda in ne jakost uklonjenega valovanja. S ko-

herentnim ozadjem vedno lahko naredimo vidno amplitudo. Ta princip je

prav splošen, poznamo ga n. pr. iz elektrotehnike: Jedro

magneta v telefonski slušalki; je stalno magnetno, da

sledi opna nihanju toka; če ne, bi sledila kvadratu toka.

Za preizkušnjo gornje teorije vzemimo stekleno plo-

ščico, na kateri se je posušila kapljica razredčenega laka

(sl. 12, zgoraj). Slika je dobljena z negativnim faznim

kontrastom. Levo in desno je slika kaplje obdana s pa-

sovi, ki so nastali zaradi uklona na faznem pasu. Pasovi

so prav močni, ker smo nalašč izbrali predmet s pre-

cejšnjo razliko v optični debelini. Razen tega je bil
fazni pas širši kot slika svetila. Če vzamemo svetilo

dovolj široko, tako da njegova slika izpolni fazni pas, se

upodobitev izboljša, ker se interferenčni pasovi nekoliko

sušena na stekleni

plošči, Zgoraj: Pa-

terferenčni pasovi ob

straneh so nastali

zaradi uklona na faz-

nem pasu. Spodaj:

Pri kolobarjastem

svetilu je slika krog

in krog obrobljena.

izravnajo. Reža pa sploh ni prikladna oblika svetila,

Preizkusili so razne oblike in kot najboljše se je
izkazalo kolobarjasto svetilo. Na fazni ploščici imamo

potem fazni kolobar ustrezne velikosti, Tisti interfe-
renčni pasovi se sedaj porazdelijo simetrično krog in
krog, tako da je slika samo še obrobljena z nekakšno

obstretjo ali senco (sl. 12 spodaj). Raje bi videli, da te

sence ne bi bilo, ker pači sliko. Toda temu se pri faznem

mikroskopu ne moremo izogniti. Kontrast imamo samo

na meji med optično različno debelimi partijami pre-

parata. Dalje zunaj in znotraj, kjer ni neenakomernosti, pa je osvetljenost
na obeh straneh ista (sl. 13). Osvetljenost v sliki še ni merilo za optično
debelino. S te nepravilnostjo moramo torej računati,

da se izognemo napačnemu tolmačenju slike. Zlasti

pri bioloških objektih je potrebna previdnost, ker

nam slika lahko pričara videz odebeljenih membran

ali dodatnih plasti. Na sliki 8 so kromosomi svetlo

obrobljeni.

8. Izdelava fazne ploščice. V stekleni ploščici

lahko naredimo zelo.ravno plitvo vdolbino z jedka-

njem z razredčeno fluorvodikovo kislino. Globino

vdolbine kontroliramo interferometrično. Jedkanje

traja. nekaj minut; že po nekaj.poskusih se posreči,

da dobimo vdolbino zaželene globine, Drug način je

ta, da izrežemo kolobar iz nekaj mikronov debele

folije (mn. pr. iz želatine ali nitroceluloze). Kolobar

zalijemo. z optično drugačnim sredstvom in ga

stisnemo med dve stekleni ploščici. — Danes delajo

fazne ploščice s katodnim naparjevanjem magnezi-

jevega fluorida ali podobne snovi. Z dodatno na-
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trijeva. luč, objektiv z

numerično apreturo 0,40,

pozitivni (temni) fazni

kontrast. (Saylor et al., J.

Opt. Soc. 40, 330, 1950.)


