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O KROGIH NA KROGLI

J. Plemel;j

V naslednjih vrstah hocem vpeljati in obravnavati nekatere pojme in
lastnosti iz geometrije krogov na krogli.' Izsledki so zanimivi zaradi popolne
analogije, ki jo najdemo pri krogih v elementarni geometriji. Izpeljava je
¢isto preprosta, naslanja se samo na najbolj znane stavke iz trigonometrije
pravokotnega sferiénega trikotnika. Najprej pa nekaj uvodnih opazk:

Ce preseéemo kroglo s kako ravnino, je na krogli preseéna ¢érta krog,
v posebnem prlmeru :Ce gre presefna ravnina skozi sredi$ée krogle, je za
ta krog v rabi izraz glawvni krog. Dve to¢ki krogle, ki sta krajiséi kakega
premera krogle, sta si nasprotni ali antipodni tocki. Vse antipodne tocke
kakega kroga tvorijo zopet krog, ki ga moremo imenovati k danemu krogu
antipodni krog. Glavni krogi so samim sebi antipodni. e imamo dve tocki
na krogli, ki si nista nasprotni, je glavni krog skozi nji natanéno doloéen,
izseka ga na krogli ravnina, ki gre skozi te dve tofki in sredisée krogle.
Tisti del glavnega kroga med obema tockama, ki je manj3$i od polovice
glavnega kroga, je po krogli najkrajsa zveza med tema dvema tockama.
NajkrajSo zvezo dveh toc¢k na krogli dobimo tedaj vedno po glavnem krogu
med tema dvema ‘toCkama. Razdaljo dveh tofk na krogli merimo s centrié-
nim kotom iz srediséa krogle, recimo kot lok med dvema tockama po
glavnem krogu, ki veZe te dve tocki. Tu sta dve moZnosti za razdaljo, vsota
obeh vrednosti je ravno vsa dolzina glavnega kroga. V danem primeru
je miSljena ena izmed obeh vrednosti, najveckrat manjSa. Glavni krogi na
krogli imajo pri naSem razmi§ljanju isto vlogo kakor premice v ravnini
in jih moremo vpeljati kot »premice«. Takoj umljivi so pojmi: zveznica
dveh tock, smer ali pravokotnica. Povsod so miSljeni glavni krogi.

Pri izpeljavi stavkov bomo na slikah naértovali »premicex, t. j. glavne
krogelne kroge, kar kot premice, pri trikotnikih pa uporabili sferiéno
trigonometrijo. Krogli daJmo polmer = 1, potem so distance to¢k kar cen-
triéni koti, lono merjeni. Da si nazorno vse olajsamo, si moremo misliti
like na takem delu krogle, ki ne nosi dveh med seboj antipodnih tock.
Stavki pa veljajo splosno kakor uporabljene formule iz sferiéne trigono-
metrije. Bralcu ne bo tezko pregledati tudi mejnih primerov, ki morda pri
razsirjanju polja nastanejo.

Omenim naj Se to, da je moZna tu tolmacba kar neizpremenjenih
stavkov z neevklidicno Riemanovo ravnino. Tam je to, kar tu vpeljemo kot
»premica«, resni¢no premica, vsaka dvojica antipodnih tofk pa pomeni
v Riemannovi ravnini le eno tocko, ker se dve premici v Riemannovi,
ravnini seceta vedno, toda le v eni tocki, na krogli pa se sefeta dva glavna
kroga v dveh antipodnih tockah. Seveda veljajo izpeljani stavki tudi v
hiperboliéni neevklidiéni geometriji.



Pojem potence tocke z ozirom na kros.

Iz obeh pravokotnih trikotnikov OMA in OMT se dobi

cos 7 cos OT cos MT cos OT
C0S0 — = ali —
cos MA cos MT cos MA cosr
Od tod
XM ot MR oir o OF
cos MA + cos MT ~ cos r -+ cos OT
ali
TA TA’ orT +r OT —r
tg — * & =t b ———
g 5 g D) g9 2 g
Ta produkt je tedaj neodvisen od smeri
naklonskega kota o. Produkt tg Izﬂ ~tg T2A

naj se imenuje potenca tocke T z ozirom na
krog. Potenca tedaj ni ni¢ odvisna od izbire
smeri preseCnice TA’ iz tocke T. Ce leii
tocka T zunaj kroga, tako da sta mozni na
krog iz T dve realni tangenti, potem je po-
tenca kvadrat funkcije tangens poloviéne dol-
zine tangente od tocke T' do dotikalis¢a na
krogu. Ge lezi tocka. T v notranjosti kroga,
tedaj tako, da vsaka smer iz T krog presece v dveh tockah A in A’ in lezi
toéka T med A in A’, potem imata TA in T'A’ nasproten predznak. Potenca
ima negativno vrednost. Absolutna vrednost te potence ima tudi tu na-
zorno tolmachbo s kvadratom funkeije tangens Cetrtine najkrajse tetive skozi
toCko T'. Vse je tedaj popolnoma analogno kakor pri krogu v ravnini.

Premisli tole: Kdaj so realne tangente na krog mogoce? Kako je to
iz to€k v notranjosti antipodnega kroga?

Potenéna érta dveh krogov.

Ce so iz kake tocke T na dva kroga moZne enako dolge tangente, potem
ima tocka T za oba kroga enako potenco. Skupnost vseh takih toc¢k tvori
neko s»premico«, potenéno érto obeh krogov.

Dokaz: T'T, naj bo pravokotnica na centralo
OD. Sedaj je

cos TT, — cos d ___cos R

cos OT,  cos DT,
in nadalje

cos TA = cos TH — 2% d__cosd

cosr cos ¢

Tedaj je
cos OT, : cos DT, = cosr :cost

To razmerje je torej neodvisno od toéke T, iz njega se da: dobiti
todka T. Projekcija vsake tocke T na centralo OD da isto to¢ko T,. Vse
tocke leZe tedaj na neki potenéni spremici« ali ¢érti obeh krogov. Ce se oba
kroga realno seeta, gre potenéna Crta skozi seCiSéi.
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Dokazi, da imajo tudi morebitne tolke potenéne premice, ki leZe
v notranjosti obeh krogov, na oba kroga isto potenco.- Kaj je potenéna érta
dveh koncentriénih krogov? .

Tocke podobnosti dveh krogov: in skupna potenca dveh krogov.

Isti krog K naj se dotika dveh krogov s srediséi O in D ter polmeroma
7 in v v to¢kah D in D tako, da sta oba kroga zunaj kroga K, ali pa v toc-
kah D’ in ©’ tako, da sta oba kroga v notranjostii kroga K’. Dotikalna
tetiva LD oz. D'®D’ doloca na osi skozi OD neko tocko S, ki je neodvisna
od izbire dotikalnega kroga, tedaj vsem takim krogom skupna.

Dokaz: Tetiva D'D DD’ see oba
kroga O in © v istem kotu u. V trikot-
niku SOD velja enacba

sin SO sinpu

sinr SN g y
in ker je iz istega vzroka to razmerje tudi /
enako sin S : stn r, imamo

sin SO sinr

sin SO sin t

to se pravi: to razmerje ni odvisno od izbire dotikalnega kroga K ali K.

S tem je na centrali obeh krogov natanéno dolo¢ena neka vnanja podobd-

nostna tocka S obeh krogov. Prav tako se da definirati tudi neka notranja

podobnostna tocka dveh krogov. Dotikalni krogi se v tem primeru dotikajo
enega kroga od zunaj, drugega od znotraj. _

Tocka podobnosti dveh krogov ima z ozirom na vsak dotikalni krog

isto potenco, ki jo moremo zato imenovati skupno potenco obeh krogov.
Dokaz: Iz trikotnikov OMD in OMS imamo

tg OM = sin DM - tg u = sin SM - tg q
sin DM :stin SM = tga :tg u
Ker je to razmerje tudi enako sin DI : sin SM, dobimo

sin DM : sin SM = sin DI : sin SN
kar se da pisati tudi

ali

SD SD’ SD SD
tg — % =tg —— :tg —
g 2 . 2 5 2 g 2
ali
2 2 2 2

Ta produkt je, kakor kaZe slika, potenca toéke S z ozirom na dotikalni
krog K ali krog K'. Da je ta produkt neodvisen od izbire dotikalnega kroga,
se vidi takole:

tg S7D - tg Si = p? = potenca toCke S z ozirom na krog O
tg §2—@ - tg §;i = p? = potenca toc¢ke S z ozirom na krog D
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Ce tvorimo produkt in uvaZujemo prej§njo enaébo, vidimo, da je
DS DS SD S
tg == - tg =tg 2= -t 2% — 1 pp.

o 2 2 g 2 2 =R
To je vrednost skupne potence obeh krogov.

~ Ce vzamemo.oba dotikalna kroga K in K’ s sredi$¢i na centrali 0D, je
pravokotnica v S na centralo potenéna premica teh dveh dotikalnih krogov.
Zakaj? To dopuSéa naértanje tocke S.

-V premislek: Kaj so antipodne totke k to¢kam podobnosti? Kje so
toCke podobnosti pri koncentri¢énih krogih? Kje Je tocka podobnesti, ¢e je
eden izmed obeh krogov glavni krog?

Podobnostne osi treh krogov.

Tocki S, in S; si mislimo, da sta bili naértani kot podobnostni tocki
krogov K, in K, oz. K, in K,. Sedaj je lahko dokazati, da je tocka S, ki jo
dolocata zveznici S, S, in K, K, podobnostna tocka, krogov K, in K,.

— Dokaz: Ker je S, podobnostna toc¢ka, velja
sinS,K, sinr, sinK, K’y

simS,K, sinr, sinK,K’,

Tocki K, in K', sta nastali s projekeijo tock K,
in K, na smer S,S, tako, da je K,K', . S,S,,
K,K', L 8,S,. Uporabljen je tu sinusov stavek za
trikotnika S, K, K’, in S, K, K’,.
Prav analogno je

sinS, K, _ sinr, smK, K',

VS B smS, K, sinr, smnK,K,
Z multipliciranjem teh enacb in zgornjih se dobi
simr, sinK,K',
smr, sinkK,K,
Ker je to razmerje obenem enako razmerju sin S, K,: sin S, K,, velja tudi

sinS, K, sinr,
simS,K, smr,

Ta enacba pove, da je S, podobnostna tofka obeh krogov K, in K,.
Podobnostne tocke S,, S,, S, leZe vse na eni »premici«, ki jo imenujemo
podobnostno os treh krogov.

Premisli, da leZe vse podobnostne focke treh krogov na S$tirih oseh

vedno po tri. Na vsaki osi leZe tudi antipodne toc¢ke k vsem trem totkam
podobnosti.

Pol in polara.

Toc¢ki T in T” naj lezita na isti, iz sredis¢a O danega kroga izhajajoéi
smeri tako, da velja glede njih oddaljenosti od srediséa O enadba
tg OT - tg OT" = (tgr)2. Ce v tofki 7" postavimo na OT' pravokotnico
T'P', se ta imenuje polara toéke T. Analogno bi bila pravokotnica v tocki T
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polara totke T".-Toéka T se imenuje pol spremice« T"P’ z ozirom, ha krog O.

Tu velja stavek : Polare tock kake »premice« gredo vse skozi pol te premice.

- Dokaz: Naj bo P taka totka na OP’, da je tgOP - tgOP’ = (tgr)>.
Potem je - _

tgOT" _ tgOP

tgOP’ tgOT

Ker je P'T" | OT je to razmerje = ¢os q. Iz te enacbe
pa izhaja sedaj, da je tudi PT 1 OP, da je torej
»premica« PT polara tocke P’.

Ce sele kaka spremicac, n. pr. PT, krog v@vqh

totkah A in A, potem gresta tangenti v se€iscih »
skozi pol te sekante. Je namreé v pravokotnih trikotnikih OPA in OAP’

cos g = tgOA : tgOP = tgOP’ : tgOA
ali tgOP - tgOP’ = tg®r. To se pravi, da je P’ pol za AA:. To da moZnost
nacrtanja pola k dani polari in narobe.
Premisli konstrukeijo pri vnanjih in notranjih todkah. Kako nadrta$

tangento iz kake vnanje to¢ke na krog? Kaj nastopi, ¢e preide krog v
glavni krog?

Apolonijev problem.

Kot zgled uporabe navedenih stavkov, vzemimo slavnoznani, Apolonijev
problem, ki zahteva dolocitev. kroga, ki se dotika treh danih krogov.
Zaradi popolne analogije s stavki iz elementarne ravninske geometrije

je mogoca, kakor izhaja iz vsega poteka, dobesedna reprodukecija dokaza
v ravnini. Nikjer ne nastopi nikaka ovira.

Treh krogov I, II, III naj se krog K dotika vseh od zunaj, krog
pa vseh od znotraj. Dotikalna tetiva obeh krogov s krogom I gre skozi

2 5-3

tocko .podobnosti C cbeh krogov K in & in skozi to tocko gresta iz istega
vzroka dotikalni tetivi krogov K in & s krogoma IT in III. Skupna potenca
totke C z ozirom na oba kroga K in & je potenca totke C z ozirom na
krog I in prav tako z ozirom na II in III, to se pravi, toéka C je potencéno
sredisée krogov I, II, II1.



Podobnostna tocka K krogov II in III ima z ozirom na kroga K in &
kot potenco isto »skupno potenco« krogov II in III. Tofka S: leZi tedaj
na potencni ¢rti krogov K in &. Ker velja prav isto za vse tri podobnostne
tocke, je podobnostna os S,S,S, ista kakor potenéna premica krogov K in &

Obe dotikalni tangenti krogov K in & s krogom I se seéeta v neki
tocki potencéne »premice« obeh krogov, tedaj na podobnostni osi. Polara
tega se€iSca z ozirom na krog I gre tedaj skozi pol podobnostne osi z ozirom
na I. Ta polara pa je ravno dotikalna tetiva kroga I' s krogoma K in &
Kakor smo Ze prej dokazali, gre ta premica tudi skozi potencéno sredisée C
krogov I, II, III. Konstrukecija dotikalnih krogov je tedaj tale:

Nacdrtaj potenéno sredisée C danih krogov I, 11, III, potem eno izmed
podobnostnih osi in pole P,P,P, te podobnostne wsi z ozirom na kroge
I, I1, II1. Ce zvezeS sedaj potencno sredisée C' s posameznim polom, doloca
ta zveznica na pripadajocem krogu wobe dotikalis¢i tega kroga s krogoma
K in ®. Dve dotikalis¢i istega dotikalnega kroga (K ali ) z dvema raz-
licnima izmed krogov I, II, III, lezita na smeri, ki meri proti eni izmed
podobnostnih tock S,S,S,. To razdeli 6 sefiS¢ v dvakrat po tri dotikalisca.
S tem je konstrukecija koncana. Ker imamo v sploSnem: Stiri podobnostne
osi, dobimo skupno osem reSitev. Mozna pa so tudi tu izprijenja, kakor
Ze v ravnini.

O DISTRIBUCIJAH

Po predavanju, ki ga je imel g. L. Schwartz, prof. na univerzi v Nancyju,
v Ljubljani dne 3. in 4. aprila t. I, — sestavil 1. Vidav,

Z distribucijami je dosegel L. Schwartz tako razsiritev pojma funkeij,
da so osnovne operacije, kakor n. pr. odvajanje in integriranje, v tem
okviru vedno v neomejenem obsegu izvrsljive, medtem ko v okviru navadnih
funkeij niso. Podobno je pri vpeljavi novih vrst Stevil, kjer imamo tudi
vedno pred ofmi-smoter, dobiti. tako razsiritev pojma Stevil, da so potem
vse radunske operacije izvrsljive.

"Ker so distribucije v bistvu funkcionali, ho¢emo najprej na kratko
definirati le-te. Funkecional je taka funkecija, katere vrednost je odvisna
ne od ene ali ve¢ spremenljivk, temve¢ od spremenljive funkcije. Preprost
zgled za to je doloCeni integral, saj je njegova vrednost odvisna od funk-
cije, ki jo integriramo. Ge hofemo definirati funkcional, moramo imeti
najprej kak razred funkeij. Funkecional priredi potem vsaki funkeiji tega
razreda doloCeno Stevilo. Vzemimo n. pr. tako funkeijo f(x), ki je integra-
bilna na vsakem intervalu osi . Nadalje naj pomeni (S) tak razred
funkeij ¢ (), ki so povsod zvezne in imajo vrednost mni¢ zunaj nekega
konénega intervala.* Potem ima vedno pomen integral

[f](¢) = /f(w> ¢ () da, | (1)

saj je [fl(p) —ff(x)q)(x)dx Ce jep(x) =0 za =@ in x=0b. Inte-
gral (1) je toreJ funkc1ona] ki Je deflmran za vsako funkcijo ¢ iz raz-
reda (S).

o Funkq]e @ (x) so lahko tudi kompleksne, imajo torej’ obllko [ (x) = u (x) + v (x),
kjer sta # (x) in » (x) realni funkciji realne spremenljivke x. .

n
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Funkcmnal T (¢) se imenuje linearen, e je za dve funkciji ¢, in ¢,

TR T(91+g2)=T(9) + T () )

Nadalje pravimo, da je linearni funkcional T'(¢p) zvezen, ako je T(¢,) —> 0,
N —> oo, za, vsako zaporedje funkcu on, ki enakomerno konvergira prot1 nic.
Oc¢itno je funkcional (1) linearen in zvezen, ¢e vzamemo tu, da so vsi ¢leni
zaporedja @, = 0 zunaj nekega konénega intervala, ki je neodvisen od n.

. Po enacébi (1) pripada vsaki integrabilni funkciji f(x) linearen in
zvezen funkcional [f](¢). Dokazati pa je mogoce tudi narobe, da namreé
funkcional [f] natanéno doloca funkcijo f(x), in sicer v temle smislu: ée
dasta dve funkeciji f, () in f, («) isti funkcional (to se pravi, da je za vsak
@ iz razreda (S) vedno [fi] () = [f,](¢p), je njuna diferenca f, (z) — f, (x)
skoraj povsod enaka ni€¢. (Tocke, kjer; ta diferenca ni = 0, tvorijo mnoZico
z mero nit.) Ce sta torej funkciji f,(x) in f, (x) zvezni, mora biti
fi(z) = f,(x). Pa¢ pa ni mogoce pisati vsak linearen in zvezen funkcional
v obliki integrala (1). Tak zgled je n. pr. tale: T'(p) = ¢(0). Ta funkcional
priredi vsaki funkeciji ¢ (#) vrednost ¢(0). S pomoéjo Diracove funkeije
d(x) ga moremo sicer tudi pisati v obliki integrala. Funkcija d (z) je tako

+

definirana, da je 0 (x) = 0za x==0, 6(96) =wzaxz=20 m/ o(x)dx = 1.

Od tod se vidi, da §(«¢) ni funkecija v pravem pomentu, ker je integral
vsake funkecije, ki ima le v eni tocki od ni¢ razliéno vrednost, vedno enak
nic. Z §(x) se gornji fu'nkcional zapiée v obliki

T(p) fd(x)m(x) dx =  (0).

Ker pripada vsaki funkcm f(x) funkcional [f] in je tudi f (z) s [f]
natanéno dolo¢ena, moremo imeti linearne in zvezne funkcionale za po-
splositev navadnil' funkecij. Da pa je mogel L. Schwartz dosedi v tej smeri
pomembne rezultate, je zelo zozil krog funkeij, za katere naj bo linearni
funkcional dolo¢en. Namesto prejSnjega razreda (S) je vzel razred (D)
vseh funkeij ¢(x), ki so poljubno mnogokrat zvezno odvedljive in seveda
tudi enake ni¢ izven nekega koncnega intervala.** Linearne in zvezne
funkcionale, ki so definirani za ta obseg funkecij, imenuje L. Schwartz
distribucije. Zveznost pa je tu razumeti v temle smislu: Vzemimo kako
zaporedje ¢y, @, . . . funkeij iz razreda (D). Vsi €leni ¢, naj bodo enaki nié¢
zunaj nekega koncnega intervala, ki je neodvisen od n, konvergirajo pa naj
obenem z zaporedji odvodov ¢, (x), " (x), @s? (x) ... pri vsakem p
enakomerno proti nic. Disti"ibucijo T imenujemo zvezno, Ce za vsako tako
zaporedje limitira 7 (¢,) proti nic.

O¢itno doloda vsaka funkeija f(x) z integralom (1) distribucijo [f] ().
Ker pa se vsaka distribucija ne da pisati v tej obliki, so res distribucije
posplositev pojma funkeij. Vaino pa je sedaj dejstvo, da se da za distribucije
definirati odvod, in to celo tako, da je ta operacija v tem okviru vedno
izvrSljiva. Odvod vpeljemo takole: Ce je funkcija f(x) zvezno odvedljiva,
(e Nl —_Y 1

#* Funkcije @(x) take vrste res eksistirajo, kar nam kaZe tale zgled: Naj bo 4p(x)—e 1-—

.....

krat odvedljiva in vsi odvod1 so =0 za x=211.
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Je odvod pripadajoée distribucije [f] tista distribucija, ki pripada odvodu
f'(x), torej [f]’ = [f'], Ce tudi tu oznaéimo odvajanje s &rtico. Po de-
finiciji (1) pa najdemo, ako integriramo po delu, da je '

© + o

- + _
[#1(9) = 1@ p(@)de = (@) p@)]—[1(@)¢ (@)de = —[f @) ¢/ (@) da,

.....

ker je na_kraJlsmh funkcija ¢(x) enaka ni¢. Tej enacbi pa—moremo dati

tudi obliko [f]'(cp) = [f] ((P "
Ta relacija nas navede na tole definicijo za odvod poljubne distribucije T':
T'(p) =—T(p"). (3)

Vidimo torej, da je wsaka distribucija vedno odwvedljiva in to poljubno
mmnogokrat. Seveda, ¢e pomeni distribucija T tako zvezno funkecijo, ki ni
odvedljiva, se odvod ne da izraziti z nobeno funkeijo.

Vzemimo za zgled funkeijo f(x), ki ima vrednost ni¢ za vsak negativen
x in vrednost 1 za # = 0. Ta funkcija je v to¢ki z = 0 nezvezna in zato
tam ni odvedljiva. Kaj je odvod pripadajoce distribucije? Po definiciji .(3)
imamo takoj o

1@ = — ) = — [ o' (@)dz = (0).

Odvod je tedaj Diracova funkcija. Podobno najdemo, da je odvod Diracove
funkcije distribucija: [d] () = — [0] (¢') = — ¢'(0).

Problem integracije je tudi vedno resljiv. Ta problem zahteva namreé
dolocitev distribucije T, katere odvod je znana distribucija S, torej 7" = S.

Distribucijo T dolo¢imo takole: Naj bo @ (z) = f p(t)dt. Ce je @ () =0,

spada @ (x) v razred (D) in smemo postaviti 7—‘(020) = — S(®). Definirati
je treba T Se za take funkcije gp(x), pri katerih je @ (o) =%=0. Naj bo
o (%) kaka taka funkcija. Ce jo pomnoZimo s primernim faktorjem, mo-

+
remo doseci, da je f @, (2)dx = 1. Tej funkeiji ¢ ,(2) pripadajoo vrednost

distribucije T' poljubno naprej predpiS§emo: T (¢,) = ¢, kjer je ¢ konstanta.
Vsako drugo funkcijo ¢(x) lahko pisemo v obliki p @) = [¢(x) —
— D () p,(x)]+ D (®)p,(x). Prvi sumand je tak, da je njegov integral
v mejah (— o, ®) enak nié. Za ta ¢len imamo distribucijo T %e defini-
rano. Potem pa izhaja iz linearnosti distribucij

T(p)=Tlp—D(®)g o+ (®) T(po) = Tp — D(®)p |+ cP () (4)

Tako se glasi integral distribucije S. V njem nastopa razpolo#ljiva kon-
stanta ¢. Za S=0 je ofitno 7 =[c] integral, kjer je ¢ konstanta.

Integral distribucije, ki ne pomeni navadne funkcije, more biti véasih
zvezna funkcija. L. Schwartz pa je v sploSnem dokazal tale vazni teorem:
Vsaka distribucija je zadosti pozen odvod neke zvezne funkcije. Torej je
mogoce najti za vsako distribucijo T tako maravno Stevilo p = 1 in pa tako
zvezno funkeijo f(x), da je T = [f]17.

Zaporedje distribucij T, T,, T,,...konvergira proti distribuciji T,
ako je za poljubno funkcijo ¢ iz razreda (D) wvedno T,(¢)—T(p). 1z te
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definicije je takoj razvidno, da se sme vsako konvergentno zaporedje
distribucij ¢lenoma odvajati. Ce je torej T,— T, velja tudi T',— T'. Vsa
pravila so za distribucije veliko bolj preprosta in enotna kakor za navadne
funkcije. 5 ,

Produkt dveh distribucij definira L. Schwartz le za primer, ¢e je eden
izmed faktorjev neskonéno mnogokrat odvedljiva funkeija f(x). Potem je
produkt dolocen takole

Tifl(9) =/1T () =T (f9). (5)

Funkcija fp spada prav tako kakor ¢ v razred (D). Ocitno se ta de-
finicija ujema z navadnim produktom, ce je tudi distribucija T zvezna
funkcija. Za zgled vzemimo produkt x4, kjer je ¢ Diracova funkcija. Po
definiciji imamo [%6] (p) =[0]1(x¢) = (X @) x—o=0, torej [#6] = 0. Po-
dobno najdemo Se

w0’ =[0]' (xp) = — [0] (xp)' = — (9" + @) x=0=—9(0)
ali #¢’ = — 0.

Tu smo se na kratko seznali le z distribucijami take vrste, ki ustre-
zajo funkcijam ene spremenljivke. Vsi ti pojmi pa se dajo raztegniti na
primere, ko je poljubno mnogo dimenzij. Vpeljati moremo potem parcialne
odvode in veCkratne integrale distribucij. Prav tako se dajo obravnavati
navadne in parcialne diferencialne enacbe, potenciali, Fourierjeve vrste
itd., kjer nastopajo namesto obi¢ajnih funkecij distribucije. Rezultati so
vcasih ‘isti, véasih pa bolj splos$ni kakor v navadni analizi. Zato je teorija
distribucij v marsikakem oziru bolj preprosta in bolj sploSna, kakor je
klasi¢na analiza.

Literatura: Laurent Schwartz: Théorie des distributions, Actualités scientifiques et
industrielles. Parfis, Hermann, 1950.

FAZNI MIKROSKOP
F,Zernike — priredil 1. Kusler
(Konec)

6. Upodobitev predmeta brez periodiéne strukture. Pri mikroskopiranju
redkokdaj naletimo na predmet, ki je podoben uklonski mreZi. Navadno
sploh ni nobene periodi¢ne strukture in zato tudi ni lofenih uklonskih
slik v zadnji gori§éni ravnini objektiva. Ohrani se samo osrednja slika, ki
jo da neodklonjeni snop. Uklonjena svetloba pa se razlije po vsej odprtini.
Pri upodobitvi takega predmeta zato ni vse tako preprosto kot pri upodobitvi
mreze. Zgornjo teorijo, ki velja le za mrezo, bo treba.Se razSiriti. Pri tem
se pa ne homo drzali dosedanjega naéina, ampak bomo poiskali drugacéno
pot in zadeli Se enkrat od kraja. Grafi¢no prikazovanje naj nam prihrani
zamudne racune, '

Predmet si mislimo razrezan na majhne, enako velike ploS¢ice dS. Vsak
kos po svoje spremeni amplitudo in fazo prehajajocega valovanja. Valovanje
v ravnini tik nad predmetom lahko prikazemo z vektorskim diagramom
(sl. 10a; podoben diagram smo Ze imeli na sl. 8). Vsaki ploskvici dS pri-
redimo vektor, katerega velikost pove amplitudo, medtem ko so fazne
razlike prikazane s koti med vektorji. Za obravnavanje interferenc je
vektorski diagram zelo prikladen; saj se kompleksne amplitude vektorsko
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seStevajo. — Konice vektorjev, ki pripadajo prozornim delom predmeta, leZe
na krogu enote, ¢e vzamemo amplitudo vpadajocega vala za enoto. Vektor
OA pripada optiéno tanjSemu delu, vektorji OB, OC in OD pa po vrsti bolj
in bolj debelim delom predmeta. Pri absorbirajocih delih so vektorji krajsi
(n. pr. OE).

Sliko razreZzimo na ustrezne ploskvice dS’ in napravimo diagram tudi
za valovanje v tej ravnini. Ce nobena omejitev Sopov in nobena dodatna
fazna premaknitev ni popacila upodobitve, je ta diagram enak prej$njemu;
upodobitev je verna. Ugotoviti bo treba, kako se slika spremeni, ¢e po-
krijemo sliko svetila v zadnji goriSéni ravnini z absorbirajofo ali .pre-
pustno ploscico.

Amplituda neodklonjenega snopa, ki da osrednjo sliko svetlla je enaka
povpreéni amplitudi. Na sl. 10a je prlkazana z vektorjem OT Tocka T je
tezisce tock A, B, C, D, E. Vsak vektor OA smemo nadomestiti z vsoto
OT + TA (sl. 10b). To pomeni, da smo loéili neodklonjeni val (amplituda

OTI:) od uklonjene svetlobe (amplitude '1_‘2&, 'ﬁ?:, ...). Pri metodi central-
nega temnega polja prestrezemo sliko svetila z neprepustno plo§éico;

ostanejo samo Se vektorji TA ... (sl. 10¢). Prozorni deli predmeta so v sliki
— —

razlicno svetli (vektorji TA do TD so razli¢no dolgi). Temne dele predmeta

vidimo v sliki svetlo (vektor TE).

A
B
(oL T \C
i
¢)
A
7} B
o° E ,
R g
I8
o
d) e) £) ’

o

Sl 10. a) Vektorski diagram slike. Vsakemu elementu dS priredimo vektor, katerega velikost pove

amplitudo, medtem ko koti kaZejo fazne razlike. Vektor oT pokaze amplitudo neodklonjenega
valovanja, — b) Shka nastane z interferenca direktnega valovanja z uklonjenim. Temu ustreza

sestavljanje: OA=0T+TA. — c) Diagram slike, ki nastane, Ce prestrezemo direktni snop. —
d) Diagram slike pri pozitivnhem (temnem) faznem kontrastu. — e) Diagram slike pri negativnem
(svetlem) faznem kontrastu. — f) Pozitivni fazni kontrast z dezlno absorbirajodo fazno ploséico.
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Pri metodi faznega kontrasta direktnega vala ne odstranimo, ampak
mu premaknemo fazo za 90 °. Pr1 pozitivnem faznem konstrastu mu fazo

pomaknemo naprej. Vektor OT torej nadomestimo z vektorjem O T. Dia-
gram slike je potem taksen kot na sliki 10d. Opti¢éno debelejsa mesta se

upodobijo temno (vektor 0 ,D), optiéno tanjSa pa svetlo (vektor O JA).
Nasprotno je pri negativnem faznem kontrastu (sl. 10e). Absorblrajoa

deli predmeta so v obeh slikah srednje svetli (vektorja OIE, OzE). —
Kontrast lahko Se povefamo, & z delno absorbirajoco plos¢ico oslabimo
direktni snop (sl. 10f). Navsezadnje lahko izhodis¢e O' premaknemo kamor

koli (znotraj kroga z radijem TO) in naredimo kontraste tam, kjer jih
Zelimo imeti. Ge premaknemo fazo za ve¢ kot 90 ¢, se kontrasti celo obrnejo,
kar pa po navadi ni zaZeleno.

7. Uklon na fazni plodéici. Do sedaj smo racunali s tockastim svetilom.
Odebelina (ali vdolbina) na’ fazni ploséici je bila zelo majhna, tako da je
pokrila samo sliko svetila in ni zmotila uklonjene svetlobe. Toda: tockastega
svetila nimamo in za mikroskopiranje si ga navadno niti ne Zelimo. Tak$no
svetilo namreé projicira v sliko tudi vse vmesne ravnine, ne samo predmet.
Na sliki dobimo sence prahu, ki je na leCah. Nepravilnosti zaradi uklona
se mocéno pokaZejo. Zato vzamemo raje ploskovno svetilo. Navadno je to
odprtina v zaslonki kondenzorja, ki jo osvetljujemo z druge strani. Ni treba,
da je odprtina okrogla. Za zdaj bomo vzeli reZo. Na fazni ploSéici moramo
imeti fazni pas, ki pokriva sliko reze.

Skozi fazni pas gre ne samo direktni val, ampak tudi nekaj uklonjene
svetlobe. Seveda vpliva to na upodobitev. Slika nastane sedaj z interferenco
treh valovanj: direktnega vala, dela uklonjenega
valovanja, ki je Sel skozi fazni pas, in ostalega

dela, ki je Sel mimo pasu. {
Direktni 'val da enakomerno osvetljeno
ovzadje slike. Tak$na je slika, ¢e je predmet po- L

polnoma homogen. Uklonjena svetloba, ki izhaja
iz majhne neenakomernosti (sl. 4), naredi
v navadnem mikroskopu obroéasto uklonsko sli-
ko (sl. 6). Zasledujmo najprej tisti del te
svetlobe, ki gre skozi fazni pas; fazno ploscéico
nadomestimo z rezo, ki ima Sirino pasu. Obrocéa- A
sta slika se razleze v niz pasov, ker se pridruzi ____ / 3
uklon na reZi. Potek amplitude kazZe crtkana =
krivulja v sliki 11. Drugacéno sliko - dobimo, ce
namesto faznega pasu vstavimo neprozoren pas  si 11, Potek amplitude v sliki
in, spustimo svetlobo na obeh straneh (debela tocke. Tenka krivulja: slika v
krivulja na sl. 11). Obe sliki sta tako reko¢ navadnem mikroskopu (sl 6).
komplementarni. Ce namreé ni fazne pre- Se‘ﬁf)‘gae ér“;sll‘;}ep‘fs‘“ﬁphf;“zi‘}
maknitve, dobimo s sestavljanjem obeh valovanj pas. Debela krivulja: Slika v
zopet prvotno obrodasto sliko (tenka krivulja faznem mikroskopu

v sl. 11).

Zanima nas predvsem, kako je z upodobitvijo prozornega predmeta.
Razlike v optiéni debelini naj bodo majhne. Uklonjeni val ima v takem
primeru pribliZzno za 90 ° premaknjeno fazo (gl. sl. 10b) in omenjena obro-
Casta slika je zato nevidna (primerjaj sl. 5c). Fazna ploscica razmakne

51






