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V ¢lanku predstavimo Seebachov izrek iz geometrije trikotnika. Dogajanje, podobno
kot pri vodenih ogledih filmov, poteka na dveh kanalih. Na enem poteka matemati¢na
predstavitev tematike, na drugem pa klepet o moznostih, dilemah in ozadjih.

TRIANGLE GEOMETRY, OROSLAN AND RAVELLO

In this article, we present Seebach’s theorem, which is a topic in triangle geometry.
The events, as during guided online film screenings, take place on two channels. On
one, there is a mathematical presentation of the topic, and on the other, a chat about
possibilities, dilemmas, and backgrounds.

Uvod

Pred kratkim sem si ogledal slovenski film Oroslan reziserja Matjaza Iva-
nisina. Film kot medij za prenasSanje sporocil spremljam z velikim zani-
manjem. Posebej rad imam evropski avtorski film. Oroslan mi je vzbudil
zanimanje ze ob pripravah na snemanje. Zgodbo Zdravka DusSe, ki se je
dogajala na Tolminskem, so avtorji prenesli v Porabje. Sledimo dolgim
meditativnim posnetkom in dogajanju pripenjamo nabor lastnih asociacij.
Film tece pocasi, Casa za osebni prispevek je dovolj. Pozneje sem na spletu
zasledil moznost vodenega ogleda filma. Film tece, vzporedno pa se modera-
tor in avtor pogovarjata o ozadjih, idejah in moznostih. Ogled se je izkazal
za dragocenega. Pogosto je potrdil ustreznost lastne percepcije filma in jo
razsiril v Stevilne, prej neslutene smeri.

Od tod ideja o podobni eksperimentalni predstavitvi, tokrat matema-
ti¢ne teme. Nivoja se locita po pisavi. Matematicni nivo je pisan v obicajni
pisavi, nivo klepeta v ozadju pa boste prepoznali po zapisu v taki pisavi.

*Kokk

Geometrija trikotnika je veja matematika, ki se ukvarja s fiksnim trikot-
nikom ABC' in z njim povezanimi znacilnimi tockami, premicami, krozni-
cami in drugimi objekti. Nekatere teme iz geometrije trikotnika so bile v
Obzorniku ze prisotne. Tako je bil v ¢lanku [7] predstavljen pojem znacilne
tocke trikotnika, v [12] pa kubi¢ne krivulje trikotnika.
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Izvrstna vstopna tocka v geometrijo trikotnika je spletna stran ameri-
skega matematika Clarka Kimberlinga [1], ki med drugim prinasa seznam
znacilnih toc¢k trikotnika z vsemi enciklopedi¢no zbranimi podrobnostmi.
V tem c¢lanku bomo uporabljali tam nastopajoCe oznake, ki so v geome-
triji trikotnika standardne. Tako bomo notranje kote trikotnika oznacevali
z 2A, 2B, «C, njihove velikosti pa kar z A, B,C. Povod za to izbiro je
dejstvo, da bomo grske ¢rke potrebovali za druge namene. Kimberling v
svojih pojasnilih tudi ugotavlja, da je ta zapis prakticen in da sega nazaj
vse do Eulerja. Na ta nacin res z isto ¢rko ozna¢imo dve stvari, oglisce
trikotnika in velikost notranjega kota, a je verjetnost, da bi pri tem prislo
do nesporazuma, zelo majhna.

Seebachov izrek

Definicija 1. Naj bo ABC trikotnik v ravnini in P tocka znotraj trikotnika.
Poltraki AP, BP in CP sekajo stranice a,b,c trikotnika ABC v tockah
Ap,Bp in Cp. Trikotnik ApBpCp imenujemo Cevov trikotnik trikotnika
ABC glede na tocko P.

Slika 1. Levo: Cevov trikotnik glede na toc¢ko P. Desno: sredi§¢ni in antikomplementarni
trikotnik.

V problemski rubriki revije American Mathematical Monthly je bil leta
1995 objavljen problem, ki je spraseval, ali znotraj trikotnika obstaja tocka
P, glede na katero bi bil Cevov trikotnik enakostrani¢en. Odgovor je pozi-
tiven, reSitev je bila objavljena leta 1997 v [3]. Pozneje se je izkazalo, da
je veliko splosnejsi rezultat v ¢lanku [11] Ze deset let prej objavil nemski
matematik Karl Seebach. Rezultatu recemo Seebachov izrek.

Izrek 2. Naj bo Ay B1CY poljuben trikotnik. Potem obstaja natanko ena taka
tocka P znotraj trikotnika ABC, da je Cevov trikotnik ApBpCp trikotnika
ABC glede na tocko P direktno podoben trikotniku A1B1C1.
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Direktna podobnost (oznaka ApBpCp ~ A1 B1C1) pomeni, da sta tri-
kotnika podobna na nacin, da za ustrezne kote velja Ap = Ay, Bp = B; in
Cp=0C].

Iz izreka seveda takoj sledi, da je znotraj trikotnika natanko ena tocka,
katere Cevovov trikotnik je enakostrani¢en. Ta toCka sodi med znacilne
tocke trikotnika. V zgoraj omenjeni Kimberlingovi Enciklopediji znacilnih
tock trikotnika [1] nosi oznako Xsz7g.

Na sliki 1 desno so razpolovisca stranic trikotnika ABC' oznacena z
A',B',C’, tezisce pa z G. Trikotniku A'B'C’ recemo srediséni trikotnik
trikotnika ABC. Znano dejstvo je, da velja A’B'C’ ~ ABC. Seveda je
A'B'C" Cevov trikotnik trikotnika ABC glede na tocko G. Iz Seebachovega
izreka torej izhaja, da je tezis¢e G edina tocka znotraj trikotnika, katere
Cevov trikotnik je podoben osnovnemu trikotniku ABC.

Znani so primeri pomembnif matematikov, Ki so poleg svojih glavnih podrotij z velikim
veseljem gojili tudi geometrijo. Taka sta bila recimo Euler in Plemelj. NeKateri drugi mate-
matiki pa geometriji niso naklonjeni. Geometrijske rezultate doZivljajo nekKako takole: Imamo
neko druzino geometrijsKif objektov in potem doKaZemo, da je lega neke tocke glede na te
objeKte nekgj Cisto posebnega.

To je véasih celo res. Seebachov izreK nam recimo sporoéa informacijo o izjemnosti toéKe
X370. Sporoéa nam tudi dodatno informacijo o izjemnosti tezis¢a. Vendar pa, te pogledamo
na pravi naéin, lahKo v teh ugotovitvah pogosto zaznamo zelo lepe in globoKe rezultate.

Narisimo sliko v GeoGebri in premikajmo toéko P. (Bralca prijazno vabim, da to dejansko
naredi!) Risejo se nam razliéni Cevovi trikotniki. 1z Seebachovega izreKa sledi, da na ta naéin
dobimo galerijo prav vseh moznik oblik trikotnikov. Vsaki obliki pripada toéno doloéena totka
P. Znotraj poljubnega trikotnika je torej na preprost naéin zakodirana informacija o prav vseh
oblikah trikotnikov.

Geometrija je nazorna in vizualno predstavljiva. To pomeni, da za raz-
liko od nekaterih drugih vej matematike problem lahko hitro razumemo in
ga sorazmerno zlahka predstavimo tudi nespecialistu. Izziv je zdaj, kako
ta problem resiti. Vcasih se izkaze, da kljub preprosti formulaciji dokaz
niti priblizno ni lahek. To se zgodi tudi v primeru Seebachovega izreka.
Originalni dokaz je dolg, nepregleden in kar kli¢e po izboljsavah.

* k¥
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Véasih se v matematicnif raziskavah podajamo v zelo abstrakine daljne svetove, vendar
pa potem tam niti ne potnemo Kaj zares eKstremnega. Kot bi poslali vozilo na Mars in se
potem veselili vsakega drobnega premika po njem. Seveda je, na primer, prvi marsovski polet
z dronom velik doseZek. Sploh ob misli na moZnost opazovanja in snemanja povrsja. A tako
veliki preboji so redKi. Po drugi strani pa ima tudi gibanje po stari dobri Zemlji svoje prednosti.
V zaletky morda eKspedicija ni videti tako speKtakularna, zato pa nam omogoca, da opravimo
res izdaten sprefiod do neznanih Eudes bliZnjif grebenov, sotesK in jam, z izjemnimi razgledi
in z inovativno izbranimi prefiodi.

* k¥

Kot receno je originalni dokaz Seebachovega izreka rac¢unski, dolgotra-
jen in nepregleden. Velik napredek v smeri preglednosti je leta 2006 napra-
vil jordanski matematik M. Hajja, ki je v ¢lanku [4] predstavil nov dokaz.
Osnovna ideja je naslednja.
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Slika 2. Dokaz M. Hajje, konstrukcija vértanega trikotnika.

Imamo trikotnik A;B1C7 in se sprasujemo po tocki P, da bo veljalo
ApBpCp ~ A1B1Cy. Izberimo neki kot ¢ in trikotniku ABC vértajmo
trikotnik Ao BoCy tako, da bo AsByCy ~ A1B1C1 in bo kot 2BC5As =
¢ (slika 2). To naredimo tako, da najprej izberemo neko tocko CY € ¢,
odmerimo kot ¢, dobimo tocko A € a, nato pa od daljice C} A} odmerimo
kota A; in C; ter dobimo tocko Bj. Tako je A,BLCYH ~ A1B1Cy. Zdaj
pa naredimo razteg s sredis¢em v tocki B, ki trikotnik A5B5CY preslika v
podoben trikotnik AsByCy tako, da tocka Bs lezi na stranici b. Namesto
uporabe raztega si lahko mislimo tudi, da izbrano to¢ko C premikamo po
stranici ¢ toliko ¢asa, da ustrezna tocka B) pade na stranico b.
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Na ta nacin, s spreminjanjem kota ¢, dobimo druzino vseh v trikotnik
ABC vértanih trikotnikov, ki so podobni trikotniku A1 B1Cy. Zdaj pa mo-
ramo dokazati le Se, da se samo pri enem trikotniku iz te druzine daljice
AAy, BBy in CCsy sekajo v neki skupni tocki P, kar pomeni, da je to Cevov
trikotnik glede na neko tocko P (slika 3). Pri tem se opremo na Cevov izrek
[14], ki pravi, da se daljice AAg, BBy in C'Cy sekajo v skupni tocki natanko
tedaj, ko velja

|BAs| |CBa| |ACH| _

=1.
|A2C| |B2A| |C2B|

Avtor je nato izrac¢unal levo stran zgornjega izraza kot funkcijo f spremen-
ljiivke ¢, premislil, na katerem intervalu se giblje kot ¢, in dokazal, da je f
na tem intervalu monotono narasc¢ajoca funkcija, ki zavzame vse pozitivne
vrednosti. Zato vrednost 1 zavzame natanko enkrat. Med vsemi v trikotnik
ABC vértanimi trikotniki Ao BoCy » A1 B1Cy je torej natanko en Cevov
trikotnik glede na neko tocko P.

Ena od prednosti geometrije je, da nam nudi moZnost vizualizacije. Vsebino lahiko pribli-
Zamo s sliko. Se posebej uéinkovito to lahiko storimo z racunalnisKimi programi za dinamiéno
geometrijo, Ki so se pojavili pred KaKimi 30 leti in so geometriji dali moéan dodatni zagon. Zelo
pomemben pri tem je pridevnik dinamiéni, Kar pomeni, da lahKo Ze narisane objeKte interak:
tivno premikamo, ob tem pa dinamiéno sprembjamo spreminjajoco se sliko. Med proimi taKimi
programi sta bila Geometer’s SKetchpad in Cabri Geometry, v nasifi razmisljanjif pa smo Ze
neKajkrat omenili GeoGebro. V nadaljevanju jo bomo Se vecKrat.

EE R

Obravnavani Hajjov dokaz lahko s pomocjo GeoGebre ucinkovito ilustri-
ramo, ob tem pa premislimo tudi nekatere detajle.

Najprej na podlagi slike 2 premislimo, kako iz trikotnika A5BSCY do-
bimo trikotnik AsBsCy. Zagrabimo tocko CY in jo pomikamo na levo (oz.
na desno), dokler tocka Bj ne zadene stranice b. Ker si to premikanje lahko
predstavljamo kot delovanje raztegov s srediS¢em v tocki B in z razli¢nimi
koeficienti, je jasno, da pri tem postopku tocka Bj tece po poltraku z iz-
hodis¢em v tocki B. Zato je konc¢na tocka Bo kar presecisce tega poltraka
s stranico b. Argument z raztegi nam da tudi, da so stranice nastopajoc¢ih
trikotnikov pri premikanju vzporedne. Zato je stranica BsAs vzporedna
stranici B, A5. Pri narisanem trikotniku A} B)CY torej v prvem koraku do-
bimo to¢ko Bs, z nadaljnjima dvema vzporednicama pa Se tocki Ao in Co.
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Slika 3. Dokaz M. Hajje, funkcija f je narascajoca.

. . . N |BAs| |CBs| |ACs| ;.
V GeoGebri lahko tudi ozna¢imo daljice iz izraza 0| [BaA] [CoB) 0 Pri

danem kotu ¢ izpiSemo vrednost tega izraza, torej f(y) (slika 3). Potem
na drsniku spreminjamo kot ¢ in eksperimentalno dozivimo dejstvo, da je
funkcija f monotono narascajoc¢a. Pri kotu ¢, kjer funkcija f zavzame
vrednost 1, tudi nazorno vidimo, da se ustrezne tri daljice sekajo v skupni
tocki. To je tista edina tocka, ki jo trikotniku Ay B1C; zagotavlja Seebachov
izrek.

Slika v GeoGebri nam tudi omogo¢i premisliti in testirati drobne detajle
v dokazu, kot je recimo interval, na katerem lahko pri danih podatkih izbi-
ramo kot ¢. Upostevajoé trikotnik C,BA) mora veljati ¢ < 180° — B. Ce to
velja, lahko narisemo daljico C5A5. V nadaljevanju od nje odmerimo kota
C1 in A;. Ce naj bo tocka B!, znotraj kota < B, mora na spodnji strani ve-
ljati ¢+ Cy < 180°. Podoben razmislek na zgornji strani nam da ¢ > Ay — B.
Potegnemo poltrak in dobimo toc¢ko Bs € b. Zdaj nam manjkata le Se dve
vzporednici. Ce Zelimo, da bo tocka Cy lezala na stranici ¢ in ne na njenem
podaljsku, mora biti ¢+ zunanji kot trikotnika AC5 B> in zato vecji od A.
Od tod sledi ¢ > A-C7. Podobno pri obravnavi totke Ay dobimo ¢ < A+ Aj;.
Veljati mora torej: ¢ € (m, M), kjer je

m =max{0,4; - B,A-C1} in M =min{180° - B,180° - C1, A+ A;}.

Mnozica (m, M) ni prazna, saj je vsak od elementov iz mnozice na levi
manjsi od vsakega elementa mnozice na desni.

Posploseni Seebachov izrek

Kljub velikemu napredku pri dokazu M. Hajje je e vedno ostal vtis, da bi
bilo k dokazu mogoce pristopiti e bolj neposredno. Okvirna ideja je nasle-
dnja. Imamo trikotnik A;B;C} in is¢emo tocko P, za katero bo ApBpCp ~
A1B1Cy. Kaj ¢e bi §li postopoma in bi najprej poiskali tocke P, pri kate-
rih je v trikotniku Ap BpCp ustrezen en kot, na primer Cp = C;. Izberimo
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totko Z € ¢ in si oglejmo Cevove trikotnike tock P z daljice ZC' (slika 4). Ko
tocko P premikamo od Z proti C, koti <« ApCpBp tecejo od 180° proti 0°.
Zato na tej daljici obstaja natanko ena tocka, imenujmo jo Pz, za katero bo
ta kot meril C;. Ce izriSemo vse tocke Py, ko Z pretece stranico ¢, dobimo
neko krivuljo, recimo ji I'c (slika 4). Na njej so tocke P, ki imajo Cevove
trikotnike z ustreznim kotom pri oglis¢éu Cp. Podobno obstajata analogni
krivulji I'p in I'4 s tockami, katerih Cevovi trikotniki imajo ustrezni kot pri
oglis¢ih Bp oz. Ap. Iskane tocke z vsemi tremi ustreznimi koti so presecisca
teh treh krivulj.

Slika 4. Krivulja tock z enim ustreznim kotom.

Presecisce dveh od teh krivulj je tocka, katere Cevov trikotnik ima ustre-
zen kot pri dveh oglis¢ih. Torej ga ima tudi pri tretjem. Skozi presecisce
dveh krivulj tako zagotovo poteka tudi tretja.

Nagcrt je torej naslednji: poiskati je treba enacbe krivulj I'4,I'p in '
in resiti dobljeni sistem enacb. Videli bomo, da je ta pristop mogo¢ in da
prinasa Se dodatne prednosti. Doslej smo namre¢ tocke P izbirali samo
znotraj trikotnika. Koncept zlahka posplosimo tudi na (skoraj vse) tocke
zunaj njega.

Definicija 3. Naj bo ABC' trikotnik v ravnini. Nosilke stranic trikotnika
0znac¢imo z ng, Ny, Ne. Vzporednico premici n, skozi oglis¢e A ozna¢imo s
qa, analogno definiramo premici g in g.. Mnozico vseh toc¢k v ravnini, ki ne
lezijo na nobeni od premic nq, Ny, Ne, Ga, @b, §e, 0zZNACIMO 7 E.

Izberimo tocko P € E. Premice AP, BP in C'P sekajo nosilke stranic
Ng,Np,Ne v toCkah Ap, Bp,Cp. Tudi v tem primeru trikotnik ApBpCp
imenujemo Cevov trikotnik trikotnika ABC' glede na tocko P.
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Slika 5. Cevov trikotnik glede na tocko P zunaj trikotnika ABC.

Mnozica E je predstavljena na sliki 1 desno. To je ravnina brez Sestih
premic. Premice qg, ¢p, ¢c se paroma sekajo v tockah A, B,C, ki so oglisca
tako imenovanega antikomplementarnega trikotnika ABC. Ime izhaja iz dej-
stva, da sliko neke tocke T' z raztegom dg 1/ imenujemo komplement tocke
T, sliko z inverzno transformacijo, torej raztegom dg,—2, pa antikomplement
tocke T'. Razteg dg,—2 premice ng,np, n. zaporedoma preslika v njim vzpo-
redne premice skozi tocke A, B in C, torej v premice qq, qp, ¢.- Ker tocka A
lezi na ny in n., bo njena slika lezala na ¢ in q.. Zato je A antikomplement
tocke A. Analogno velja za B in C.

V definiciji 3 smo se bili prisiljeni odre¢i tockam z omenjenih Sestih
premic. V primeru P € n, premici AP in n, sovpadata, kar pomeni, da
presecisée Ap v tem primeru ni definirano. V primeru P € ¢, je zadeva
podobna, a manj kriticna. Premici AP in n, sta zdaj vzporedni, zato prese-
¢isce Ap v klasiénem smislu ne obstaja. Obstaja pa, ¢e nekoliko spremenimo
perspektivo in se preselimo v projektivno ravnino.

Prisli smo do tocke, ko se bomo morali za nadaljevanje zgodbe nekoliko
tehni¢no podkovati. Brez ustreznih orodij od tu naprej ne gre vec.

Ob misli na ustvarjanje novih orodij se mi v spomin vrala prizor iz mesteca Ravello na
italijansKi Amalfijski obali. Nad obalo se dvigajo strme vzpetine, pejsazi so presunljivo lepi,
a prostora za bivaliséa in obdelovanje zemlje je malo. Toda Gudje so se znasti. V strme hribe

so vrezali terase in tam posadili oljKe in limonovce. Ob bregove so stisnili bivaliséa in ob njih
uredili vrtove. Poti so posuli z belim pesKom ter dodali slikovite ograje in Kipe. Naravo so
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zadinili z osupljivo lepo arhiteKturo. Ob neki vili so izdelali teraso in nanjo postavili oder za
simfonicni orkester. Ob poletnifi velerih tam poteKajo Koncerti.

Skratka, mo¢ Eloveske domisljije je navdusujoéa. Veasif smo ob pogledu na naso civiliza-
cijo pesimistiéni in upraviceno Kritiéni. MarsiKaj je v zgodovini res $lo narobe in Se vedno gre.
Vendar ob tem vseeno ne smemo pozabiti, Koliko éudovitega smo Kot Eloveska vrsta ustvarili.
Rawello je sinonim za ta ponos. V ta Kontekst Kot pomemben dejavnik sodi tudi matematika.
Ce se Kot Elani tloveske vrste éutimo ponosne ob pogledu na éudesa Ravella, smo lahiko upra-
viteno ponosni tudi na to, Kako smo v teKu stoletij iz ni¢ ustvarili najrazlicnejse matematiéne
objekte in teorije ter Kako smo jifi na presenetljive natine uspeli povezati in preplesti.

* k¥

Slika 6. Levo: Ravello, vila Rufolo. Desno: Ravello, detajl.

Ko so tezave s tem, da se dve premici v ravnini véasih sekata, vcasih pa
ne, postale nadlezne, se je nekdo spomnil, da bi za vsak snop vzporednih
premic tam nekje v neskonénosti dodal eno dodatno tocko. V njej se zdaj te
premice sekajo. Tako dobimo druzino dodatnih tock, ki ji reCemo premica
v neskonénosti. Ravnini s pridruzenimi tockami na premici v neskonénosti
potem recemo projektivna ravnina [8, str. 5-6]. V projektivni ravnini se
torej poljubni dve premici sekata. Ce se zgodi, da presecisce lezi na premici
v neskon¢nosti, to pomeni, da sta premici v klasi¢nem smislu vzporedni.
Kot smo v ravnino uvedli kartezi¢ne koordinate, lahko uvedemo ustrezne
koordinate tudi v projektivno ravnino. Z njimi enakovredno obravnavamo
obicajne tocke kot tudi tocke v neskonc¢nosti. Ena od moznih uvedb ko-
ordinat v projektivno ravnino so trilinearne koordinate. Ce so karteziéne
koordinate definirane glede na dve pravokotni koordinatni osi, so trilinearne
koordinate definirane glede na neki trikotnik. Izkaze se, da so te koordinate
izjemno primerne za delo v razmerah, ko imamo vseskozi v obravnavi en
fiksen trikotnik. Kot smo omenili Ze v uvodu, tej veji matematike re¢emo
geometrija trikotnika.
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Trilinearne koordinate smo v Obzorniku zZe srecali, in sicer v ¢lanku [12].
Na tem mestu povejmo le, da toc¢ke opisujemo v obliki 7" = o : 5 : -y, pri Cemer
so to razmerja predznacenih oddaljenosti tocke T od nosilk stranic trikotnika
ABC'. Pri tem je predznak koordinate « pozitiven, ¢e tocka lezi na istem
bregu nosilke stranice a kot trikotnik ABC, in negativen sicer. Analogno to
velja za preostali koordinati. Delo s trilinearnimi koordinatami je omogo-
¢ilo nesluten razvoj geometrije trikotnika. S tem orodjem zlahka preverimo
dejstva, za dokaz katerih bi sicer pogosto potrebovali precej inovativnosti.
Poznavanje podrobnosti teh tehni¢nih orodij za spremljanje nadaljevanja

nase zgodbe ni nujno potrebno. Radovednemu bralcu pa priporoc¢am vire
[1, 9, 10, 15].

Clovekova zmoZnost, da na strma pobocja vreZe terase, zasadi vrtnice, postavi Kipe in
zgradi amfiteater za simfonicni orKester, je navdusujoéa. Prav tako pa je navdusujota tudi
zmoznost matematiKov, da v trenutky, Ko se stvari zapletajo, ustvarijo inovativna orodja,
prilagojena situacifi, Ki omogotajo izvrsten vpogled in udobno delo.

kKK

Slika 7. Prva krivulja Cetrtega reda, I'c.

Vrnimo se k naSemu problemu. Pri danem trikotniku A;B;C; iS¢emo
tocke P € E, da velja ApBpCp » A1 B1Cy. Kot smo zastavili naso zgodbo,
pot do resitve vodi preko krivulj I'4,I'p in I'c. V ravnino uvedemo trili-
nearne koordinate glede na osnovni trikotnik ABC. Oznac¢imo k, = cot Ay,
kp = cot By in k. = cot C;. Z uporabo analititne geometrije v trilinearnih
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koordinatah brez vecjih tezav izpeljemo [5] enacbe zgoraj omenjenih krivulj
I'p,I'pinTe:

- 2 ’y +o?B% = 2afvy(~acos A+ kefsin B+ kyysin Q)
—a?q? +ﬁ v +a?p? 2087 (kparsin A — 5 cos B + kyysin C')
o?~y% + 3242 — o232 2037y (keasin A + k.S sin B —ycos C).

Gre za krivulje Cetrte stopnje, zapisane v trilinearnih koordinatah. Ker
se pri pretvorbi v kartezi¢ne koordinate stopnja krivulj ohranja, gre za kri-
vulje cetrte stopnje v obi¢ajnem smislu.

EE

Ko matematiki izpeljemo nove enacbe, jih najprej premerimo s Kritiénim pogledom. Je vse v
redu? Pri pravKar zapisanif enatbah najprej opazimo elegantno simetriéno strukturo, Kot pri
Kaki sneZinki. Kot pravi H. G. Hardy: » Lepota je prvi test, na svety ni trajnega prostora za
grdo matematiko.« Seveda pa eleganca e ni zagotovilo za to, da so zapisane enacbe brezhibne
in da bo njifiova uporaba uéinkovita.

Za potrditev se zatecemo K eKsperimentu z GeoGebro. Ta omogoéa risanje Krivulj v Kar-
tezicnif Koordinatah, v trilinearnifi pa ne. Lotimo se torej pretvorbe danif enach v Kartezicne
Koordinate in nato izrisa Krivulj. Spomnim se vznemirjenja, Ko je bilo delo opravljeno in je bilo
treba pritisniti le Se zaKljuéni Enter. Rezultat je na sbiki 7.

Narisimo se vse tri Krivulje ikrati, to je slika 8. Takoj opazimo, da se glavna poanta na
sliki potrdi. Znotraj trikotnika se Krivulje seKajo v natanko eni skupni toéKi. Nadalje opazimo,
da smo dogajanje iz notranjosti trikotnika uspesno prenesli tudi navzven. Naslednji pogled pa
prinese presenelenje. Pricakovali smo, da bo sKozi vsako preselisée dveh Krivulj poteKala tudi
tretja. Na sliki ni vedno videti tako. A nekaj na sliko dodanih elementov razblini dvome.
Nepritakovana presetista dveh Krivulj, skozi Katera ne poteKa tudi tretja, so bodisi oglista
trikotnika ABC' bodisi oglista antikomplementarnega trikotnika ABC, torej tocke zunaj
mnozice IV, znotraj Katere resujemo problem.

Zdaj se lahiKo prepustimo naslednjemu vzgibu ob pogledu na zgornje enaébe. Da bi namreé
enacbe preobliKovali, jih ustrezno sesteli ter pridobili eKvivalenten in morda preprostejsi sistem
enacbh.

EE 2

Oglisca trikotnika imajo trilinearne koordinate A=1:0:0, B=0:1:0
in C=0:0:1. SeStejmo po dve zgornji enachi in izpostavimo skupne fak-
torje. Zlahka opazimo, da tocka P ¢ {A, B,C} zadosca zgornjemu sistemu
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Slika 8. Vse tri krivulje: I'4,I'p in I'c.

natanko tedaj, ko zadosca sistemu

By = a(maa+negf+n,cy)
ay B (neaa+mpf+ngc?y)
af vy (npac+nqpB+me7y),

kjer je ma = (ke + kp)sin A, n.p = (ke.sin B — cos B) in so ostali koeficienti
definirani analogno.

Tokrat imamo sistem treh enac¢b drugega reda. Tocka P je torej pre-
seCisce treh stoznic, oznac¢imo jih S4,Sp, Sc. Premislimo, da ima lahko ta
sistem najve¢ tri reSitve. Poleg Ze znane reSitve znotraj trikotnika lahko
torej pricakujemo Se najve¢ dve reSitvi zunaj.

Stoznici S4 in Sp se lahko sekata najve¢ v stirih tockah. Ob tem prva
o¢itno poteka skozi tocki B in C, druga pa skozi tocki A in C. Eno od
za nad namen ni zanimiva. Tako smo prisli do dodatne informacije glede
Cevovih trikotnikov tock zunaj trikotnika ABC.

Izrek 4. Naj bo A1 B1Cy poljuben trikotnik. Potem obstajajo najveé tri tocke
P v ravnini, da velja ApBpCp ~ A1B1C1.

Do tock se dokopljemo z reSevanjem zgornjega sistema. Dobimo kubi¢no
enacbo ene spremenljivke, ki ima lahko tri ali pa samo eno realno resitev.
Tako se dejansko zgodi, da imamo vc¢asih tri reSitve, v¢asih pa eno samo.
Na sliki 9 vidimo primer, ko se ustrezne stoznice pri danih trikotnikih ABC
in A1 B1C1 sekajo v treh tockah.
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Slika 9. Tri stoznice: Sa,Sp in Sc.

Obravnavani postopek ima pred predhodnimi kar nekaj prednosti. Omo-
goCa nam obravnavo tock P zunaj trikotnika. Poleg tega nam ne sporoca
samo Stevila ustreznih tock P, pa¢ pa tudi omogoci, da preko zgornjih enach
izracunamo njihove trilinearne koordinate. Na ta nacin je tocko véasih mo-
Zno neposredno prepoznati, ali pa recimo dokazati, da je ne moremo kon-
struirati samo s Sestilom in ravnilom. V ¢lanku [5] je tako na primer do-
kazano, da v splosnem tocke X379 samo z ravnilom in Sestilom ni mogoce
konstruirati.

Cevianske sestre in sestricne

V tem razdelku bomo spoznali nekaj uporab pravkar predstavljenega pri-
stopa. Opravili bomo kratek informativni sprehod po okolici.

Definicija 5. Naj bo ABC' trikotnik v ravnini in P € F poljubna tocka.
Tocka @ € E, QQ # P je cevianska sestra tocke P, ¢e sta njuna Cevova
trikotnika direktno podobna. Tocka () je cevianska sestricna tocke P, ¢e sta
njuna Cevova trikotnika podobna, a nista direktno podobna.

Recimo, da bi pripravili obrazec, v katerem bi zbirali podatke o dolo¢eni
tocki P v ravnini. Med drugim bi vanj vpisali njene trilinearne koordinate
glede na osnovni trikotnik ABC, pa oddaljenosti od oglis¢ tega trikotnika
itd. Na to¢no dolo¢eno mesto v tem obrazcu bi vpisali podatke o velikosti
kotov Cevovega trikotnika trikotnika ABC' glede na tocko P, torej trojico
(Ap,Bp,Cp). Celotnemu obrazcu bi potem lahko rekli genom tocke P,
omenjeni trojici pa cevianska sekvenca tega genoma. Tocki P in () sta torej
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cevianski sestri, e imata identi¢no ceviansko sekvenco genoma. Tocki sta
cevianski sestriéni, ¢e cevianski sekvenci nista identi¢ni, vsebujeta pa iste
tri kote.

Premislimo zdaj, kaj nam o cevianskih sestrah in sestricnah poljubne
tocke P € FE sporocata izreka 2 in 4. Za tocko P znotraj trikotnika iz
izreka 4 sledi, da ima najve¢ dve cevianski sestri. Obe se nahajata zunaj
trikotnika. Lahko pa se zgodi, da totka P cevianske sestre sploh nima.
Tocka P ¢ E zunaj trikotnika pa ima natanko dve cevianski sestri. Po
izreku 2 ima namrec znotraj trikotnika natanko eno ceviansko sestro, kar
pomeni, da ima kubi¢ni polinom iz argumentacije izreka 4 dve realni nicli,
potem pa je realna tudi tretja.

Pri cevianskih sestricnah se bomo omejili samo na tocke znotraj trikot-
nika. Iz definicije izhaja, da je mnozica kotov Cevovega trikotnika cevi-
anske sestricne () enaka mnozici kotov Cevovega trikotnika tocke P, torej
{Ap, Bp,Cp}. Denimo, da so to trije razli¢ni koti. Ker se sekvenci ne smeta
povsem ujemati, imamo na voljo pet permutacij teh treh kotov, vsaka od
njih pa nam znotraj trikotnika zagotavlja natanko eno ceviansko sestri¢no.
Ce torej tocka P lezi znotraj trikotnika in je njen Cevov trikotnik raznostra-
nicen, ima znotraj trikotnika natanko pet sestricen.

Na splosno je obravnava te tematike sorazmerno zapletena, zato se ome-
jimo samo na dva posebej lepa primera: P = X379 in P =G.

Cevov trikotnik tocke P = X357 je enakostranic¢en, zato tocka nima cevi-
anskih sestricen. V ¢lanku [5] obravnavamo njene cevianske sestre in ugoto-
vimo, da te obstajajo samo, ¢e je osnovni trikotnik ABC' izrazito topokoten.

Videli smo ze, da je teziS¢e G edina tocka znotraj trikotnika, katere
Cevov trikotnik je direktno podoben osnovnemu trikotniku ABC'. V ¢élanku
[5] obravnavamo mozne cevianske sestre tocke G. Izkaze se, da te obstajajo
natanko tedaj, ko je trikotnik ABC topokoten. Dokazemo tudi, da sta v

ABC 7z o¢rtano kroznico antikomplementarnega trikotnika ABC. Bralca
vabim, da narisSe sliko v GeoGebri in to preveri.

V ¢lanku [6] obravnavamo cevianske sestricne tocke G. Najprej doka-
zemo, da nobene od petih cevianskih sestricen znotraj trikotnika na splosno
ne moremo konstruirati samo s Sestilom in ravnilom. Nadaljevanje zgodbe
odkrije dodatni skriti potencial pristopa, opisanega v poglavju 3.

* K ¥

Ze stari Grki so se ukparjali s problemom, KaKo neki objekt Konstruirati samo s Sestilom in
ravnilom. Od tod zgodba o trisekciji Kota, podvojitvi KocKe in Kvadraturi Kroga. Kljucéna pri
Kasnejsi razresitvi tovrstnih problemov je teorija razsiritev polj. S tem sredstvom doKaZemo,
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da nobena od treh nastetih Konstrukcij v splosnem ni mogocéa. Isti argumenti so tudi v jedru
dokaza, da v splosnem s Sestilom in ravnilom ni mogoce Konstruirati ceviansKih sestricen tocke
G.

Ob tem se nam zastavi vprasanje, ali bi bilo Katero od KonstruKcij, Ki niso izvedljive samo
s Sestilom in ravnilom, mogole izvesti, ée bi imeli na voljo se Kako dodatno sredstvo? Katero
bi to dodatno sredstvo lafiko bilo? Znano je npr., da je triseKcijo Kota moZno izvesti, Ce imamo
dodatno na voljo orodje, imenovano tomahavk [2]. Ob tem se vprasamo, ali je to res najbolj
naravna izbira. Da bi se namred matematik po ravnilu in Sestilu najprej oboroZil ravno s
tomahavkom?

Razmisljajmo v naslednji smeri. Ce imamo na voljo ravnilo, skozi obstojele toike neke
Konstrukcije lahKo potegnemo premice. Ce dodatno v uporabo dobimo Sestilo, [ahko risemo
KrozZnice. Tako npr. s Sestilom in ravnilom (afiko narisemo KroZnico sKozi dane tri toéKe, triko-
tniku lahKo otrtamo KroZnico. Nove tocke pridobivamo Kot presetiséa tako narisanif premic
in KroZnic.

Taksne so nase moznosti, ¢e imamo na voljo ravnilo in Sestilo. Kaj bi bil naslednji naravni
Korak? Da bi poleg risanja premic in KroZnic imeli na voljo moZnost risanja naslednjif najpre-
prostejsifi Krivulj, to je stoZnic. Gre torej za orodje, Ki bi sKozi danifi pet toék v ustrezni legi
narisalo edino stoZnico, Ki poteka tam skozi. V GeoGebri je tako orodje na voljo, in to pod
gumbom, namenjenim stoZnicam.

* k¥

Cevov trikotnik glede na tocko G je torej podoben osnovnemu trikot-
niku, zato ima v cevianski sekvenci genoma zapisane kote tega trikotnika
(A, B,C). Nakazimo, kako bi z uporabo dodatnega orodja za risanje stoznic
skozi danih pet tock konstruirali sestricno M¢ tocke G s ceviansko sekvenco
genoma (B, A,C).

NasSa metoda iz 3. poglavja nam je ustrezne tocke dala kot presecisca
treh stoznic (slika 9). Ce bi znali narisati dve od njih, bi kot edino presecisce
znotraj trikotnika dobili tocko M¢.

Premislimo najprej, kaj na sploSno vemo o omenjenih treh stoznicah.
Stoznica S 4 ne glede na vhodne podatke (torej kote A1, B, C}) vedno poteka
skozi tocki B in C, kar je jasno razvidno iz njene enacbe. Poleg tega smo
krivuljo S4 dobili s seStevanjem enacb za krivulji I" B in I'c, za kateri smo
svoj ¢as preseneceni ugotovili, da se sekata v tocki A. Koordinate tocke A
torej zadoscajo enacbam za I'p in I'¢, po seStevanju pa tudi enacbi za S4.
Tako vidimo, da vse krivulje S4 potekajo skozi tocke B,C in A. Ce uspemo
konstruirati Se dve tocki na tej stoznici, lahko uporabimo orodje za risanje
stoznic skozi pet tock in stoznico nariSemo.

Ti dodatni dve tocki bosta seveda odvisni od vhodnih podatkov. V
nasem primeru upoStevamo enakost kotov A1 = B, By = A,C1 = C in izra-
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Slika 10. Tocka Mc¢ s ceviansko sekvenco (B, A,C).

¢unamo ustrezne koeficiente iz enacbe stoznice Sy4, torej: my = g,
2_.2 2_.2 . . . .
b —=, nyc = <3~ . Tako dobimo enacho te stoznice:

Ne,B =

abefy = ab’a® + b(b% — *)af + (¢ - a*)ary.

Oblika te enacbe nas takoj napelje k zamenjavi trilinearnih koordinat « :
B : 7 s ploséinskimi koordinatami X : Y : Z, ki so s trilinearnimi povezane
takole X = aa,Y = b8 in Z = ¢y. V ploséinskih koordinatah se enacba
stoznice S, glasi:

Y Z =X+ (0 -A)XY + (2 -a®)X Z.

Izra¢unajmo ploscinske koordinate presecis¢c U in V stoznice Sy z nosilkama
stranic b in ¢, torej s premicama Y = 0 in Z = 0. Dobimo U = (a?-¢?): 0: b?
in V= (c®-b%) :b2:0. Za ilustracijo si oglejmo, kako bi konstruirali tocko
V.

* KK

Matematiko véasif primerjajo z alpinizmom. Turo zainemo v izhodiséu in zaKljucimo na
dolotenem cilju. Pogosto se zgodi, da so zares zafitevni le KratKi odseKi poti, preostanek je ne-
problematiten. Ce je Kritiéna totka ena sama, je pot iz izhodiséa do zatetka Krititnega odseka
Jjasna, prav tako pot od Konca Kriticnega odseka do cilja. Prednost matematike je v moZnosti
predhodne obravnave teh neproblematiénih odsekov. Od izhodis¢a napredujemo, doKler gre, iz
cilja se pomikamo nazaj, spet dokler gre in na ta naéin osamimo Kljuéni problematiéni odsek.
Temu se potem lahKo posvetimo s polno pozornostjo in z vsemi moémi.

* k¥
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Nas cilj je tocka s plos¢inskimi koordinatami V = (¢ - b?) : b2 : 0. Ni
tezko uganiti, da bo izhodis¢e tocka L = a? : b% : ¢2. To je Lemoinova
tocka trikotnika z oznako Xg v Kimberlingovi Enciklopediji znacilnih tock
trikotnika [1]. Konstruiramo jo tako, da v trikotniku ABC nosilko tezis¢nice
na stranico a prezrcalimo preko simetrale notranjega kota pri ogliééu A.
tri premice se sekajo v tocki L.

Nas vzpon bo torej potekal od tocke L do tocke V. Za uspesno pot
potrebujemo nekaj preprostih splo$nih informacij.

Najprej sta tu koncepta Cevovega in anticevovega trikotnika. Pojem
Cevovega trikotnika ze poznamo. Anticevov trikotnik trikotnika ABC' glede
na tocko P je tak trikotnik APBPOP, da je trikotnik ABC' Cevov trikotnik
tega trikotnika glede na toc¢ko P. Za ilustracijo si lahko pomagamo kar s sliko
1, saj je antikomplementarni trikotnik ABC' anticevov trikotnik trikotnika
ABC glede na tezisce G.

7 osnovnimi metodami analiticne geometrije v plos¢inskih koordinatah
izpeljemo koordinate oglis¢ Cevovega trikotnika glede na tocko P = Xp :
Yp : ZPZ

APZO:YPIZP BPZXPZOZZP CPZXPZYPZO.

Pri obravnavi koordinat anticevovega trikotnika zacnemo z neznanimi deve-
timi koordinatami tock Ap, Bp, Cp in zapiSemo zahteve iz definicije: tocka
A lezi na nosilkah daljic B 3pCpin ApP, analogno za B in C. Re§imo sistem
in dobimo:

A~P=—XP:YP:ZP BP=XPZ—YPZZP ép=Xp:Yp:—Zp.

Oglisca anticevovega trikotnika pri dani tocki P so torej enoli¢no dolocena.
Za njihovo konstruktibilnost je kljuéno dejstvo, da je totka Ap harmonicna
konjugiranka tocke P glede na toc¢ki A in Ap [13]. Od tod sledi, da jo lahko
konstruiramo celo samo z ravnilom [15, str. 3].

Od nujnih informacij zdaj potrebujemo le Se ena¢bo premice v neskonc-
nosti. V trilinearnih koordinatah se ta glasi aa + b8 + ¢y = 0, v ploscinskih
pa X+Y+2Z=0.

Zdaj za osnovo vzamemo Lemoinovo tocko L = a? : b% : ¢* in se napotimo
proti tocki V = (¢2 - %) : b2 : 0. Do tocke Cf, = a? : b? : —¢? Ze znamo priti.
Nadaljujmo na drugem koncu poti, pri tocki V. Ta je C—tocka Cevovega
trikotnika glede na tocko Wy = (¢2-b%) : b? : Z in to ne glede na izbiro stevila
Z. Dolo¢imo Z tako, da bo tocka Wy lezala na premici v neskonc¢nosti, ki
ima ena¢bo X +Y + Z = 0. To dosezemo z izbiro Z = —c2. Naj bo torej
W = (2 =1v?) : b?: —c®. Premica CW seka nosilko stranice ¢ v tocki V
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in zato tocka W lezi na premici C'V. Vendar pa glede na svoje koordinate
tocka W otitno lezi tudi na premici s preprosto enacbo ¢?Y +b*Z = 0. Na
tej premici pa lezita tudi tocki A=1:0:0 in Cr=a?:b%: —c2.

Tocka W torej lezi na premici v neskonénosti in je presecisce premic ACT,
in C'V. Ker se ti dve premici sekata na premici v neskon¢nosti, sta dejansko
vzporedni. Od tod sledi, da je tocka V presecisée vzporednice premici AC],
skozi tocko C' in nosilke stranice c.

Tlustrirali smo pot do konstrukcije tocke V. Podobna, a morda Se malo
zahtevnejsa je pot do tocke U, zato ta detajl tokrat izpustimo. Omenimo
le, da je konstrukcija tock U in V najbolj inovativni del celotne zgodbe.

* k¥

Ta odsek poti je posebej zanimiv, Ker znotraj geometrijsKe teme Kjucno vlogo odigra Zon-
gliranje s simboli, Ki je sicer bolj znacilno za algebro. Matematicne teorije in Koncepti se na
nenavadne nacine prepletajo in oplajajo.

EE R

Ko enkrat imamo tocki U in V, skozi tocke B,C, A, U in V z dodatnim
orodjem za risanje stoznic skozi danih pet tock nariSemo stoznico S4. Po-
dobno nariSemo stoznico Sp. Njuno edino presecisée znotraj trikotnika je
tocka Mc.

Na podoben nagin, a z druga¢nimi reSitvami v inovativnem vlozku, kon-
struiramo tudi preostale Stiri sestricne teziséa G.

Zakljucek

Ameriski matematik John E. Wetzel, zasluzni profesor na University of Illi-
noys v Urbani-Champaign, je izjavil:

Geometrija trikotnika ima veé cudeZev na kvadratni meter kot katera koli
druga veja matematike.

To pogosto citirano izjavo lahko zasledimo na primer v uvodu h knjigi
[9, str. 1] ali med zahvalami spletne strani [1]. Izjavo je seveda treba obrav-
navati dobronamerno in z dolo¢eno mero smisla za humor. Vsekakor pa je
v njej dobro povzeto bistvo fascinacije z geometrijo trikotnika. Gre za ob-
cutek ocaranosti nad presenecenji, ki se tu pojavljajo nenavadno pogosto.
Zato si zelim, da bi se geometrija trikotnika obdrzala v Studijskih programih
matematike in da bi k tej tematiki (vsaj obcasno) pristopalo veé¢ radovednih
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raziskovalcev. To zelim tudi Stevilnim drugim Zzivopisnim vejam matema-
tike. Bojim se namre¢, da se s ¢asom matematicna diverziteta vse bolj
kréi in siromasi. Povedano v jeziku biologov pozivam k ohranjanju Sirokega
spektra raznovrstne matematicne flore in favne.

* k¥

Na ta natin smo spoznali Seebachov izrek, temo iz geometrije trikotnika. Kaj pa v naslovu
poéneta Oroslan in Ravello?

Oroslan na eni strani simbolizira eKsperiment obravnave tematike na dveh Kgnalifi. Proi
se skusa drZati vseh pravil pisanja matematicnega teksta, drugi pa ta pravila Krsi, a vsebino
nadgrajuje z informacijami, Ki bi za bralca utegnile biti zanimive. PreKlop na drugi Kanal zato
pomeni drugalen pristop K branju in evalvaciji teksta. Ima pa Oroslan tudi dolotene simbolne
podtone. Oroslan je nekdo, Ki je onstran. V tem smislu simbolizira brezéasen, nepretenciozen
pogled na razmere.

Ravello je Kraj, Kjer cvetita narava in ustvarjalnost, vsaka zase in v povezavi druga z
drugo. Simbolizira lepoto stvarstva v isKreni, izvorni, v fasu preverjeni obliki. Ne gre za
Sopirjenje ali razstavo preralunljivosti, paé pa za razmah tlovesKega duha, Ki s svojo sveZino
razveseljuje vse okrog sebe.
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Dobitnik polovice Nobelove nagrade za fiziko leta 2019 za pomemben doprinos k
razvoju teoreticnega okvira kozmologije je bil James Peebles iz Univerze v Princetonu, ki
si je nagrado delil z odkriteljema prvega planeta okrog Soncu podobne zvezde. V ¢lanku je
predstavljen zgodovinski okvir delovanja Nobelovega nagrajenca. Zaradi Sirokega obsega
znanstvenega delovanja nagrajenca se v ¢lanku omejimo le na izbrane teme, pri katerih je
doprinos Peeblesovih raziskav predstavljal preskok k uveljavitvi fizikalne kozmologije kot
celostne vede.

NOBEL PRIZE FOR THE DEVELOPMENT OF PHYSICAL COSMOLOGY

Half of the Nobel Prize in Physics 2019 was awarded to James Peebles, professor at
University of Princeton, for »theoretical discoveries in physical cosmology«, who shared
the award with the discoverers of the first planet observed around a Solar-type star. This
article presents the historical frame where the Nobel Laureate developed his research.
Since he tackled a number of different research topics I decided to emphasise selected
themes, where contributions of his research represented a breakthrough and established
the basis for the development of physical cosmology.

Eno izmed temeljnih vpraSanj, ki si jih postavlja ¢lovestvo, je, kako je
nastalo in se razvijalo nase vesolje ter kaksno je nase mesto v njem. V
ta okvir spada Nobelova nagrada za fiziko za leto 2019, saj so nagrajenci
zasluzni za pomemben »doprinos k razumevanju razvoja vesolja in mesta,
ki ga zaseda Zemlja v njem« [17, 16]. V iskanju odgovorov na ta vprasanja
se je ¢lovekov pogled na vesolje v stoletjih spreminjal: postopoma smo se iz
geocentri¢nega sistema premestili v heliocentri¢ni sistem in kasneje odkrili,
da se naSe Osoncje nahaja v spiralnih rokavih nase Galaksije, ki ni ni¢ kaj
posebnega glede na druge galaksije, ki zapolnjujejo vesolje. Kozmologija, ki
se ukvarja z vesoljem kot celoto, pa je v zadnjem stoletju razkrila zgodovino
in razvoj vesolja ter njegovih sestavin, med katerimi sta najbolj nenavadni
temna snov in temna energija.

James Peebles, nagrajen leta 2019 s polovico Nobelove nagrade za fiziko,
je vsestranski kozmolog in Albert Einstein Professor Emeritus of Science na
Univerzi v Princetonu (ZDA). Rodil se je leta 1935 v Winnipegu (Manitoba,
Kanada) in se po koné¢ani diplomi iz znanosti na Univerzi v Manitobi od tam
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odselil. Leta 1958 je studij nadaljeval na Univerzi v Princetonu, kjer se je
na zacetku zanimal za fiziko delcev in se nato preusmeril v kozmologijo po
zaslugi uveljavljenega fizika Roberta Dickeja. Dicke je v Princetonu vodil
skupino za raziskovanje gravitacije, bil je vsestranski fizik, ki je s svojimi
raziskavami prispeval na ve¢ podrocjih, od gravitacije in atomske fizike do
astrofizike in kozmologije. Peebles se je skupini pridruzil in opravil doktorsko
disertacijo pod Dickejevim mentorstvom. V njej je raziskoval spremembo
konstante fine strukture a v daljsih geoloskih dobah. Iz radioaktivnega
razpadnega casa zemeljskih kamnin in meteoritov je ocenil relativno spre-
membo konstante a na manj kot tiso¢inko v zadnjih 4,5 milijarde letih [8].
Kmalu za tem je Dicke mlademu Peeblesu predlagal, naj razisc¢e teoreti¢no
ozadje ob morebitni detekciji prasevanja z radiometrom, ki sta ga medtem
sestavljala sodelavca Peter Roll in Dave Wilkinson. Pomembna kozmoloska
odkritja so bila za vogalom.

Zgodovinski zacetki in osnove kozmologije

Osnove moderne kozmologije, vede, ki se ukvarja z nastankom in razvojem
vesolja kot celote, segajo v zacetek 20. stoletja, ko je Albert Einstein izo-
blikoval splosno teorijo relativnosti. ReSitve Einsteinovih enacb polja za
razli¢cna vesolja je med prvimi raziskal ruski matematik in kozmolog Ale-
xander Friedmann in jih danes poznamo kot Friedmannovi modeli vesolja.

V istem obdobju se je pozornost astronomov usmerila v odkrivanje in
proucevanje izvengalakti¢nih objektov. Od meritve oddaljenosti! Androme-
dine galaksije dalje so astronomi odkrili, da so nekatere od tako imenovanih
meglic v resnici galaksije podobne nasi, ter zaceli z zbiranjem prvih spektro-
skopskih podatkov o galaksijah. Take podatke je uporabil belgijski mate-
matik George Lemaitre (izg. loméltor), ki je ze leta 1927 v ¢lanku uposteval
primer vesolja, ki se §iri, ter objavil zvezo med oddaljenostjo in hitrostjo
oddaljevanja galaksij. Dve leti kasneje je na osnovi novih in natanénejsih
podatkov isto zvezo objavil tudi ameriski astronom Edwin Hubble.? Zakonu

'"Henrietta Swan Leavitt (1868-1921), ki je delala na Harvardskem observatoriju, je
leta 1912 objavila odkritje povezave med povprecnim izsevom in periodo za spremenljive
zvezde tipa kefeid. S pomocjo te umeritve je Hubble dolocil razdaljo bliznjim galaksijam.

2Ceprav je Lemaitre Ze leta 1927 opisal Sirjenje vesolja, njegov ¢lanek v francoscini ni
bil znan raziskovalni skupnosti. Zakon o Sirjenju vesolja je zato dobil ime po Hubblu. Leta
1931 je bil Lemaitrov ¢lanek preveden v angles¢ino, vendar brez odstavka z opisom Sirjenja
vesolja. Pred desetimi leti je Mario Livio v korespondenci med Lemaitrom in urednikom
revije Monthly Notices odkril, da je sam Lemaitre odlo¢il, da izracuna s podatki ne objavi,
ker so bili Hubblovi natanénejsi [6]. Na tej podlagi je leta 2018 Mednarodna astronomska
zveza volila za preimenovanje zakona v Hubble-Lemaitrov zakon.
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pravimo Hubble-Lemaitrov zakon [3] in ga zapisemo kot

H
=4 1
2=, (1)

kjer je z kozmologki rdec¢i premik spektralnih ¢rt opazovane galaksije, ¢ sve-
tlobna hitrost, d oddaljenost galaksije ter H Hubblov parameter. V tej
obliki je zakon veljaven do z ~ 0,2 (kar ustreza priblizno 2,5 - 10° svetlob-
nim letom). Premo sorazmernost kozmoloskega rdecega premika galaksij in
njihove oddaljenosti ni posledica hitrosti oddaljevanja posami¢nih galaksij,
marvec Sirjenja vesolja samega.

Friedmannove osnovne enacbe, ki opisujejo Sirjenje vesolja, lahko uve-
demo tudi brez uporabe splosne teorije relativnosti. Predpostavimo homo-
geno vesolje in si oglejmo razvoj sfernega volumna z radijem R, ki se §iri
zaradi Sirjenja vesolja. Za objekt z maso m na razdalji R od sredisca sfere,
ki se od sredis¢a oddaljuje s hitrostjo R = dR/dt zaradi Sirjenja prostora,
lahko zapiSemo polno energijo kot:

mR2  GMm
- 2
2 R (2)

E:

kjer je M masa znotraj volumna, ki ga omejuje radij R. Ce upostevamo
homogeno porazdelitev mase M = p(t)%wR(t)g, lahko zgornjo enacbo pre-
uredimo v prvo Friedmannovo enacbo

_ 8nG kc?

H(t)” (3)

kjer smo zapisali Hubblov parameter H(t) v obliki H(t) = %, clen 2E/m
na desni strani ena¢be pa zamenjali z —kc?, kjer je k parameter ukrivljenosti
prostora, ki ima vrednost —1, 0 ali 1 za primer odprtega, ravnega ali zapr-
tega vesolja. Ker se vesolje Siri pospeSeno, moramo na desno stran enacbe
(3) dodati +Ac?/3, kjer nastopa kozmoloska konstanta A, ki uposteva uéinek
Se neznane temne energije [5].

Izmerjene vrednosti Hubblovega parametra se danes trenutno gibljejo
med 67 in 73 km/s/Mpc. Novejse raziskave so pokazale, da se vrednosti
Hubblovega parametra, izmerjene na podlagi podatkov zgodnjega vesolja ter
na podlagi podatkov lokalnega vesolja, ne skladajo znotraj nezanesljivosti.
Razlog neskladja je trenutno $e neznan [12].

1z prej zapisane Friedmannove enacbe lahko izpeljemo tudi kritiéno go-

2
stoto pc(t) = 3;;(2 , ki predstavlja povprec¢no gostoto snovi v vesolju, ki bi
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zaustavila Sirjenje ravnega vesolja. Danasnja vrednost kritiéne gostote je
pero = 2,78 - 101 Mg /h (Mpc/h) ™3, kar ustreza povpre¢ni masi galaksije
v volumnu, ki ga dolo¢a povpreéna razdalja med galaksijami® oz. priblizno
petim atomarnim vodikom v kubi¢nem metru. Kriti¢no gostoto uporabimo
pri vpeljavi parametra gostote, ki ga izrazimo kot razmerje med gostoto in
kriticno gostoto, tj. Q(t) = p(t)/per(t). Vesolje sestavljajo razlicne sesta-
vine, katerih gostota se razli¢no spreminja s Sirjenjem vesolja in jih opiSemo
s posamic¢nimi parametri gostote. V primeru ravnega vesolja je njihov seSte-
vek Q = 1, vrednosti za posami¢ne komponente pa merijo danes Q,, ~ 5 %,
Qam ~ 25 % in Qp ~ 70 % za navadno snov, temno snov in temno energijo.
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Slika 1. Levo: relativna zastopanost lazjih elementov v odvisnosti od ¢asa po welikem
poku (model vesolja s Sirjenjem in prevlado sevanja), ki sta ga objavila Alpher in Herman.
Koncentracija nukleonov je 10! cm ™2 pri 1 sekundi. Relativna zastopanost je izracunana
kot razmerje med Stevilsko gostoto izbranih nukleonov in $tevilsko gostoto vseh nukleonov.
Poleg koné¢nih produktov modela (*H, ?H, *He in *He) so prikazani tudi tritij in nevtroni,
ker imajo daljsi razpolovni ¢as od 2000 sekund (12,46 let in 10,25 minut). Povzeto po [1].
Desno: razvoj temperature, gostote snovi (pm) in sevanja (pr) v odvisnosti od starosti
oz. radija vesolja. Na sliki so spodaj oznaceni mejniki (z leve proti desni): prisotnost
relativisti¢nih elektronov, nastanek helija, prehod med vesoljem, v katerem prevladuje
sevanje, v vesolje s prevladujo¢o snovjo, rekombinacija (obdobje nastanka prasevanja) in
sedanji ¢as. Crtasti navpiéni érti oznacujeta zadnji dve opisani obdobji. Povzeto po 12].

3V kozmologiji se pogosto v enotah pojavi brezdimenzijski Hubblov parameter h, kjer
je H = h100 km/s/Mpc. Mpc je 10° parsekov, kjer je parsek (pc) 3,09 - 1016 m.
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Odkritje kozmiénega prasevanja

Naslednji preskok v zgodovini kozmologije je sledil po drugi svetovni vojni,
ko je teoretski fizik in kozmolog George Gamow po namigu Lemaitra raz-
iskoval nastanek kemiénih elementov v procesu prvinske nukleosinteze. Ce
se vesolje Siri, je moralo biti v preteklosti veliko manjSe, snov in sevanje v
njem pa imeti veliko visjo gostoto in temperaturo, ki bi omogocala nastanek
elementov.? Podlaga takemu razmisleku so bila opazovanja enakomerne za-
stopanosti elementov v zvezdah, ki jih je opravila Cecilia Payne Gaposchkin,
kot tudi takratno (sicer zmotno) prepricanje, da zvezde v svojih sredis¢ih
ne dosegajo dovolj visokih temperatur, ki bi omogocale jedrsko zlitje tezjih
elementov. V kratki ¢asovni skali Siritve zgodnjega vesolja pa ni bilo mo-
zno sintetizirati elementov tezjih od helija. V petdesetih letih prejsnjega
stoletja so znanstveniki odkrili trojni alfa proces, pri katerem lahko iz treh
jeder helija nastane jedro ogljika, in sklepali, da lahko v zvezdah nastanejo
tezji kemijski elementi. Toda opazovanih visokih koli¢in helija (~ 24 % v
masnem delezu) zvezde v svoji zivljenjski dobi ne bi bile zmozne proizvesti,
zato se je izvor helija iskalo v prvinski nukleosintezi. Okrog petdesetih let
sta Ralph Alpher in Robert Herman sicer pokazala, da lahko v vesolju, ki se
§iri, nastanejo elementi devterij, tritij in helij v dovolj velikih koli¢inah (slika
1 levo), raziskala sta pa tudi termi¢no zgodovino vesolja in predvidela, da
naj bi iz ¢asa rekombinacije® obstajalo difuzno ozadje sevanja ¢rnega telesa
s temperaturo okrog 5 K [1, 7].

V obdobju po drugi svetovni vojni so postajali radijski sprejemniki ob-
cutljivejsi za valovne dolzine okrog centimetra. V druzbi Bell Telephone
Laboratories so ob koncu petdesetih let preizkusali komunikacijo v mikro-
valovih in pri testiranju sprejemnikov ugotavljali, da se jim nikakor ne uspe
znebiti sevanja, ki ustreza temperaturi ~ 2 K. Po nekaj letih sta izvor te ano-
malije zacela proucevati Bellova inzenirja Arnold Penzias in Robert Wilson.
Nedale¢ stran, borih 35 km od Holmdelove antene, s katero sta se inzenirja
ukvarjala, se je Dickejeva skupina lotevala iskanja sledov prasevanja. Se
med drugo svetovno vojno je Dicke na Massachusetts Institute of Techno-

4Po drugi svetovni vojni sta se uveljavili dve teoriji vesolja. Prva je bila teorija o
stabilnem stanju vesolja, ki se §iri, vendar ohranja iste lastnosti v ¢asu. V takem modelu
bi morala snov v vesolju ves Cas nastajati. Druga teorija je bila teorija prapoka, ki so
jo podpirali George Gamow in sodelavci, po kateri naj bi vesolje nastalo ob enkratnem
dogodku pred priblizno 13,8 milijarde let.

5Doba rekombinacije je mejnik ~ 380000 let po nastanku vesolja, ko so iz prostih
elektronov in jeder nastali nevtralni elementi, sevanje pa se je Se zadnji¢ sipalo. Iz tega
obdobja, ko je snov v vesolju imela T ~ 3000 K, izhaja sevanje ozadja (ali prasevanje), ki
ga danes opazujemo v mikrovalovih.
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logy (MIT) izumil radiometer za mikrovalovno obmodje, ki ga je kasneje
uporabil za meritve mikrovalovnega sevanja Sonca in Lune ter pokazal, da
lahko zelo malo sevanja (ki ustreza temperaturam < 20 K) pri valovnih
dolzinah med 1 in 1,5 cm pripiSe preostali snovi v vesolju [8]. Leta 1964
je zato Dicke predlagal sodelavcema Petru Rollu in Daveju Wilkinsonu, da
predelata Dickejev radiometer za meritve morebitnega prasevanja, Peeblesu
pa predlagal, da raziSce teoreti¢no ozadje.

Spomladi 1965 sta obe skupini, ki sta sluc¢ajno izvedeli druga za drugo,
objavili v reviji The Astrophysical Journal Letters lo¢ena ¢lanka [2, 11] o
teoretic¢ni razlagi meritev sevanja ozadja v mikrovalovih, h kateri je prispeval
Peebles, ter meritve prasevanja s Holmdelovo anteno, ki je odkriteljema
Penziasu in Wilsonu prinesla Nobelovo nagrado za fiziko leta 1978.

Dickejeva skupina ni bila prva, ki je predpostavila obstoj ostankov seva-
nja iz zacetka vesolja (desni graf na sliki 1). V istem ¢lanku [2] so poudarili,
da tudi opazovanja helija narekujejo zgornjo mejo za gostoto snovi v vesolju:
v gostejSem vesolju bi s prvinsko nukleosintezo nastalo veé¢ helija. Obenem
je opazovana temperatura prasevanja omejevala koli¢ino navadne, barionske
snovi v vesolju na 3 - 10732 g/cm3, kar se sicer ni skladalo z vecjo koli¢ino
snovi iz takratnih astronomskih opazovanj in namigovalo na prisotnost ek-
soticne komponente snovi.

V sedemdesetih letih sta Vera Rubin in Kent Ford objavila opazova-
nja rotacijskih krivulj bliznjih spiralnih galaksij. Ugotavljala sta, da hitrost
krozenja zvezd ne pada z razdaljo po obi¢ajnem zakonu v(r) = GTM (kjer
je M masa znotraj radija r), marve¢ ostaja konstantna z vecanjem odda-
ljenosti od sredis¢a. To pa pomeni, da se masa veca z radijem, in ker je
opazno manj vidne snovi prisotne na takih razdaljah, sta sklepala, da je
prisotna nevidna temna snov. Ze 40 let prej je posredni uéinek temne snovi
ugotavljal tudi svicarsko-ameriski astronom Fritz Zwicky, ko je za gravita-
cijsko vezane sisteme galaksij ugotavljal neskladje med njihovo dinamic¢no
maso iz virialnega teorema in maso vidnih galaksij, ki je bila veliko manjsa.
Tudi Nobelov nagrajenec Peebles se je lotil problema temne snovi, vendar
z vidika stabilnosti galakti¢nega diska. Z Jeremiahom Ostrikerjem sta leta
1973 uporabila numeri¢ne simulacije spiralnih galaksij in pokazala, da je za
stabilnost diska potrebna prisotnost sfernega haloja temne snovi.

Odkritje temne snovi pa je vplivalo tudi na kozmoloske modele vesolja.
Peebles je v svojem ¢lanku leta 1982 prvi uposteval ucinek, ki ga ima na
nastanek struktur (od nastanka prvih zvezd do galaksij in veéjih sistemov)
nerelativisti¢na (torej hladna) temna snov. Ocenil je, da bi morala biti za
prisotnost take temne snovi lokalna odstopanja temperature prasevanja na
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ravni §T/T ~ 3,5-1075. COBE (COsmic Background Explorer), prvi sate-
lit, ki je bil namenjen meritvi prasevanja in ugotavljanju njegovega spektra,
je bil izstreljen leta 1989. Njegovi rezultati, objavljeni leta 1992, so pokazali,
da je prasevanje skladno s spektrom ¢rnega telesa s temperaturo 2,725 K.
Istocasno pa so izmerili temperaturne anizotropije, odmike od temperature
omenjenega spektra, ki so bili reda velikosti AT /T ~ 10, podobni Peeble-
sovi oceni. Za to prelomno opazovanje prasevanja in njegovih anizotropij sta
leta 2006 Nobelovo nagrado prejela vodja projekta John Maters in glavni
vodja instrumenta za opazovanje anizotropij, George Smoot.

Fizikalna kozmologija

Zacetni opis vesolja temelji na kozmoloskem principu, osnovni predpostavki
o homogenosti in izotropnosti vesolja. Taka predpostavka sicer velja na
dovolj velikih prostorskih skalah, toda ze sam pogled v noé¢no nebo nam
razkrije, da je vesolje na manjsih skalah nehomogeno. Vesoljsko strukturo,
katere osnovni gradniki so galaksije, sestavljajo manjsa zdruzenja (skupine
galaksij) ter veCje gravitacijsko vezane strukture (jate galaksij), nadjate,
podolgovati filamenti, kot tudi praznine (angl. voids).

Za vzpostavitev fizikalne kozmologije sta zasluzna predvsem Peebles in
ruski kozmolog Jakov Zeldovi¢, ki sta v Sestdesetih letih v kozmoloskem
kontekstu raziskovala nastanek in razvoj struktur v vesolju. Peebles je leta
1971 izdal svojo prvo knjigo ravno z naslovom Physical cosmology in v go-
voru ob prejetju Nobelove nagrade razlozil izbiro naslova, saj je »nameraval
raziskati fizikalne procese, ki so ali bi lahko delovali v vesolju, ki se §iri, in
raziskati, kako bi teorijo oblikoval na podlagi opazovanj«.

Kvantitativni opis nehomogenega vesolja temelji na raziskovanju koz-
moloskih modelov, ki imajo iste statisti¢ne lastnosti kot naSe vesolje. V ta
namen je treba opisati nehomogenosti oz. prej omenjeno vesoljsko struk-
turo. Za opis grozdenja (tj. zdruzevanja) galaksij na ve¢jih kotnih skalah se
uporablja dvo-tockovno korelacijsko funkcijo. OpiSemo jo s porazdelitvijo
galaksij na nebu ali v obliki prostorske dvo-tockovne korelacijske funkcije v
treh dimenzijah £(r), in sicer

N(r)dV = No[l +&(r)]dV, (4)
kjer je N(r)dV stevilo galaksij v volumnu dV na razdalji » od posamic¢ne
galaksije, Ny pa povprecna gostota galaksij. £(r) opisuje presezek Stevila
galaksij na razdalji r od izbrane galaksije glede na povprecje. V opazovanjih

funkecijo £(r) dolo¢amo tako, da povpre¢imo produkte gostote galaksij za ve-
liko Stevilo parov toc¢k na razdalji r. Meritve primerjamo s potenc¢no funkcijo
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Slika 2. Levo: porazdelitev galaksij na severni polobli iz kataloga Lick [14] (inverzne barve).
Temni kvadratki predstavljajo del neba velikosti kvadratne stopinje, njihova velikost je
premo sorazmerna s Stevilom prestetih galaksj pod 19 magnitudo na posami¢nem obmocju.
Obmocja so razporejena po deklinaciji in rektascenziji. Svetli galakti¢ni sestav v spodnjem
delu slike je jata galaksij Berenikini kodri. Zemljevid pripravila J. A. Peebles in P. J. E.
Peebles. Desno: spekter moci P(k) za snov v vesolju v odvisnosti od valovnega stevila k.
7Z razli¢nimi simboli so prikazani podatki za prasevanje satelita COBE, galaksije pregleda
neba SDSS, §tevilnost jat galaksij, S§ibko gravitacijsko le¢enje galaksij in gozd Lyman-c.
Povzeto po [15].

-
E(r) = (%) , kjer je rg korelacijska razdalja. Danasnja opazovanja kazejo,

da tak opis velja na razdaljah od 2 do nekaj 10 Mpc/h, in da je korelacijska
razdalja rg = 5 Mpc/h, eksponent v pa ima vrednosti v obmocju 1,7 — 1,8.
Na razdaljah, ki so ve¢je od 10 Mpc/h, korelacija pada hitreje od potenéne
funkcije, kar pomeni, da je na veéjih fiziénih skalah vesolje izotropno [7, 13].

Med prvimi, ki so opravili podobno analizo, in sicer z uporabo kotne
korelacijske funkcije med galaksijami iz razlicnih katalogov, je bil ravno Pe-
ebles. Leta 1977 sta v ¢lanku [4] z Edwardom Grothom izracunala dvo- in
tri-tockovno korelacijsko funkcijo z uporabo Zwickyjevega kataloga galaksij,
Lickovega stetja galaksij (na sliki 2 levo) in galaksij iz Jagiellonskega globo-
kega polja. Ugotavljala sta, kako se v lokalnem vesolju galaksije zdruzujejo
v veCje sestave in nista opazila znakov prisotnosti filamentarnih struktur.

Alternativni (ekvivalentni) opis statisti¢nih lastnosti naklju¢nega polja
fluktuacij in torej strukture vesolja je potencni spekter P(k). Potencni spek-
ter in korelacijska funkcija sta povezana s Fourierjevo transformacijo:

2 sin(kr)

P(k) =2r /0 o S(r)dr, (5)
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kjer je k valovno stevilo. Spekter mo¢i v grobem opisuje koli¢ino strukture
v odvisnosti od velikostne skale. Vi§ji potenéni spekter pomeni viSjo am-
plitudo fluktuacij gostote na velikostni skali 27 /k. Primer spektra moci za
fluktuacije gostote najdemo na sliki 2 (desno), kjer so predstavljeni rezul-
tati za zelo razli¢na opazovanja vesoljskih objektov, ki zaobjamejo Stiri rede
velikosti v vesoljskih skalah. V grobem ta spekter opisemo s P(k) x k na
vecjih skalah in P(k) o< k=2 na manjsih skalah.

Omenili smo, da kozmoloski modeli slonijo na predpostavki enakomerne
porazdelitve snovi, vendar je danasnje vesolje dale¢ od enakomernega. Kmalu
po odkritju prasevanja sta Rainer Sachs in Arthur Wolfe prva napovedala
anizotropije v prasevanju. Raziskala sta, kako spremembe gravitacijskega
potenciala (zaradi fluktuacij v gostoti) u¢inkujejo na temperaturo prase-
vanja. Ucinek Sachs-Wolfe, ki sta ga opisala, temelji na kombinaciji dveh
procesov: rahle zgostitve, ki so prisotne na zacetku vesolja, bodo spremenile
temperaturo prasevanja: fotoni bodo za izhod iz potencialne jame izgubili
del svoje energije (gravitacijski rde¢i premik) in istoc¢asno se bodo fotoni
v zgostitvi sipali nekoliko prej, torej pri vi§ji temperaturi (gravitacijski ¢a-
sovni zamik). Efekt Sachs-Wolfe je povezan z anizotropijami prasevanja na
velikih skalah.

V zgodnjem vesolju se zaradi zatetnih fluktuacij v gostoti v plazmi iz
fotonov in barionov pojavijo tudi akusti¢ni valovi, ki zamrznejo ob nastanku
prasevanja, ko se fotoni e zadnji¢ sipljejo od atomov in za¢nejo prosto po-
tovati po vesolju. Akusti¢ne valove opazujemo v spektru moci anizotropij
prasevanja (slika 3 spodaj) in so povezani z geometrijo vesolja (prvi vrh), ko-
licino navadne snovi (drugi vrh) ter temno snovjo (tretji vrh) [17]. Fizikalno
sta akusti¢ne vrhove razlozila Rashid Sunyaev in Jakov Zeldovi¢, medtem
ko sta Peebles in njegov magistrski Student Jer Yu poracunala gostotne
fluktuacije za razlicne kozmoloske parametre (primer na sliki 3 zgoraj) in
postavila svoje delo v kontekst opazovanj [10].

Kozmoloska konstanta in usklajeni model vesolja

Omenili smo prispevek nobelovca Peeblesa k povezovanju opazovanj struk-
tur v vesolju in teorije, ki bi te strukture znala napovedati. Peebles je,
kot smo ze zapisali, prvi uporabil hladno temno snov, da bi izracunal njen
uCinek na nastanek struktur v vesolju. V istih letih se je razvila teorija
inflacije, po kateri naj bi bilo vesolje ravno (2 = 1). Toda opazovanja
astronomov so ugotavljala bistveno nizji prispevek navadne in temne snovi
k parametru gostote 2. Da bi lahko pojasnil tako nastanek struktur kot
tudi vkljuéil inflacijo, je Peebles pri izracunih v svojem clanku leta 1984

108 Obzornik mat. fiz. 68 (2021) 3



Nobelova nagrada za razvoj fizikalne kozmologije

I3 15 4
10 o 2x10 10 5xl0

T T T T T J
1or MASA (Mo}

| Bytk2] "2

) I 1 1 A
0 A .2 3

k (sogibajoce)

o
B
o

Multipolni moment, ¢
2 10 50 500 1000 1500 2000 2500

6000 |

5000 |

4000 |

3000 -

2000 |

1000 |

Fluktuacije temperature [ 4 K*]

90°  18° 1° 0.2° 0.1° 0.07°
Kotna velikost

Slika 3. Zgoraj: spekter moci perturbacij za model ravnega vesolja, ki sta ga v svojem
¢lanku poracunala Peebles in Yu. Spekter je normaliziran na 1. Maksimalno amplitudo
doseze tak model pri kritiéni masi ~ 5 - 1015Mg. Povzeto po [10]. Spodaj: kotni spekter
modi fluktuacij temperature v prasevanju v odvisnosti od kotne velikosti fluktuacij (spo-
dnja skala) oz. multipolni moment (zgornja skala). Med momentom [ in kotno velikostjo
0 v grobem velja 0 ~ 180°/l. Na sliki so prikazani podatki vesoljskega satelita Planck,
v zasenCenem delu in s polno ¢rto pa je predstavljeno obmocje, ki ga zajema trenutno
uveljavljeni model, ki opisuje vesolje, tj. standardni model vesolja (avtorstvo: ESA in
Kolaboracija Planck).
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uporabil kozmolosko konstanto, ki je bila do takrat opuscena. Z leti pa je
postalo jasno, da je kozmoloska konstanta potrebna in leta 1995 so se ve-
¢ji deli sestavljanke konéno sestavili v sliko vesolja, ki mu danes pravimo
usklajeni model vesolja (angl. concordance cosmology), ki uposteva zelo raz-
licna in komplementarna opazovanja. Le nekaj let kasneje so opazovanja
oddaljenih eksplozij supernov tipa Ia potrdila pospeSeno Sirjenje vesolja, za
kar je odgovorna Se neznana temna energija. Vodilnim znanstvenikom pri
teh meritvah pospesitve Sirjenja vesolja je bila leta 2011 podeljena Nobelova
nagrada (glej ¢lanek v Obzorniku [5]).

Zakljucek

Nobelov nagrajenec James Peebles je e vedno aktiven na podroc¢ju fizikalne
kozmologije, na katerem se ukvarja z znanstvenimi vpraSanji, ki so pod-
cenjena in kot sam trdi, je takih vprasanj veliko. Zanimajo ga predvsem
nenavadne lastnosti galaksij v kozmoloskem kontekstu [18]. Naj navedemo
tri posebne primere, s katerimi se ukvarja. Prvi primer predstavljajo izoli-
rane galaksije, ki so odmaknjene od drugih, zato bi pricakovali, da je bila
njihova rast konstantna, posledi¢no pa njihova oblika aksialno simetri¢na,
kar pa ne drzi.

Drug problem je povezan z nastankom razli¢nih generacij zvezd v ga-
laksijah. Iz novejsih opazovanj je razvidno, da je priblizno polovica vecjih
bliznjih galaksij sestavljena samo iz zvezdnega diska, v katerem so pretezno
zvezde poznejsih generacij. Prve generacije zvezd naj bi sestavile srediséno
odebelitev, ki pa v teh galaksijah ni prisotna. Odgovor na vprasanje, kje so
prve generacije zvezd v takih galaksijah, iS¢ejo z uporabo simulacij nastanka
struktur na velikih skalah, s katerimi sledijo zvezdam in njihovi razporeditvi
znotraj galaksij.

Tudi raziskovanje gibanja in preteklih orbit bliznjih galaksij je izredno
zanimivo. 7 analizo 23 najblizjih znanih galaksij je pred kratkim Peebles
ocenil, da je 21 manjsih galaksij Lokalne skupine nastalo v dveh skupkih.
Ena izmed teh galaksij naj bi neko¢ bila blizje nasi Galaksiji, vendar to-
kovi plina, ki nastanejo ob takih bliznjih srecanjih, niso jasno razvidni v
opazovalnih podatkih in velja temu posvetiti dodatna opazovanja.

Zakaj naj bi se Nobelov nagrajenec ukvarjal z znanstvenimi vpraSanji,
ki niso trenutno med najbolj pribljubljenimi ali aktualnimi? Taka vprasanja
nam, po besedah nobelovca, » pomagajo preveriti sprejete ideje, kar je vedno
dobro, in Se vedno obstaja moznost, da je Narava pripravila za nas Se kako
presenecenje. «
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Drzavno tekmovanje v razvoju novih analitskih metod v medicini — RIS

Aprila in maja 2021 je potekalo prvo drzavno tekmovanje v razvoju novih
analitskih metod v medicini — poimenovano RIS — v organizaciji Drustva
matematikov, fizikov in astronomov Slovenije (DMFA) ter raziskovalne sku-
pine Medicinska fizika, ki deluje v okviru Univerze v Ljubljani, Fakultete
za matematiko in fiziko, Instituta Jozef Stefan, Univerzitetnega klini¢nega
centra Ljubljana in Onkoloskega instituta. Tekmovanje je bilo namenjeno
vsem Studentom in dijakom z zanimanjem za podrocje naprednih rac¢unskih

Tekmovalci so se soo¢ili z izzivom na temo diagnoze in prognoze okuzbe s
COVID-19. NatanénejSe napovedi obseznosti okuzbe s COVID-19 v pljucih

AM\\

|

.

m Il

Slika 1. Drugouvrscena ekipa Night foxes. Od leve proti desni: Filip Cvetko (Medicinska
fakulteta, Univerza v Ljubljani), Tim Cvetko (Gimnazija Brezice) in tajnik tekmovanja
RIS doc. dr. Urban Simon¢i¢ (Fakulteta za matematiko in fiziko, Univerza v Ljubljani).
Zaradi epidemije se vsem tekmovalcem podelitve ni uspelo udeleziti.
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Slika 2. Tekmovanje v razvoju novih analitskih metod v medicini — RIS.

lahko pomagajo pri odloc¢itvah o hospitalizaciji in zdravljenju. Tekmovalci
so sestavljali avtomatizirano resitev, ki bi iz CT-slik prsnega koSa omogocila
¢im zanesljivejSo napoved obseznosti okuzbe s COVID-19 v pljucih.
Namen tekmovanja je bil popularizacija sodobnih metod analize podat-
kov v medicini, zato je bilo tekmovanje zastavljeno tudi kot uéna priloznost.
Na uvodnem predavanju je bilo predstavljeno medicinsko ozadje problema,
slikanje s CT in statisticne ter rac¢unske metode, ki se trenutno uporabljajo
v znanosti za klasifikacijo podatkov. Pri tem je bil najvec¢ji poudarek na
najsodobnejsih metodah strojnega ucenja — umetni inteligenci.

Tekmovanje je potekalo v dveh krogih. V prvem krogu tekmovanja so
morali tekmovalci ustvariti avtomatiziran model, ki bi iz CT-slik prepoznal
blago in zelo obsezno okuzbo s COVID-19 (binarna klasifikacija). V drugem
krogu so tekmovalci dobili nekoliko bolj zapleten problem: njihov model
je moral na CT-slikah prepoznati blago, zmerno in zelo obsezno okuzbo s
COVID-19 (vecrazredna klasifikacija).

Na tekmovanje se je prijavilo 15 ekip s skupno 35 tekmovalci. Vecina
Studentov je obiskovala Univerzo v Ljubljani, nekaj Studentov pa je prislo z
Univerze v Mariboru. Zastopane so bile skoraj vse fakultete s poudarkom
na naravoslovju: Fakulteta za matematiko in fiziko (FMF), Medicinska fa-
kulteta (MF), Fakulteta za ra¢unalnistvo in informatiko (FRI), Fakulteta
za elektrotehniko (FE), Biotehniska fakulteta (BF), Fakulteta za strojnistvo
(FS) in Fakulteta za naravoslovje in matematiko (FNM). Tekmovanja se je
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udelezil tudi en dijak iz Gimnazije Brezice (GB). V prvem krogu je svoje re-
Sitve pravocasno oddalo 13 ekip, od katerih se jih je v drugi krog tekmovanja
uvrstilo Sest najboljsih. Nagradni sklad 1.500 EUR je bil na podlagi uspe-
Snosti klasifikacijskega algoritma razdeljen vsem Sestim ekipam iz drugega
kroga. Zmagovalno ekipo so sestavljali Luka Leban (MF), Tim Postuvan
(FRI) in Sara Veber (FRI), drugouvrséeno pa brata Tim Cvetko (MF) in
Filip Cvetko (GB). Preostale stiri ekipe finalnega kroga so si razdelile tretje
mesto.

Tekmovalci so pri reSevanju problemov v obeh krogih tekmovanja upora-
bljali predvsem metode strojnega ucenja. Najuspesnejse ekipe so za klasifi-
kacijo CT-slik uporabile konvolucijske nevronske mreze. Zmagovalna ekipa,
ki je v zadnjem krogu tekmovanja dosegla prepricljivo zmago, je pri svoji
resitvi veliko poudarka namenila pazljivi izbiri hiperparametrov za ucenje
nevronske mreze ter augmentaciji ze razpolozljivih podatkov. Pomembno
se je izkazalo tudi upoStevanje neuravnotezenosti razredov, saj je bila ve-
¢ina slik v uéni mnozici iz razreda z blago okuzbo. Zmagovalci so pri izbiri
ogrodja za svojo reSitev uporabili filtre Ze naucene konvolucijske nevron-
ske mreze ResNet-34. Dobre resitve tekmovalcev bodo neposredno koristile
§ir§im raziskavam na podroc¢ju analize medicinskih slik, predvsem v okviru
medicinsko-fizikalnih raziskav. Z izzivi klasifikacije se raziskovalci srecujejo
pri vsakodnevnem raziskovalnem delu. Rezultati teh raziskav pa pocasi,
vendar bistveno spreminjajo klini¢no prakso.

Tekmovanje RIS je tako udelezencem priblizalo zahtevne in aktualne
izzive, s katerimi se srecuje medicina. V prvi vrsti tiste povezane z razvo-
jem in aplikacijo naprednih analitskih metod, zasnovanih na osnovi umetne
inteligence. Hkrati pa so tekmovalci spoznali izzive in prednosti interdisci-
plinarnega dela. Prvo drzavno tekmovanje v razvoju novih analitskih metod
v medicini je bilo v celoti izredno uspesno, z odliéno udelezbo in zanima-
njem tekmovalcev. Nekatere ekipe so se na svojih fakultetah odlocile tudi
za objavo Clanka in konferen¢nih prispevkov.

Programska skupina Medicinska fizika

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/
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Vabilo na Ob¢ni zbor DMFA Slovenije

Vabilo na Obéni zbor DMFA Slovenije

Spostovane ¢lanice in ¢lani DMFA Slovenije. Vljudno vabljeni na znanstveno
popoldne in 74. obéni zbor drustva, ki bo v petek, 19. novembra 2021, od
17-ih dalje. Ob¢ni zbor bo potekal na daljavo preko spletne aplikacije Zoom,
povezava za udelezbo bo 3 dni pred sejo poslana vsem ¢lanom na njihove
elektronske naslove.

17:00 Znanstveno popoldne

Krajsi poljudni predavanji o svojem delu in aktualnih odkritjih na podro-
¢jih matematike in fizike bosta pripravila fizik prof. dr. Samo Kralj, UM
FNM, prejemnik Zoisovega priznanja 2020 in drzavne nagrade za Solstvo
2021, ter matematik prof. dr. Bojan Mohar, UL FMF in Simon Frasier
University, Kanada, prejemnik mednarodne nagrade John L. Synge (2018),
nedavno izvoljen med Castne ¢lane American Mathematical Society (2020)
in v akademijo znanosti pri Royal Society of Canada (2020). Ve¢ informacij
o predavanjih bo objavljenih na spletni strani www.dmfa.si.

18:30 Obéni zbor DMFA Slovenije
Predlog dnevnega reda:

1. Otvoritev

Med cakanjem na sklepcnost bo kratko predavanje Barbare Japelj Pa-
vesi¢ s Pedagoskega instituta o slovenskem matemati¢nem in fizikalnem
izobrazevanju v lu¢i mednarodnih primerjav.

Izvolitev delovnega predsedstva

Spremembe statuta DMFA Slovenije!

Izvolitev ¢astnih ¢lanov

Podelitev drustvenih priznanj

Porocila o delu drustva

Racunovodsko in poslovno poroc¢ilo DMFA?

Vprasanja in pobude?

Razno

© 0NN

Nezka Mramor Kosta, predsednica DMFA Slovenije

!Predlog spremenjenega statuta je objavljen na spletni strani www.dmfa.si.

2Vpogled v dokumentacijo je mozen od 15. do 18. 11. po dogovoru (ga. Simona Puncer,
racunovodstvo@dmfa.si).

3Vpraganja in pobude lahko ¢lani posljejo vnaprej po elektronski posti do 18. 11. na
naslov tajnik@dmfa.si.
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Vesti

Martini Koman v spomin (1931-2021)

V enaindevetdesetem letu zZivljenja nas
je 9. julija 2021 zapustila ¢astna ¢lanica,
nekdanja predsednica in dolgoletna pod-
predsednica DMFA Slovenije, Martina
Koman.

Martina Koman se je rodila 2. 1. 1931
v Ljubljani. Prva znanja je prejela na
II. drzavni meSani osnovni Soli Valentina
Vodnika v Zgornji Siski. Med vojno je
obiskovala nizjo gimnazijo, po vojni pa
zensko realno gimnazijo v Ljubljani, saj
so nekaj Casa po vojni Se loc¢evali zenske
in moske oddelke. Diplomirala je na ma-
tematicnem oddelku Prirodoslovno ma-
tematicne fakultete v Ljubljani. Eden iz-
med njenih profesorjev je bil tudi dr. Jo-
sip Plemelj.

Najprej je se pred diplomo poucevala na Gimnaziji Ptuj, po diplomi
leta 1954 pa je odsla na Jesenice, kjer je na takrat Se osemletni gimnaziji
poucevala matematiko in fiziko. Po vzpostavitvi osemletne osnovne Sole pa
je poucevala na OS Prezihov Voranc na Jesenicah, kjer je bila nekaj casa
tudi pomoc¢nica ravnatelja. Od septembra 1968 je delala na gimnaziji v
Postojni, kjer je bila vse do upokojitve 1988. Tudi v Postojni je bila vec let
pomocnica ravnatelja, pa tudi vodja aktiva. Sodelavci so jo zelo cenili, saj
je vsakomur rada priskoc¢ila na pomoc in se lotila vsakega dela, ne glede na
to, ali je zanj prejela placilo ali ne. Njen odnos do dela se kaze tudi v tem,
da se je zaradi pomanjkanja profesorjev fizike leta 1989 znova zaposlila na
tej gimnaziji in za eno leto prekinila upokojitev.

V casu poucevanja v Postojni je skupaj s kolegi v letih 1975 in 1985
organizirala tekmovanje srednjesSolcev v znanju matematike, leta 1986 pa
27. zvezno tekmovanje srednjesolcev v znanju matematike.

Bila je priljubljena tudi med dijaki, saj je s svojim optimisticnim po-
gledom na svet in preudarnim odnosom do mladih znala vzbuditi njihovo
zanimanje za matematiko in fiziko. Njena nekdanja dijakinja Eva Ceé je
zapisala: Njena posebno mehka pedagoska dusa je zmogla tudi s tistimi, ki
sta jim fizika in matematika povzrocali tezave. Takoj si vedel, ¢e si ustrelil
mimo: »A pejte nol« in prizadevanja za uspeSen odgovor si usmeril dru-
gam. ...

Za svoje pedagosko delo je ze leta 1970 prejela obéinsko priznanje Te-
meljne izobrazevalne skupnosti Postojne.
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Martina je bila ve¢ kot 30 let ena najbolj aktivnih ¢lanic DMFA Slo-
venije. Clanica Komisije za pedagosko dejavnost je postala leta 1971, dve
leti pozneje pa sekretarka te komisije in hkrati ¢lanica UO drustva. Kot
sekretarka je organizirala ve¢ dvodnevnih in enodnevnih krajsih seminarjev
za ucitelje matematike in fizike. Njena porocila o delu drustva so Se danes
pomemben vir informacij za proucevanje zgodovine DMFA Slovenije. Med
35. in 36. ob¢énim zborom (1982-1983) je bila predsednica drustva, nato pa
od 1984-1991 podpredsednica. Ves ta cas je skrbela za strokovna srecanja
in organizacijo obénih zborov in reSevala finanéne tezave drustva. Zadnja
leta aktivnega delovanja v DMFA Slovenije je bila sekretarka Komisije za
informiranje. Zbirala in objavljala je podatke o novih ¢lanih drustva, o
diplomantih in doktorandih iz matematike in fizike. V UO drustva je sode-
lovala vse do leta 1999.

Ob 30-letnici DMFA Slovenije je leta 1978 prejela posebno drustveno
priznanje za dolgoletno delo v drustvu, na 40. obénem zboru 1988 pa ju-
bilejno priznanje za delo sekretarke Komisije za pedagosko dejavnost in za
delo podpredsednice drustva. Leta 2000 je postala Castna clanica DMFA
Slovenije.

Zadnja leta je Martina prezivela v domu upokojencev v Postojni. Ko
smo jo ob neki priloznosti obiskali in vpraSali, ali kaj pogresa, je v smehu
odgovorila: Tukaj je zaposlenih ve¢ mojih nekdanjih dijakinj in lepo skrbijo
zame. Vcasih pa Se kaksne njihove potomce malo poinStruiram, pa cas
hitro mine. Tudi v domu je bila aktivna. Nekaj casa je bila v svetu doma,
pisala je v lokalne ¢asopise o dogodkih v domu in se vkljuéevala v razlicne
programe, bila je tudi prostovoljka. Nekateri otroci gotovo poznajo njen
glas, saj je sodelovala v projektu Lahkonocnice, v katerem so prebivalci
nekaterih domov brali in pripovedovali otrokom zgodbe za lahko noc.

Rada je klepetala s stanovalci doma in razpravljala o razli¢nih nepravil-
nostih v druzbi. Lansko jesen se je Se jezila nad kolesarji po Ljubljani, ki
so se lepo druzili, medtem ko so bili stanovalci v domovih prakti¢no zaprti
zagovarjala.

Veliko let je kot prostovoljka delala za Karitas. Drustvo katoliskih pe-
dagogov Slovenije ji je leta 2019 podelilo Slomskovo priznanje.

Zadnji¢ sva govorili po telefonu, ko smo zbirali spomine Se zive¢ih §tu-
dentov na prof. Plemlja. V njenem glasu ni bilo vec¢ ¢utiti tiste znacilne
radozivosti, tudi pogovor ni ve¢ tekel gladko.

Martina Koman je s svojim delom v DMFA Slovenije pustila neizbrisen
pecat.

Nada Razpet
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NOVE KNJIGE

A. M. Hingz, S. Klavzar in C. Petr, The Tower of Hanoi — Myths and Maths,
With a foreword by Ian Stewart, 2nd edition, Birkhiuser, Cham, 2018, 458
strani.

Hanojski stolp

Problem Hanojskega stolpa je mitolosko
obarvana igra, dobro poznana tako lju- Andreas M. Hinz
biteljem razvedrilne matematike kot stu- g‘f‘*r:d;:;[;“z‘“
dentom matematike in racunalniSkega i
programiranja. Navidez preprosta ugan-
ka z elegantno resitvijo skriva ve¢ vari- Th T

acij in posplositev, katerih analiza pre- e Uwer
sega lahkotno igranje in razkrije zani-

mive matemati¢ne strukture in povezave. Of H a n 0 l ==

Dovolj, da so avtorji Andreas M. Hinz,

Sandi Klavzar, Uros Milutinovi¢! in Ciril M yth Sdahn d

Petr izdali knjigo » The Tower of Hanoi —
Myths and Maths« o matemati¢nih izzi- M aths
vih, resitvah in odprtih problemih te igre

ter jo obarvali z zanimivimi miti in zgo- nd Edition
dovinskim ozadjem. Ob nedavnem izi-
du druge izdaje knjige bralcem predsta-
vimo nekaj zanimivih obravnavanih pro-
blemov.

V klasi¢éni igri Hanojski stolp imamo tri palice in n € N diskov, razvr-
S¢enih po velikosti na eni izmed palic, kot lahko vidimo na sliki 1. Cilj je
premakniti vse diske na eno izmed preostalih palic z upostevanjem bozan-
skih pravil: vrhnji disk lahko premaknemo na drugo palico le, ¢e ne polozimo
vecjega diska na manjSega.

Ena izmed resitev zgornjega problema je klasicen primer rekurzije, ne-
Stetokrat uporabljen za predstavitev moéi rekurzivnega programiranja. Ce
zelimo premakniti n > 1 diskov s prve palice na drugo, najprej premaknemo
n—1 diskov s prve na tretjo (ob upostevanju pravil), nato premaknemo naj-
vecji disk na drugo palico ter zaklju¢imo s premikom n — 1 diskov s tretje na
drugo palico. Tak algoritem lahko implementiramo v nekaj vrsticah kode in
nam vrne reSitev z 2" — 1 potezami, kar je optimalna resitev.

Vendar naj nas enostavnost resitve in formulacije problema ne zavede,
saj ga ze majhne spremembe lahko zelo otezijo. Imenujmo postavitev diskov

® Birkhiuser

'Sodeloval samo pri prvi izdaji.
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The Tower of Hanoi — Myths and Maths

1 2 3

Slika 1. Zacetna postavitev, popolno stanje.

na tri palice, v kateri ni noben disk polozen na manjsega, reqularno stanje.
Ce so vsi diski na eni palici, stanju re¢emo, da je popolno. Takoj smo so-
oceni z izzivom, kako (optimalno) preiti iz poljubnega regularnega stanja
v popolno stanje. Lahko bi zeleli premakniti diske iz izbranega stanja® v
poljubno regularno stanje. Kaj ¢e je palic ve¢ kot tri? Kaj se zgodi, ¢e na-
kljuéno prehajamo med stanji? Problemi, povezani s hanojskimi stolpi, so v
zadnjih desetletjih navdahnili veliko matemati¢nih znanstvenih prispevkov,
ki igro povezejo s teorijo grafov, razvojem racunalniskih algoritmov, teo-
rijo Stevil in drugimi znanstvenimi podrocji. Avtorji » The Tower of Hanoi —
Myths and Maths« so zbrali zanimive in pomembne prispevke v knjigo, ki je
primerna tako za ljubitelja razvedrilne matematike kot tudi za raziskovalca,
ki zeli spoznati podrocje. Vsebuje tako uvod v vse potrebno znanje za ma-
temati¢no analizo problema, dokaze rezultatov, kot tudi vaje za utrjevanje
in razmislek o prebranem.

V nadaljevanju si oglejmo nekaj zanimivih smeri raziskovanja hanojskih
stolpov v upanju, da bralca navdahnemo k branju predstavljene knjige.

Hanojski grafi, trikotnik Sierpinskega in %

Vsako regularno stanje lahko predstavimo s preprostim kodnim zapisom.
Naj bo T mnozica palic: v igri s tremi palicami lahko torej oznacimo T =
{1,2,3}. Vsako regularno stanje lahko opisemo tako, da za vsakega izmed
n diskov povemo, na katero palico je polozen. Ker so diski na vsaki palici v
regularnih stanjih urejeni po velikosti, nam tak opis enoli¢no dolo¢i stanje.
Torej lahko regularna stanja predstavimo z elementi iz 7" =T x --- x T
Ker poljuben element T™ kodira neko regularno stanje, vidimo, da lahko T™
enacimo z mnozico vseh regularnih stanj in da je takih stanj natanko 3™.

Dodajmo Se relacije med regularnimi stanji in ustvarimo graf. Hanojski

2Definicija dovoljenih premikov nam celo dovoljuje zadeti v stanjih, ki niso regularna.
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Nove knjige

graf HZ je graf, katerega vozlis¢a so regularna stanja, dve stanji pa sta
povezani, ¢e lahko z dovoljenim premikom preidemo iz enega v drugo. Kot
lahko vidimo na sliki 2, dobimo grafe zanimivih oblik. Z grafa lahko opazimo
rekurzivno strukturo hanojskih stolpov: HY je sestavljen iz treh Hg“l, ter
treh povezav med njimi. Slika Hj, ko n povecujemo, postaja vedno bolj
podobna trikotniku Sierpinskega, fraktalni mnozici v ravnini. Pogled na
igro Hanojski stolp kot gibanje po grafu H3 nam da nov vpogled, hkrati pa
odpre nova vprasanja, ki se pogosto pojavljajo v teoriji grafov: vprasanja o
simetrijah, metri¢nih lastnostih, invariantah itd.

(a) HZ (b) H3 (c) Trikotnik Sierpiriskega
Slika 2. Hanojski grafi in trikotnik Sierpiriskega.

Omenimo vprasanje, katerega odgovor je presenetljiv, dokaz pa zal pre-
sega ta prispevek. Ce imamo graf H3 za n dovolj velik, bo tak graf imel
3" vozlis¢ in nekateri pari vozlis¢ bodo precej oddaljeni med seboj. Na
najvecji razdalji 2" — 1 bosta poljubni dve popolni stanji (na sliki 2 so to
vozlisca, ki ustrezajo oglistem zunanjega trikotnika). Vecji kot bo n, vecja
bo tudi povpreéna razdalja med vozlis¢i, vendar v kaksnem razmerju sta
povprecna in najvecja razdalja v H5? Izkaze se, da to razmerje konvergira
k nenavadnemu Stevilu %, ko n povecujemo. Rezultat implicira, da je tudi
v trikotniku Sierpinskega z zunanjo stranico dolzine 1 povprec¢na razdalja

466

med tockami gg2. To presenetljivo racionalno stevilo je bilo pocasceno z

izborom med neverjetna Stevila [2].

Frame-Stewartova domneva in druge variacije

Nepricakovano tezek zasuk osnovnega problema igre Hanojski stolp, tj. pre-
hoda iz popolnega stanja v drugo popolno stanje s ¢im manj koraki, se zgodi,
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¢e dodamo Se cetrto palico. Nova palica, imenovana tudi hudiceva palica,
nalogo prehajanja med popolnimi stanji seveda olajsa, saj jo lahko prepro-
sto ignoriramo. Vendar taka resSitev ni ve¢ optimalna, saj lahko hudi¢evo
palico uporabimo za resitev z manj premiki.

Imejmo n € N diskov polozenih na prvo palico, ki jih Zelimo premakniti
na drugo. Strategija je naslednja: najprej m diskov, kjer je 0 < m < n
premaknemo na hudicevo palico s ¢im manj premiki, nato preostalih n —m
diskov premaknemo na drugo palico brez uporabe hudi¢eve palice in zaklju-
¢imo s premikom m diskov iz hudic¢eve palice na drugo palico. Strategija
motivira definicijo Frame-Stewartovih Stevil:

Definicija 1. Frame-Stewartova Stevila FSY}, za vsak n € Ny, so definirana
rekurzivno

FS{ =0
FS} =min{2FS}" + FS}™" | 0 < m < n},

kjer je FSy = 2" —1 optimalno Stevilo premikov v igri Hanojski stolp s tremi
palicami in n diski.

Po zgoraj opisani strategiji velja, da lahko v igri Hanojski stolp s sti-
rimi palicami preidemo s F'S} premiki iz popolnega stanja v poljubno drugo
popolno stanje. Frame-Stewartova domneva, matematicen problem, ki je
cakal na resitev celih 73 let, trdi, da je taka strategija optimalna. Po Ste-
vilnih poskusih reSevanja ter preverjanjih z ra¢unalnikih za vrednost vse do
n < 30 je Thierry Bousch uspel leta 2014 dokazati [1], da domneva drzi.
Knjiga » The Tower of Hanoi — Myths and Maths« med drugim vsebuje prvi
angleski opis njegove resitve>.

O 8e drugih posplositvah igre Hanojski stolp, grafih Sierpinskega, Stock-
meyerjevi domnevi in podobnih problemih lahko bralec ve¢ prebere v pred-
stavljeni knjigi.

LITERATURA

1] T. Bousch, L(l quatriéme tou de HG//LO?’;, Bull Bel . Math SOC. SiHlOIl Ste in 21
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(2014), 895-912.

[2] 1. Stewart, Professor Stewart’s incredible numbers, Basic Books, New York, 2015.

Tilen Marc

3Bouscheva resitev je bila objavljena v francoséini in je zato manj dosegljiva povpreé-
nemu bralcu.
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