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V tem £lanku obravnavamo operatorsko monotone funkcije. To so realne funkcije,
katerih raz²iritve na hermitske matrike ohranjajo Löwnerjevo delno urejenost. Izpeljemo
lastnosti tak²nih funkcij, integralsko reprezentacijo in spoznamo soroden koncept opera-
torske konveksnosti.

OPERATOR MONOTONE AND OPERATOR CONVEX FUNCTIONS

In this article class of monotone operator functions is introduced. Those are real
functions, which extensions to Hermitian matrices preserve Löwner partial ordering. We
derive properties of such functions, integral representation and get acquainted with con-
cept of operator convexity.

1. De�nicije in zgledi

Hermitska matrika A ∈ C
n×n je pozitivno semide�nitna oz. kraj²e

pozitivna, kadar za vsak x ∈ C
n velja 〈Ax, x〉 ≥ 0. Stoºec pozitivnih matrik

na obi£ajen na£in dolo£a (Löwnerjevo) delno urejenost na n × n hermitskih
matrikah, se pravi A ≤ B, kadar je razlika B − A pozitivna matrika.

Naj bo f realna funkcija na intervalu I. �e je Λ = diag(λ1, . . . , λn)
diagonalna matrika z diagonalnimi elementi λj ∈ I, de�niramo f(Λ) =
diag(f(λ1), . . . , f(λn)). �e je A ∈ C

n×n hermitska matrika z lastnimi vre-
dnostmi v I, potem matriko A diagonaliziramo, tj. A = UΛU∗, kjer je Λ
diagonalna in U unitarna matrika, in de�niramo f(A) = Uf(Λ)U∗. Hitro
se prepri£amo, da je de�nicija neodvisna od diagonalizacije.

Funkciji f , ki je monotona glede na Löwnerjevo delno urejenost na her-
mitskih matrikah poljubne velikosti, tj. £e A ≤ B implicira f(A) ≤ f(B),
pravimo operatorsko monotona.

Funkcija f je operatorsko konveksna, £e za poljuben par hermitskih
matrik A,B enake velikosti in za vsak λ ∈ [0, 1] velja

f((1 − λ)A + λB) ≤ (1 − λ)f(A) + λf(B) . (1)

V de�niciji operatorsko konveksne funkcije se moramo vpra²ati, ali je
f((1 − λ)A + λB) sploh dobro de�nirana. To nam zatrdi naslednja trditev,
ki jo dokaºemo s pomo£jo izreka o preslikavi spektra (glej [3]).

Obzornik mat. fiz. 52 (2005) 2 41


